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§  1.    üeber  Iiothermenflciiaaren,  bei  denen  Symmetrie  und  Reoiprodtftt 

ftnftritt. 

Ein  bekannter  Satz  der  Fnnctionentheorie  lautet  folgend ermassen : 
yyEntspricht  bei  einer  analytiscben  Function  einer  ste- 
tigen Folge  reeller  Wertbe  des  Arguments  eine  stetige 
Folge  reeller  Wertbe  der  Function,  so  entsprechen  con* 
jngirten  Werthen  des  Arguments  conjugirte  Wertbe  der 
Function/' 

Bei  der  durch  eine  solche  Function  vermittelten  Abbildung  entspricht 
daher  zunftchst  einem  endlichen ,  continuirlichen  Stück  der  reellen  Axe  in 
der  Ebene  des  Arguments  ein  analoges  Stück  der  reellen  Axe  in  der  Ebene 
der  Function;  ausserdem  aber  entsprechen  geometrischen  Gebilden  in  der 
ersteren,  welche  symmetrisch  gegen  die  reelle  Axe  liegen,  Gebilde  von  der- 
selben Eigenschaft  in  der  andern  Ebene. 

Die  einfachsten  orthogonalen  Isothermensysteme  in  der  Ebene  der 
Function  sind  die  den  Parametern  x  =  x^  und  ^s:y,  entsprechenden.  Sie 
sind  im  vorliegenden  Falle  symmetrisch  gegen  die  reelle  Axe,  und  zwar 
geht  beim  Umklappen  um  dieselbe  jedes  Individuum  der  ersten  Gruppe  in 
sich  selbst  über,  während  jedem  Individuum  der  zweiten  Schaar  im  All- 
gemeinen ein  anderes  aus  derselben  entspricht.  Schneidet  im  speciellen 
Falle  nicht  nur  das  erste,  sondern  auch  das  zweite  Isothermensystem  die 
reelle  Axe  orthogonal,  so  geht  auch  jede  Gruppe  der  zweiten  Art  beim  Um- 
klappen in  sich  selbst  über. 

Dieselben  Eigenschaften  kommen  im  Wesentlichen  auch  den  beiden 
Carvengrnppen  su,  welche  das  genannte  System  unter  dem  Winkel  +  45® 
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schneiden ;  nur  ist  dort  jedes  der  beiden  Systeme  nicht  gegen  sich  selbst, 
sondern  gegen  das  andere  in  Bezug  auf  die  reelle  Axe  symmetrisch. 

Ist  nun  f{z)  eine  Function  der  genannten  Art,  so  lässt  sich  ohne 
Schwierigkeit  untersuchen,  inwiefern  jene  Symmetrieverhältnisse  erhalten 
bleiben ,  wenn  die  Abbildung  durch  eine  Function  von  der  Form 

Z  =  (a  +  bi).f{z)  +  c  +  di 

vermittelt  wird,  wo  a,  Ä,  c,  d  reelle  Grössen  sind.  Denn  der  Factor  (a  +  6f) 
bedeutet  bekanntlich  nur  ein  Drehungs-  und  VergrÖsserungsverhältniss, 
während  der  Zusatz  c  +  dt  einer  Verlegung  des  Nullpunktes  entspricht. 

Die  Symmetrie  gegen  die  reelle  Axe  geht  ferner  in  Reciprocität  gegen 
einen  Kreis  über,  sobald  Z  eine  gebrochene  Function  ersten  Grades  von 
f{z)  ist. 

An  Stelle  der  Function  f(z)  könnte  endlich  überall  die  Function 

r[{cc+ßi)z  +  y  +  6i] 

treten,  wobei  jedoch  nicht  die  reelle  Axe,  sondern  irgend  eine  andere  Ge- 
rade in  der  Ebene  des  Arguments  als  Symmetrieaxe  auftreten  würde. 

Offenbar  lässt  sich  demnach  die  Betrachtung  einer  ausgedehnten 
Gruppe  von  Functionen  leicht  auf  den  im  Anfang  besprochenen  Fall  zu- 
rückführen, üeber^die  dort  definirten  Functionen  soll  jetzt  eine  Reihe 
allgemeiner  Sätze  ausgesprochen  werden,  wobei  unter  f{z)  stets  eine  Func- 
tion dieser  Art  verstanden  werden  soll. 

I.    Hat    eine    der  Functionen  f{z)    die   Eigenschaft, 
dass  für  reelle  Constanten  a  und  x  die  Gleichung 

X .  f{z) 

besteht,    so   gehört    zu   der  Isotherm enschaar  mit  dem 
Parameter   a;  =  a?i  ein  Kreis  um  den  Nullpunkt  mit  dem 

Badius— ;=,    und   gegen   denselben   findet  Reciprocität 

beider  Isothermenschaaren  statt. 

Der  Beweis  lässt  sich  folgen dermassen  führen.  Aus  der  genannten 
Gleichung  folgt  zunächst 

so  dass  die  Function  auch  der  Relation 


genügt.    Da  nun  V^-fK-) 

so  leistet  die. Abbildung;  --^z dasselbe,  wie  die  Reihe  folgender  Opera- 

tionen.     Man  führe  zunächst  die  Abbildung  ^x./*(2)  durch,   transformire 
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dann  d  ie  Isothermenschaaren  mittels  des  Einheitskreises  durch  reciproke 
Radii  vectorgs  nnd  klappe  endlich  die  gesammte  Zeichnung  um  die  reelle 
Axe.     Das   entstandene*  Gebilde   ist  dann  gleichzeitig  das  der  Abbildung 

y*-f{z+tt)  entsprechende.  Nach  unserer  Annahme  findet  aber  Sym- 
metrie gegen* die  reelle  Axe  statt,  so  dass  die  Operation  des  Umklappens 
erspart  werden  konnte.  Es  muss  demnach  jede  der  y  Curven  sich  selbst 
reciprok  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  sein,  und  da  derselbe  die  ganze 
Schaar  orthogonal  schneidet,  so  gehört  er  selbst  zur  andern  Isothermen- 
schaar.  Jedes  Individuum  der  o?- Curven  geht  durch  reciproke  Abbildung 
in  ein   anderes  derselben  Gruppe  tiber.    Der  Einheitskreis  kann  offenbar 

oor  den  Linien  •''  =^  +  —  entsprechen,  und  für  die  ursprüngliche  Abbildung 

Z=f(z)  geht  er  über  in  den  Kreis  mit  Radius  -^.    (NB.  Der  Beweis  würde 

ohne  die  Voraussetzung  der  Symmetrie  nicht  streng  sein,  da  der  Fall 
denkbar  wäre,  dass  der  Einheitskreis  zwar  von  jeder  ^- Curve  orthogonal 
durchschnitten  würde,  dass  jedoch  jeder  Durchschnittspunkt  ein  Wende- 
punkt für  die  entsprechende  Curve  wäre.  J3urch  die  Voraussetzung  der 
Symmetrie  ist  dieser  Fall  ausdrücklich  ausgeschlossen.) 

Beispiel:    Aus  der  Gleichung 

J  am  (n -{- n  ,  =^      oder  -  ^__       -  = 

—  Jnmu  r/^'  /4am(u) 

folgt,  dass  die  ^am- Curven  reciprok  gegen  den  Kreis  mit  dem  Radius  j/k 
sind,  welcher  den  Linien  05=  +  —  -  -  k'  entspricht. 

II.     Hat   eine   der  Functionen  f(z)   die  Eigenschaft 
dass  für  reelle  Constant^n  ^  und  x 


ist,  so  ist  gleichzeitig 

}/x.f(z  +  ßi)  = 


und    zu    den  Isothe'rmen   mit  dem   Parameter   y  =  yt   ge- 

I  ß 

hört  ein  Kreis  mit  Radius    --; ,   der   den  Linien  y  =  +-- 

entspricht  und  gegen  den  Reciprocität  beider  Isother- 
menschaaren  stattfindet. 

Der  Beweis  ist  dem  vorigen  analog. 

Beispiel:     Aus  der  Gleichung  y^"^ 

yK.smam(u±^h  ^■=^—~-- —         |  UNIVEBsjTr  >• 

^x .  B\nam[\jL)  \^  -^ ^^^         / 
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folgt  die  Reciprocität  der  5tn  am -Cnrven  gegen  den  Kreis  mit  Radius  -7=, 

der  den  Linien  y=+  — ; — A''  entspricht. 

IIL    Hat  eine  der  Functionen  f(z)  die  Eigenschaft, 
d«ss  für  reelles  k  . 


istf    so    findet  hei   der   Abhildnng  Zs=f(z)  Reciprocität 
gegen  den  Kreis  mitRadins   --=   statt,   und   zwar  gehen 

die    Isothermen    der    einen    Schaar    in    die    der   andern 
über.      Der   Kreis   schneidet  demnach   heide  Schaaren 
unter   +45". 
Beispiel:    Für  den  Modul  x  =  ^J  gilt  die  Gleichung 

cosaTn(iz)=^ . 

cosamz 

Die    durch    cosam{z)  modK=iy^  dargestellten   Isothermen  sind   demnach. 

reciprok  gegen  den  Einheitskfeis,  der  sie  unter  45^  schneidet.   Daraus  folgt 

übrigens,  dass  zu  den  unter  +45"  schneidenden  Trajectorien  der  sitiam- 

Curven  und  ^am-Curven  mod.x  =  ^^  je  eine  Lemniscate  and  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  gehört. 

Auch  die  allgemeinere  Gleichung 

1 

COSam  12  =  ; TT 

C08am{zx) 

lässt  sich  geometrisch  dahin  deuten,  dass  die  Transformation  der  cos am- 
Curven  mit  dem  Modul  x  mittels  reciproker  Radii  vectores  gegen  den  Ein- 
heitskreis auf  die  cos  am -Curven  für  den  Modul  k  führt.  Es  folgen  hieraus 
Sätze  über  die  Reciprocität  der  Lemjiiscate. 

Dass  dieselben  Curven  eine  ähnliche  Reciprocität  gegen  den  Kreis  mit 


Radius  7/  -7  besitzen ,  folgt  aus  der  Formel 


cosam{z  +  ^+if^')  ^^ 


X. cosamz 
In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  eine  Reihe  anderer  Formeln  deuten^  z.  B. 

^  am  iz-=i  -^ — y  ,    sin  am  (1  z  +  K')  =  + 


/ .  • 


sincoam{zx)  ^      —      '^       — ^am{z%) 

Dib  allgemeineren  Sätze  über /'(z),  die  damit  zusammenhängen,  sind  leicht 
auszusprechen. 

Von  einfacheren  Functionen  mögen  noch  Z^^^e*  und  Z=(am  genannt 
werden. 

Aus  £»-*=:—  folgt,  dass  bei  der  Abbildung  Z  =  c*  der  Linie  x  =  0  der 
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•■>* '^.^.^^•.^-^  ^  •^^\'^y\^.^^*y^ ^^  ^^\^t^<^ j^^,^^y.'\.'\.^^\.^\^K0^ t\^..^s^^,^\,^\^\^s^%f'-'^>t^\^\^\^\^%,,^K 


Einheitskreis  entspricht,  gegen  den  Reciprocität  stattfindet.    Dass  unendlich 
viele  concentrische  Kreise  auftreten,  folgt  aus  der  Gleichung 


*'e»' 


e^ 


Aus  tan  1 x  —  yi\  =  — folgt  die  Reciprocität  der  /a«-Cur- 

L2  *J      lan{x  +  yi)       ^  ^ 

TT 

ven  gegen  den  Einheitskreis,  welcher  der  Linie  a*  =  —  entspricht. 

§  2.    Einige  Bemerkungen  tlber  die  Kreisverwandtiohaft. 
In  Folgendem  soll  die  involutorische  Abhildung 

nach  einer  Methode  behandelt  werden,  welche  allerdings  etwas  künstlich 
erscheint,  jedoch  direct  auf  die  Uaupteigenschaften  führt,  welche  im  folgen- 
den Paragraphen  Anwendung  finden. 

Man  betrachte  die  Punkte  +  1  der  2; -Ebene  als  Brennpunkte  und  be- 
seichne  die  von  ihnen  ausgehenden  Strahlen  mit  p  undj9,,  die  Winkel  der 
selben  mit  der  positiven  Richtung  der  reellen  Axe  mit  ^  und  <&i.    Oann  ist 
für  diese  Transformation 

p,'  =  (i+jr+Ff)(i+jr-Fi) 

^/        3:  +  //i+l\    /       x-^yi+i\_  4 

V*      x  +  yi-\J'\       aJ-yi-1/  ■"(05-1)'  +  / 

Folglich : 

Der  hyperbolischen  Kreisschaar  — =c  in  jeder  der 

beiden    Ebenen    entspricht    die    concentrische    Kreis- 
schaar r=:c  um  den  Nullpunkt  der  andern. 

Da  ferner 

'  ^     p  ,  sin&  =  Ty  j»,  .  sin  ^,  =  F, 

so  folgt  2Y 

Setzt  man  hier  die  aus  Gleichung  l)  zu  berechnenden  Werthe  von  Ä  und  V 
ein.nUmlich  x'+y'-l  -  2y 

«>  ergiebt  sich  "(*-»)'  +  <'  &-^  +  ^' 

X 
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-rf^,>»^.•^,/-^,^•^,^^,-w•^.-'«-^^-^N^^^.v-^^^^^-'•.-«^y^•■'fc*>■^•*■-■••^.<nr^  "*/■  ^-^^^w^-^  •n^^^-'v.-^ 


Folglich : 

Der  elliptischen   Kreisschaar   &^^  d-=2g)   durch   die 

Punkte   +1  in  jeder  der  beiden  Ebenen  entspricht  das 

Radiensystem  ^=tan(p  in  der  andern  Ebene. 

Hat  man  demnach  die  Gleichung  einer  Curvenschaar  in  Polar coordina- 
ten,  /"(r,  q))  =  0,  und  sucht  man  die  Curvengruppe,  welche  ihr  bei  der  Trans- 

Formation  2=    —   entspricht,  so  hat  man  nur  ~    an   Stelle   von   r   und 

2  —  1  p 

O,  —  «d-  an  Stelle  von  q>  zu  setzen,  so  dass  man  als  Gleichung  des  gesuchten 
Systems  erhält 

Beispiel:  Um  die  Gleichung  der  Curvensysteme  su  6nden,  welche  die 
elliptische  Kreisschaar  durch  +  1  unter  constantem  Winkel  schneiden ,  hat 
man  statt  der  Gleichung  der  logarithmischen  Spiralen  r-=-c  %^  nur  zu  setzen 

P 
Ich  behandelte  diese  Curven  im  16.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  und 
bezeichnete  sie  als  logarithmische  Doppelspiralen.  Sie  Hessen  sich  definiren 
als  stereographische  Projectionen  eines  Systems  loxodromischer  Linien  auf 
der  Kugeloberfläche.  Ihre  dort  nicht  ausgesprochene  Fundamentaleigen- 
schaft ist  also  folgende : 

Das  Verhältniss  der  Kadii   vectores    —  nimmt  geo- 

V 

metrisch  ab  oder  zu,   wenn   die  Differenz   d,  — -^  arith- 
metisch ab-  oder  zunimmt. 
Die  Abbildung  mittels  der  allgemeinen  gebrochenen  Function  ersten 

Grades  lässt  sich  auf  die  soeben  behandelte  reduciren.    In  einem  der  fol- 

1 ,' j 

geuden   Paragraphen   kommt    die  Abbildung   Z=  !^    zur   Anwendung. 

Da  nun 

z  —  i  J— l 

so  erhält  man  das  gegenseitige  Enttiprechen  beider  Ebenen,  wenn  man  cKo 
oben  behandelte  z-  Ebene  um  +00^  die  Z-  Ebene  um  — 90°  dreht. 

\ iz 

Daraus  ergiebt  sich  also  Folgendes:   Bei  der  Abbildung  Z= r  ent- 

*  —  t 

spricht  der  concentrischen  Kreisschaar  r  =  c  der  z  Ebene  die  hyperbolische 
Kreisschaar  —  =  c  über  den  Punkten  +<  der  Z- Ebene,  während  der  Ra- 

dienschaar  —  =  fa«(<jp  +  -|   die  elliptische  Kreisschaar  ^,  —  0  =  g)  über 
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den    Punkten    +'   entspricht.      Die    Cnrvenschaar  f{rq>)==0  geht    also 
über  in 


45- »■-»-?]-'"• 


wobei  jedoch  die  Strahlen  p^  und  p  von  den  Punkten  +  t  ausgehen,  die  als 
Brennpunkte  zu  betrachten  sind. 

§  3.    Ermitteluiig  des  Curvensystems ,  welches  die  sinafn-Crirven 
modK  ^S'-j/s  unter  dem  Winkel  +45^  schneidet 

Die  sin  am  -  Gnryen  haben  durch  einen  Aufsatz  des  Herrn  Prof,  H. 
A.  Schwarz  im  77.  Bande  des  Grell  ersehen  Journals:  „Ueber  ebene 
algebraische  Isothermen*^  eine  fundamentale  Bedeutung  erhalten.  Dort 
wird  nämlich  gezeigt,  dass  sämmtliche  algebraischen  Isothermenschaaren 
sich  durch  algebraische  Operationen,  d.  b.  durch  Abbildungen  mit  Hilfe 
algebraischer  Functionen,  aus  drei  Fundamentalsystemen  herleiten  lassen. 
Letztere  sind 

1.  die  beiden  Schaaren  orthogonaler  Parallelen , 

2.  das  System  coucentrischer  Kreise  und  ihre  Radien, 

3.  das  System  der  sin  am  -  Curven  für  Mod.n  positiv,  reell  und  <Cl- 

Es  ist  von  Interesse,  auch  die  Trajectorien  dieser  Fundamentalsysteme 
kennen  zu  lernen.  Das  erste  führt  wiederum  auf  Parallelenschaaren ,  das 
zweite  auf  ein  System  logarithmischer  Spiralen.  Eine  Anzahl  der  hierher 
gehörigen  Fälle  habe  ich  im  16.  und  18.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  be- 
handelt. 

Schwieriger  gestaltet  sich  das  Problem  für  das  dritte  System.  Zieht  man 
nämlich  in  der  Ebene  des  Arguments  der  elliptischen  Function  2=  sinamz 
eine  beliebige  Gerade,  so  werden  im  Allgemeinen  unendlich  viele  Perioden- 
rechtecke, und  zwar  jedes  in  besonderer  Weise  durchschnitten.  Daraus 
folgt,  dass  die  entsprechende  Curve  in  der  Ebene  der  Function  unendlich 

viele  Windungen  um  die  Brennpunkte  +  1  und  +  "~  vollführt,  und  dass  ihre 

Gleichung  im  Allgemeinen  transcendent  ist.  Doppelt  unendlich  viele  „  Ri  e  • 
mann 'sehe  Blätter^^  liegen  übereinander  und  die  Zeichnungen  in  denselben 
decken  sich  nicht.  . 

Vereinfachungen  treten  auf,  wenn  die  Geraden  den  Diagonalen  des 
Periodenrechtecks  parallel  sind.  Dann  werden  sämmtliche  Rechtecke  im 
Wesentlichen  in  derselben  Weise  «durchschnitten,  die  Zeichnungen  in  den 
einzelnen  Blättern  decken  sich  und  man  erhält  zwei  Schaaren  geschlosse- 
ner Curven,   deren  eine  die  Punkte  +rund umgiebt,  während  die 

andere  die  Punkte  —  l  und  -| —  einschliesst. 
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Dieses  ,|Diagonalsystem**  kann  direct  durch  die  Ahhildang 

Z  =  smam\  (x  +  yi)         —     — 

gefanden  werden.  Von  besonderem  Interesse  sind  nur  die  Fälle,  wo  die 
Curven  algebraisch  sind,  in  welchen  also  die  Werthe  des  Perioden  verhält- 

nisses  -pr  so  beschaffen  sind ,  dass  zwischen  der  genannten  Function  Z  und 

iL 

8inam{x'{'yi)*em  algebraischer  Zusammenhang  existirt. 

Ebenso  ergeben  sieb  Vereinfachungen  für  den  Fall ,  dass  die  Trajec- 

torien   das  Hauptsystem  unter   +45°  schneiden.     Hier  werden  z.  B.  die 

2Ä' 
Gleichungen  algebraisch,  wenn  das  Periodenverhältniss  —,  eine  der  folgen- 

den  Grössen  ist: 

...0,4,2,  1,  5»j-»  g-|  •••• 

Der  Fall  t^  =  1 ,  für  welchen  der  Werth  des  Moduls  x  =  3  —  /s  ist, 

soll  uns  zuerst  beschäftigen. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Function 

_      I  +  «  yi^ .  sin  am  z 

Z=  ^= tnodK 

i  +  J/k  .  sin  am  z 

die  Abbildung  des  Rechtecks  mit  den  Eckpunkten  +  ^  und  +K  +  K'i  auf 
den  Einheitskreis  vermittelt,  und  zwar  so,  dass  die  Peripherien  und  die 
Mittelpunkte  beider  Figuren  sich  entsprechen.*  Den  genannten  Eckpunkten 

entsprechen   dabei  die  vier  Bildpunkte  +  —^ —  +  '-  ,~  ^  welche   Brenn- 

i  +  x         l+x 

punkte  des  isothermischen  Systems  werden ,  in  welches  die  Parallelen  zur 

reellen  und  imaginären  Axe  übergehen. 

2K 
Für  unsern  speciellen  Fall  -7;7=  1  ist  das  Rechteck  ein  Quadrat,  und 

die  vier  Brennpunkte  sind  +  y\  +  'f^i»  d.  h.  sie  bilden  selbst  ein  Qua- 
drat, dessen  Mitte  der  Nullpunkt  ist. 

Joch  mann*'*'  vereinfacht  das  Problem  mit  Hilfe  der  Landen*scheu 

Transformation,  indem  er  vom  Modul  x  übergeht  zu  — ^ — ,  vom  Argumente 

1  +x 

z  zu  2(l+x),  also  von  %   zu  -— —  und   vom  Periodenverhältniss  — -  zu 
^         '  \+K  2K 

K' 

— .    Schliesslich  setzt  er  z  —  K'i  an  Stellß  von  z,  wodurch  die  Abbildung  1) 

übergeht  in 


*  Vergl.  Schwarz:  „Ueber  einige  Abbildungsaufgaben**,  Crelle's  Journ., 
Band  70. 

**  Joch  mann:  „Zur  Abbildung**  etc.,  Jahrg.  14  dieser  Zeitschrift. 
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^^  -      1  —  cosamz  j2f^ 

2)  Z= mod      -,    _ 

sinamz  1+« 

nnr  mit  dem  unterschiede,  dass  jetzt  die  Nnllpankte  beider  Ebenen  sich 
entsprechen  nnd  die  Eckpunkte  des  Rechtecks  +  ^  +  J^'i  anf  die  Brenn- 
punkte dl  X  +  Kt  abgebildet  werden ,  die  wiederum  auf  dem  Einheitskreise 

Hegen.    Ffir  den  Fall  des  Quadrates  ist  jetzt  t77  =  1  and  der  Modul  a  =  j/^. 

IC 

Setzt  man  jetzt  j/%'{^  i.^^)  *^^  Stelle  von  z,  so  erhält  man  direct  die 
Abbildung,  welche  auf  die  Gleichung  des  Curvensjstems  führt,  welches  das 

nrsprüngliclie  unter  +45'  schneidet.  Der  Factor  j/^  bedeutet  nur  ein  Ver- 
grösserungsverhältniss  in  der  Ebene  des  Arguments,  kann  also  vernachläs- 
sigt werden.   Jochmann  bemerkt  nun,  dass  für  den  Modul  x  =  ^i 

i  —  cosam  (z — zi) 

sinam{z^-z%) 
übergeht  in 

3)  Z=^iy\'-i}/\)cosam{z'-K),    OTodx  =  /j, 

dass  also  alle  Curven ,  welche  den  Parallelen  zu  den  Diagonalen  des  Qua- 
drats entsprechen,  die  um  45°  gedrehten  co^am- Curven  sind. 

Demnach  findet  man  die  entsprechenden  Trajectorien  der  ^n  am -Cur- 
ven morf. Ä=3  —  ]/8  auf  folgendem  Wege: 

I      I     j  l/yr      7 

Die  Umkehrung  der  in   1)  enthaltenen  Abbildung  Z= '^    '     ist 

f-f-^x.z 

II 2  j*  2 1/»  l  —  X 

z^  — = .  — — r.    Durch  die  letztere  werden  die  vier  Punkte  -F  —^ h  i  -- — 

j/jj     Z  — I  —  l  +  x—    l-fx 

nach   +1  und  +~  transformirt ,  während  das  der  Gleichung  1)  entspre- 

X 

chende  Isothermensystem  wieder  in  die  ^f'n  am -Curven  übergeht. 
Es  ergiebt  sich  daraus  Folgendes: 

Die  Gleichung  der  beiden  Curvenschaaren,  welche 

die  5tiiam- Curven  mo<ix  =  3— ^  unter  döm  Winkel  +  45° 
schneiden,  wird  direct  erhalten,  wenn  man  untersucht, 
welche  Curven  den  Parallelen  zur  reellen  und  imagi- 
nären Axe  bei  der  Abbildung 

y'6  —  J/h      [y\  +  1/5]  cos  um  z  —  I 
entsprechen. 

Diese  Abbildung  liefert  also  im  Wesentlichen  dasselbe ,  wie 

5)  2  =  «w  am  [j  (/i  +  1/4)]     mo^x  =  3  — /iT 

Die  Abbildung  4)  soll  nicht  direct,   sondern  in  einzelnen  Stationen 
durchgeführt   werden.     Zunächst  ist  die  Gleichung  der  um  45®  gedrehten 
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cos  am   Curven    aufzustellen,    die    bekanntlich   für  mo(iK  =  ]/\    zwei  con- 
gruente  Schaaren  umfassen.    Dann  werden  dieselben  der  Transformation 

Z  = unterworfen ,  was  einer  bestimmten  Transformation  mittels  reci- 

z  —  I 

proker  Radii  vectores  vom  Punkte  i  aus  entspricht.    Die  so  erhaltenen  Cur- 
ven  müssen  die  in  §  1  besprochene  ßeciprocität  gegen  den  Einheitskreis 

zeigen.     Schliesslich   wäre  noch   die   Transformation   7.=^-;z^^z=  anzu 

wenden. 

§  4.     Die  Abbildung  Z^=^cosamz  mod%^Y\' 
Die  allgemeinen  Gleichungen  der  co^am- Curven  mit  den  Brennpunkten 
+  l  und  +-  '  sind  nach  Sieb  eck* 

0  (i>'.+/>)'.^!+(p. -/')'«''' =--4, 

wo 

1=  sinamx^  m  =  cosamx,  n  =  /jamx     mo</x; 

k=isinamy,     (jl  =  cosamy^   v  =  /Samy     mod%. 

Für  den  Modul  x  =  Y^  gehen  die  Brennpunkte  über  in  _+  I  und  +  i, 
die  Gleichungen  selbst  in 

3)  \     moä  .  y\. 

Die  beiden  Curvengruppen  sind  congruent.   Denn  setzt  man  /•  =  2  — A*, 

2—/*      ;i* 

so  ist  gleichzeitig «  =  72 •    ^^  existirt  also  wirklich  zu  jeder  Curve 

der  einen  Schaar  eine  congruente  der  andern,  und  beide  Systeme  sind 
gegeneinander  um  90^  gedreht.  Aus  den  Gleichungen  geht  ferner  hervor, 
dass  jedes  System  symmetrisch  gegen  beide  Axen  ist,  folglich  liegt 
jedes  System  symmetrisch  gegen  das  andere  in  Bezug  auf 
die  Axen  Hr  45^ 

(Es  lässt  sich  nämlich  allgemein  folgender  Satz  aussprechen:  Ist  ein 
geometrisches  Gebilde  symmetrisch  gegen  zwei  aufeinander  senkrechte 
Axen  und  wird  es  noch  einmal  um  90^  gedreht  gezeichnet,  so  ist  die  Ge- 
sammtzeichnung  symmetrisch  gegen  die  Axen  +  45 ^) 


*  Vergl.  Sieb  eck:  „Ueber  Curven  vierten  Grades'*  etc.,  Cr  eile 's  Journal 
Band  57;  und  §  5  meiner  Abhandlung  „Ueber  isogonale  Verwandtschaften**  im  18, 
Bande  dieser  Zeitschrift. 
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In  Polarcoordinaten  lassen  sich  die  Gleichangen  beider  Systeme  auf 
folgende  Form  bringen: 

»)  (ff'+  0  •  ^^*^^~^+*'* "/^'."^  '^  •  /(«•+ ty -  * fl*  ^"^v = 4. 

Für  letztere  Gleichang  kann  man  auch  schreiben 

6*)   (R*+l)  Q^, -i)  +  ^*  ~  l^[^  ''  .  ViR'  + »)'  -  4 fl'  coJ'v  =  -  4. 
Setzt  man  aber  in  Gleichung  5)  -  an  Stelle  von  R ,  so  geht  sie  über  in 

und  bringt  man  hier  die  Grösse  4(^+  l)  nach  links,  so  stimmt  die  Gleich- 
ung überein  mit  6*).    Folglich : 

Die    eine    Isothermenschaar   ist    in   Bezug   auf   den 
Einheitskreis    reciprok   gegen    die    andere,    und    beide 
werden   von    dem  Kreise   unter   dem   Winkel    +45^  ge- 
schnitten. 
So  bestätigt  sich  die  in  S  1  über  diese  Curven  ausgesprochene  Behaup- 
tung.   Beispielshalber  folgt  hieraus  für  diejenige  Lemniscate,  welche  den 
Einheitskreis  unter  45*^  schneidet,  dass  sie  reciprok  ist  gegen  eine  ihr  con- 
grnente,  um  90°  gedrehte  Curve. 

§  5.     Disonssion  der  Abbildung 

Der  Factor  [^  ^  iL^Vil  bedeutet  eine  Drehung  der- cÖ5  am  -  Curven  um 
+  45^  Durch  diese  Drehungen  geht  Gleichung 5)  des  §  4  nach  einer  geringen 
Umformung  tiber  in 

(TT + 1)  i£^  +  ^  ~  'iV  ■  ^^  ^+ ' )'  -  2  /^Hi  +  W'"^)  =  4 

Man   hat  dadurch  sofort  die  beiden  orthogonalen  Systeme,  da  die  beiden 

Curven  seh  aaren  congruent  waren. 

1  —iz 
Jetzt  führe   man   die  Abbildung   7  = durch,   indem  man  nach 

z  — ; 

Massgabe   des  §  2  ~  an  Stelle  von  R  und  (^,  —  0  —  90°)  an  Stelle  von  tp 
setzt    Man  erhält 
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Bedenkt  man  dabei ,  dass  Pt  and  p  von  den  Punkten  +  t  ausgehen ,  so  hat 
man  zu  setzen 

2JC  . 


C05(^,— ^)  = 


Die  Gleichung  geht  schliesslich  nach  den  entsprechenden   Umformungen 
über  in 


oder 


+  4F=0 


VertaXischt  man  hier  R  mit  ~ ,  so  bleibt  die  Gleichung  ungeändert,  nur 

wird  +  in  +  verwandelt.    Folglich : 

Transformirt  man  das  Gebilde  reciprok  gegen  den 
Einheitskreis,  so  geht  jedes  System  in  das  andere  über. 
Auch  die  Symmetrieverhältnisse  gegen  die  Axen  sind  an  der  Form  der 
Gleichung  zu  erkennen. 

Setzt  man  schliesslich  R.j/^  —  J/h  an  Stelle  von  Ry  so  geht  der  Einheits- 
kreis  über  in  den  Kreis  — p ,  die  Brennpunkte  werden  +^ '   und  +  — ,  die 

Ourven  selbst  gehen  über  in  die  Trajectorien  der  «n«m-Curven  zu  +  46°, 
und  zwar  für  den  mod.S-^j/s.  Es  ist  nur  noch  zu  bemerken,  dass  der  Para- 
meter l  =  sinamx  niody^  ist  und  durch  die  Landen ^sche  Transformation 

leicht  auf  die  entsprechende  Grösse  mit  mod.Z — ^8  übergeführt  werden 
kann. 

Durch  die  Transformationen 


Z  =  j/l  — :«   und    Z  =  /l  — x'z« 

würde  man  die  Gleichungen  der  entsprechenden  Trajectorien  der  cosam- 

und  J am 'Gnrven  mod.Z — }/s  finden;  geometrisch  erreicht  man  dasselbe 
durch  Uebertragung  von  Hyperbel  auf  Complementarhyperbel  im  Sinne 
meiner  bereits  citirten  Abhandlung,  wobei  die  Kegelschuittsysteme  mit  den 

Brennpunkten  Hhl,  resp.  +.—  zu  Grunde  zu  legen  sind. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  behandelten  Curven  aus80r  dem  Kreise 

mit  Radius  —p=  noch  zwei  andere  Kreise  umfassen,  welche  durch  die  Punkte 


r' 
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+ 1  und ,  resp.  —  1  und  -j —  gehen.    Auch  gegen  diese  Kreise  findet 

Reciprocität  statt,  und  zwar  geht  jede  Curve  in  sich  selbst  über.   Dies  geht 
hervor  aas  der  Symmetrie  der  co5 am -Curven  gegen  beide  Axen. 

Aus  allen  diesen  Eigenschaften  folgt,  dass  diejenigen  beiden  Curven, 
die  durch  den  Nullpunkt  gehen ,  auch  durch  die  Punkte  +  -j^r  und  durch 

den    unendlichen  Punkt  gehen,  und  Asymptoten  besitzen,   welche  gegen 
beide  Axen  unter  45®  geneigt  sind. 

§  6.    Die  Trajeotorien  der  sin  am 't  cos  am  •  und  ^am-Corren  für 

Man  erhält  die  eine  Gruppe  dieser  Trajectorien  durch  die  Untersuch- 
ung der  Abbildung 

Z  =  cos  am  [z .  (/^  +  i  y\\\     modn  =  y\. 
Dasselbe  leistet  nach  Obigem  die  Abbildung 

2=(/i±«Ki).^/-— ^ morf  (3-/8). 

t  +  yK  .  sinamz 

Nach  Jochmann  führt  die  Abbildung 

_       l  +  il^K  .sinamz  ,.         /-. 

Z=     ^   ^  morf(3  — ^^8) 

1  +  /«  .  sinamz 
auf  das  Isothermensystem 

(r_l)*=4...p^-'>-'^]. 

Man   erhftlt  die  beiden  congruenten  Systeme  durch   die  Drehungen 

+  45",  welche  dem  Factor  (Vl  +  i^i)  entsprechen.  Die  gesuchten  Curven 
haben  also  die  Gleichungen 

L       ^  V-  1^« ,  rcos*(<p±4b)      H«  .>V(g>  +  45)1 

Die  geometrischen  Eigenschaften  derselben  hat  Jochmann  untersucht. 
Die  Transformationen 

2  =  ^^1-2«   und    Z  =  /je'*  +  x'z*  =  j/^ (1  +  z^) , 
oder  auch  die  Uebertragung  von  Hyperbel  auf  Complementarhyperbel  mit- 
tels  der  Kegelschnittsysteme  um  +1  und  +/~  ,  d.  h.  +i,  fähren  auf  die 

X 

entsprechenden  Trajectorien  der  sin  am-  und  ^f  am -Carven  für  den  Modul 
x  =  /i.    Da,  wie  oben  gezeigt,  zu  der  erstgenannten  Schaar  ein  Kreis  und 
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die  Geraden  unter  +45°  gehören,  so  folgt,  dass  zu  den  letzten  beiden  je 
eine  Lemniscate  und  eine  Hyperbel  gehören. 

Geht  man  durch  die  Lande  nasche  Transformation  zu  neuen  Moduln 
über,  sei  es  nach  der  einen  oder  nach  der  andern  Seite,  so  gelangt  man 
stets  auf  elliptische  Functionen,  die  mit  sin  am  mod}/^  oder  3— j/s  alge- 
braisch zusammenhängen.  Also  sind  die  Trajectorien  der  sin  am-,  cosam- 
und  J am- Gurren  algebraisch  für  die  Periodenverhältnisse 

=  8     4     9     111^ 

Aehnliches  findet  statt  für  die  Diagonalcurven  der  Periodenrechtecke, 
wie  sich  mit  Hilfe  des  Additionstheorems  an  der  Abbildung 


Z  =  sinam  ^ix  +  yi)  y^  +  ijj 


nachweisen  lässt. 


§  7.    Die  allgemeiiieii  Trajectorien  der  sinam-CxLTYen  f&r  modx,  reell, 

positiv  und  <1. 

Die  principielle  Lösung  der  Aufgabe,  die  allgemeinen  Trajectorien  der 
sin  am 'Curven  zu  finden,  bietet  keine  besondere  Schwierigkeit;  explicite 
Lösungen  sind  jedoch  zunächst  nur  in  speciellen  Fällen,  wie  den  oben 
behandelten,  möglich.  Die  allgemeine  Aufgabe  kann  auf  verschiedenen 
Wegen  angegriffen  werden.    Einer  von  denselben  ist  folgender. 

Bei  der  Abbildung  Z=^  sinam  z  entspricht  der  Linie  x  =  x^  die  Curve 

x*r  xrrm^n^       h 

oder  nach  Sieb  eck: 

Berechnet  man  aus  einer  dieser  Gleichungen,  z.  B.  der  zweiten,  den 
Werth  von  /,  so  erhält  man 


_   .    7/5'x*  +  y>«x'  +  4/*  +  /(S*x»  +  Z>'x'  +  4x ')' - 4x*/?' 


S" 


oder  auch 


.    ]/K\S'+D'-4)  +  i  +  2KDS  +  /x'(5'+Z>'~4)  +  4  --  2x Z>S^ 
—  2x/> 

Setzt  man  jetzt 


D*={p,-py=2[A''+r+i-i/{x*+r'+iy-4Ä'], 

so  erg^ebt  sieb  nacb  den  nötbigen  Umformangea  als  Wurzel  der  genannten 
Oleicbnng 
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/  =  .VI«  am a:  =  -r  —  . --  - — -— 

In  KbDlicher  Weise  erhält  man  als  Wurzel  der  Gleichung  des  andern 
Systems 

die  Grösse  X  =  sin  amyi, 

« 

Demnach  entsprechen  allgemein  den  Geraden 

a  —  0 

die  durch  folgende  Gleichung  dargestellten  Curven: 

/                                                  X 
1     /• dz _jf     /• dz 

0  u 

wo  /  und  A  die  Wurzeln  der  Gleichungen  2)  und  3)  sind. 

§  3.    Eigenschaften  der  Diagonalonrven ,  die  bei  der  Abbildung 

Z  =  sin  am  z  anftreten. 

Ohne  die  vorher^  behandelte  Aufgabe  explicite  durchzuführen ,  kann 
man  eine  Reihe  der  Eigenschaften  der  Diagonaicurven  ohne  Weiteres  aus 
der  Kenntniss  der  Abbildung  Z=sinamz  herleiten. 

1.  Durch  jeden  Punkt  geht  eine  und  nur  eine  Curve  aus  jeder  der 
beiden  Schaaren.  Sie  schneiden  sich  unter  demselben  Winkel,  wie  die 
Diagonalen  des  Periodenrechtecks.  Die  ganze  Ebene  wird  in  ein  System 
von  Parallelogrammen  eingetheilt,  die  mit  zunehmender  Kleinheit  der  Aehn- 
lichkeit  zustreben. 

2.  Die  Curven  sind  geschlossene,  sie  umgeben  entweder  die  Brenn- 
punkte + 1  und ,  oder  —  1  und  H — . 

3.  Der  Kreis  mit  Radius  —=  wird  von  jeder  Curve  zweimal  geschnit- 

ten,  und  zwar  in  Punkten  auf  derselben  Seite  der  a?-Aze  und  in  gleicher 
Entfernung  von  derselben. 

4.  Jede  Curve  der  einen  Schaar  ist  reciprok  derjenigen  der  andern 
Schaar,  die  den  Kreis  in  denselben  beiden  Punkten  schneidet. 

5.  Die  beiden  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Curven  gehen  auch 
durch  +  -pL  und  haben  Asymptoten.    Beide  sind  congruent.   Sonst  kommt 

jede  Curvengestalt  viermal  vor,  und  zwar  in  symmetrischer  Lage  gegen 
beide  Azen. 


1 6  Weitere  Beiträge  etc.    Von  Dr.  O.  Holzmüller. 

6.  .Die  durch  die  Punkte  +  1  und  +  -~  gehenden  Curyen  hahen  dort 

Rückkehrpunkle.  Sie  sind  als  Doppellinien  zu  betrachten,  obwohl  sie 
scheinbar  einfach  sind. 

7.  Bildet  man  das  dreiaxige  Ellipsoid  auf  die  ganze  Ebene  ab,  so  ent- 
sprechen zwei  bestimmten  Systemen  von  Trajectorien  der  Krümmungslinien 
unsere  Diagonalcurven.   Bei  denjenigen  Ellipsoiden  also ,  deren  Abbildung 

auf  das  Rechteck  auf  solche  Periodenverhältnisse  -^  führt,  für  welche  die 

in  S  6  angegebenen  algebraischen  Beziehungen  gelten ,  sind  bestimmte  Sy- 
steme von  Trajectorien  der  Krümmnngslinien  algebraische  Curven.  Aehn- 
liches  gilt  von  den  Trajectorien  der  sphärischen  Kegelschnitte,  deren  stereo- 
graphische Projectionen  die  von  uns  behandelten  Curven  sind. 

Ich  verweise  schliesslich  auf  die  Resultate  des  Herrn  H.  Mylord  in 
der  Abhandlung:  „Elliptiske  Koordinaters,  Anvendelse  iil  Bestemmelse  etc.^* 
Zeuthen  Tidsskr.  (3)  7.  33.  Dort  werden  die  Gleichungen  der  Trajectorien 
der  Krttmmungslinien  des  Ellipsoids  in  impliciter  Form  gegeben,  während 
eine  expHcite  Darstellung  zunächst  ntir  für  die  angedeuteten  Specialfälle 
möglich  ist. 
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IL 

Bie  harmonischen  Mittelpunkte  für  ein  Punktsystem  von 
vier  Punkten  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Punkt 

als  Pol. 

Von 

MiLINOWSKI , 
Oberlehrer  in  Weissenbnrg  im  Elsass. 


Die  Eigenschaften  der  harmonischen  Mittelpunkte  sind  his  jetzt  nnr 
mit  Hilfe  der  Rechnang  ermittelt  worden.  Für  ein  System  von  drei  Punk- 
ten habe  ich  im  Programm  des  Tilsiter  Gymnasiums  vom  Jahre  1872  in 
einer  Abhandlung  „Die  Polaren'  der  ebenen  Gurten  dritter  Ordnung  mit 
Doppelpnnkten'S  die  Eigenschaften  der  harmonischen  Mittelpunkte  des 
ersten  und  zweiten  Grades  aus  einigen  Eigenschaften  des  ebenen  Dreiecks, 
allein  mit  den  Hilfsmitteln,  welche  die  Geometrie  der  Lage  bietet,  abgeleitet. 
Cremo  na  hat  (Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Curven) 
gezeigt,  wie  man  von  Sätzen  über  harmonische  Mittelpunkte  zu  solchen 
über  Polaren  von  Curven  gelangt.  Wenn  also  die  Eigenschaften  der  har- 
monischen Mittelpunkte' für  drei  Punkte  bekannt  sind,  so  lassen  sich  aus 
ihnen  die  der  Polaren  bezüglich  einer  allgemeinen  Curve  dritter  Ordnung 
folgern.  Auf  demselben  Wege  kann  man  weitergehen  und  mit  Hilfe  der 
Sätze  über  die  Polaren  der  Curven  dritter  Ordnung  die  Eigenschaften  der 
harmonischen  Mittelpunkte  eines  Systems  von  vier  Punkten  aus  den  Eigen*. 
Schäften  des  ebenen  Vierseits  herleiten  und  ans  ihnen  dann  die  Theorie  der 
Polaren  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  folgern.  Es 
scheint  sogar,  als  ob  dieser  Weg  allgemein  zur  Theorie  der  Polaren  führt, 
indem  man  dieselbe  Methode  zur  Erforschung  der  Eigenschaften  der  har- 
monischen Mittelpunkte  eines  Systems  von  fünf  Punkten  aus  denen  eines 
ebenen  Fünfseits  anwenden  kann.  Successive  gelangt  man  zu  den  Eigen- 
schaften der  harmonischen  Mittelpunkte  eines  Systems  von 6,  7,...  Punkten. 
In  den  folgenden  Blättern  wird  der  Versuch  gemacht,  auf  rein  synthetischem 
Wege  die  bekannten  Sätze  über  die  harmonischen  Mittelpunkte  eines  Systems 
von  vier  Punkten  herzuleiten.  Dazu  werden  vom  Dreieck  die  folgenden  Sätze 
gebraucht:  Verbindet  man  einen  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC^ 
dessen  Seiten  £C,  AC^  AB  mit  a^  h^  c  bezeichnet  werden  mögen,  mit  den 

SMiMlifi/t  f.  Kftihdmftiik  a.  Physik,  XX,  1.  .  2 
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r«•^>.^^^x>/^<^A>^A« 


Ecken,  nennt  die  Schnittpunkte  von  AP,  BP,  CF  mit  den  Seiten  a,  b,  c 
bezüglich  a,  ß^  y,  so  liegen  die  harmonischen  Gegenpunkte  o^  ß\  y  dieser 
Punkte  in  Bezug  auf  die  Eckenpaare  BC,  AC^  -<4^  auf  einer  Geraden  j»  und 
umgekehrt.     Wenn  man  j9  die  gerade  Polare  von  P  und  P  den  Pol 
von  p  bezOglich  der  dreiseitigen  Curve  (a6c)  nennt,  so  folgt  aus  projec- 
tivischen  Beziehungen:  l.  die  Pole  aller  Geraden,  welche  durch ^inen  Punkt 
P  gehen,  liegen  auf  einem  Kegelschnitt  n ,  der  die  conische  Polare  von 
P  heisst.     2.  Die  geraden  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  g  werden 
von   einem  Kegelschnitt  @!  umhüllt,  den  man  die  Poloconik  von  g  nennt. 
Vier  Gerade  ab  cd  schneiden  sich  in  sechs  Punkten^i4i9C/>£iP,  so  dass 
^^Fauf  a,  BCE^xjXb,  CDFanic,  il  Z>  JF  auf  (i  liegen  und  ABCDEF  der 
Reihe  nach  die  Punkte  {ad),  (jah),  {bc),  {cd),  {bd),  {ac)  vorstellen.  Die  vier 
Geraden  bilden  vier  Dreiseite  {abd)  oder  AB E,  {bcd)  oder  CDS,  {acd)  oder 
ADF,  {abc)  oder  BCF,  Dann  gilt  für  die  vierseitige  Curve  {ab cd)  der  Satz: 
Die  geraden  Polaren    eines    beliebigen   Punktes   P  be- 
züglich der  vier  dreiseitigen  Curven  (aftrf)»  (^^^)j  (<*<^^»  {abc) 
schneiden  die  Geraden  c,  a,  b,  d  in  vierPunkten  einerGe- 

raden. 

Ehe  dieser  Satz  in  seiner  Allgemeinheit  bewiesen  wird,  soll  dies  zuerst 

für  die  drei  Fälle  geschehen,  dass  der  Punkt  P  1.  auf  einer  der  vier  Seiten 
abcd^  2.  auf  einer  der  Geraden,  welche  eine  Ecke  des  vollständigen  Vier- 
ecks ab  cd  mit  einem  der  drei  Diagonalpunkte  verbinden  und  3.  auf  einer 
der  drei  Diagonalen  liegt. 

Es  sei  i.  t  ein  Punkt  auf  der  Geraden  b,  so  fallen  seine  geraden  Po 
laren  bezüglich  der  Dreiseite   (a6c),   {abd),  {bcd)  mit  b  zusammen  und 
seine  gerade  Polare  in  Bezug  auf  {acd)  schneidet  b  in  einem  Punkt  P' ;  da 
die  Schnittpunkte  von   b  mit  a,  c,  d,   nämlich  die  Punkte  B,  (7,  £  auf  6 
liegen,  so  liegen  die  vier  Punkte  B,  C,  E,  P^  in  einer  Geraden. 

Die  drei  Diagonalen  des  vollständigen  Vierseits  sind  AC^  BD,  EF; 
sie  schneiden  sich,  und  zwar  AC  und  BD  in  0,  AC  und  EF  in  0\  BD  und 
und  EF  in  0'\  Nun  liege  2.  der  Punkt  P  auf  einer  der  sechs  Linien  EO, 
FO,  B0\  DO',  AO",  CO",  etwa  auf  FO,  Um  die  gerade  Polare  von  Pin 
Bezug  auf  das  Dreieck  ABE  oder  Dreiseit  {abd)  zu  constrniren,  ziehen 
wir  die  Transversalen  AP,  BP^  EP^  welche  die  Seiten  BE,  A E,  AB  be- 
züglich in  a,  |3,  €  schneiden,  und  suchen  die  harmonischen  Gegeupunkte 
a\  ß'y  b'  in  Bezug  auf  die  Eckenpaare  BE,  AE,  AB,  dann  liegen  sie  in 
einer  Geraden  )>,  welche  c  in  J!/ schneidet.  Auf  dieselbe  Art  coustruiicn 
wir  die  gerade  Polare  J>,  von  P  bezüglich  der  dreiseitigen  Curve  (bcd), 
indem  wir  P  mit  den  Ecken  C,  D,  iS^  verbinden  und  zu  den  Schnittpunkten 
/,  6,  €(  der  Verbindungslinien  mit  c,  d,  b  die  harmonischen  Gegonpunkte 
/,  ö\  e\  in  Bezug  auf  die  Eckenpaare  DE,  CE,  CD  suchen.  Die  Polare  p, 
schneide  a  in  itf,.  Da  nun  die  drei  Punkte  E,  t,  t^  in  einer  Geraden  liegen, 
so  muss  dies  auch  mit  den  Punkten  E,  s\  t\  der  Fall  sein  und  daher  müssen 
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sich  wegen  der  harmonischen  Eigenschaften  des  volUUindigen  Vierseits 
liif  it  EF  die  Geraden  « /,  nnd  t'f,  in  einem  Pnnkt  R  von  FO  schneiden. 
Nach  der  Coustruction  sind  ßß'AE  und  yy'DE  je  vier  harmonische  Punkte, 
also  die  Büschel  i{ßß'AE)  und  i\(yy  DE)  harmonische  Büschel.  Bei  ihnen 
fallen  die  Strahlen  ^'E  und  t\E  in  eine  Gerade,  also  liegen  die  Schnitt- 
punkte jB|  von  c'/J'  und  /,  /,  R  von  iß  und  eVy  ^°<i  ^  ▼oö  c'«  und  a", «,  in 
einer  Geraden,  die  durch  0  gehen  muss,  weil  FR  durch  0  geht.  Daraus 
folgt  dann  wieder,  dass  die  Punkte  MM^E  in  einer  Geraden  liegen  und  da 
die  geraden  Polaren  von  P  hezüglich  der  Dreiseite  (acd)  oder  ^2>^und 
{ahc)  oder  BCF  die  Seiten  b  und  d  m  E  schneiden,  so  ist  der  ohen  an* 
geführte  Satz  auch  für  diesen  zweiten  Fall  erwiesen. 

Wenn  3.  P  ein  Punkt  auf  einer  der  Diagonalen,  z.  B.  auf  AC  ist,  so 
construire  man  zunächst  wieder  die  beiden  geraden  Polaren  p  und  p,  von  P 
bezüglich  der  Dreiseite  i^abd)  oder  i^^^^und  {bcd)  oder  CDE^  welche  die 
Seiten  ahd  und  cbd  in  iC^  und  f',^'^  schneiden  mögen.  Wie  vorhin 
seien  tCß  und  z^h  A  die  harmonischen  Gegenpunkte  in  Bezug  auf  die  Ecken 
der  Dreiecke  ABE  und  CDE,  Da  zz^Eva  einer  Geraden  liegen,  so  müssen 
auch  i'i\E  in  einer  Geraden  liegen;  diese  schneidet  ACixx  P\  dann  sind 
ACPP'  vier  harmonische  Punkte.  Die  harmonischen  Büschel  ^'{ßß'AE) 
und  i\{^AÄ D  E)  schneiden  sich  in  drei  Punkten  RR^F  eXmex  Geraden,  da 
/£und  e'i  ^  zusammenfallen,  und  zwarseii^  der  Schnittpunkt  von  €'j3nnd  b\  ^, 
il,  der  von  «'^  und  tA'  und  F  der  von  sA  und  s\  />.  Im  vollständigen  Vier- 
eck AP' €  RCb\  wird  die  Diagonale  P'R  durch  die  Seiten  AB  und  CD  har- 
monisch getheilt,  also  sind  FAy  FC^  FR^  FP'  vier  harmonische  Strahlen. 
Da  auch  FA^  FCy  FP ^  FP'  vier  harmonische  Strahlen  sind,  so  fallen  FR 
und  FP  zusammen,  also  liegen  die  Punkte  RR^  PF  in  einer  Geraden.  Des- 
halb muss  auch  die  Gerade,  welche  die  Schnittpunkte  Q  von  a' B  und  s\Rt 
und  Ot  von  i'Ä,  und  «',  Ä  verbindet,  durch  P'  und  F  gehen,  und  es  sind 
QOi  P'^  v«er  harmonische  Punkte  und  also  auch  Ä,  J/Z'und  MCi ^  F,  wenn 
U  und  ilf|  die  Schnittpunkte  von  p  und  p,  mit  C2>  und  ^^  sind.  Von  den 
harmonischen  Büscheln  P[M^AzF)  und  P\lttCs\F)  fallen  drei  Paar 
Strahlen  zusammen,  also  muss  dies  auch  mit  dem  vierten  Paar  der  Fall 
sein,  daher  fallen  die  Strahlen  P' JH  und  P'  Af^  zusammen  und  die  drei  Punkte 
MM^P'  liegen  in  einer  Geraden.  Es  mag  diese  Gerade  die  Seiten  AD  und 
BC  in  iV,  und  A  schneiden,  dann  sind  E{M^  N^P'F)  und  E{MNP^F)  harmo- 
nische Strahlenbuschel ,  weil  M^AiF  und  MCz\F  je  vier  harmonische 
Punkte  sind.  Durch  den  Punkt  P'  giebt  es  aber  nur  eine  einzige  Gerade, 
auf  welcher  die  Schnittpunkte  mit  AB  und  AD ^  sowie  mit  CB  und  CD  von 
f  durch  EF  harmonisch  getrennt  sind.  —  Construirt  man  die  geraden  Po- 
laren von  P'  bezüglich  der  Dreiseite  (abc)  und  {acd)^  so  müssen  diese  die 
Seiten  d  und  b  in  zwei  Punkten  X^  und  Anschneiden,  deren  Verbindungslinie 
durch  P'  geht  und  dieselbe  Eigenschaft  hat,  wie  ßfMt.  Dieselbe  muss  daher 

mit  ihr  zusammenfallen  und  Itlso  müssen  auch  X  und  iT,  mit  N  und  iVj  zu- 

2^ 
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sammenfallen.  Der  obige  Satz  ist  daher  auch  für  Pankte  anf  einer  der  drei 
Diagonalen  bewiesen. 

Um  ihn  endlich  auch  für  den  Fall  eines  beliebigen  Punktes  P  nach- 
zuweisen, nehmen  wir  eine  beliebige  Gerade  g  und  anf  ihr  einen  variablen 
Punkt  Pj  dessen  ebenfalls  variable  gerade  Polaren  bezüglich  der  Dreiseite 
{abd)  und  (bcd)  mit  p  und  Pi  bezeichnet  werden  mögen.  Dann  werden  alle 
;>...  von  einem  Kegelschnitt  (S,  und  alle  Pi...  von  einem  Kegelschnitt  (Si 
umhüllt,  den  Poloconiken  von  g  bezüglich  {abd)  und  {bcd).  Lassen  wir 
je  zwei  Polaren  p  und  pt  desselben  Punktes  P  einander  entsprechen,  so  er- 
halten wir  zwei  krumme  projectivische  Tangentenbüschel.  Die  Tangenten 
p ...  schneiden  die  Gerade  c  in  einer  Punktreihe  ^, ...;  durch  jeden  Punkt 
Ml  gehen  zwei  Tangenten  an  (S,  die  geraden  Polaren  zweier  Punkte  auf  ^ 
bezüglich  (abd)]  ihnen  entsprechen  zwei  Tangenten  von  @, ,  nämlich  die 
Polaren  derselben  Punkte  von  g  in  Bezug  auf  (bcdf)  und  diese  Tangenten 
schneiden  a  in  zwei  Punkten  MM\  Es  entsprechen  also  jedem  Punkt  Mi 
von  c  zwei  Punkte  MM'  von  a  und  ebenso  jedem  Punkt  M  von  a  zwei 
Punkte  Ml  M'i  von  c.  Die  Punktreihen  M ,,,  auf  a  und  Mi,,,  auf  c  sind  also 
in  zwei-zweigliedriger  Verwandtschaft.  Wenn  H  der  Schnittpunkt  von  EO 
mit  g  ist,  so  tröffen  sich  die  geraden  Polaren  von  H  in  Bezug  auf  die  beiden 
Dreiseite  (ab dt)  und  {bcd)  im  Punkt  F,  denn  EO  schneidet  die  Geraden  a 
lind  c  in  den  harmonischen  Gegenpunkten  von  F  bezüglich  der  Ecken  A  und 
B  auf  a  und  C  und  D  auf  c*.  Daraus  folgt,  dass  der  gemeinschaftliche  Punkt 
F  der  Geraden  a  und  c  in  der  zwei  -  zweigliedrigen  Verwandtschaft  sich 
selbst  entspricht  und  dass  also  die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  entspre- 
chender Punkte  eine  CurveS,  dritter  Ciasse  ist,  welche  auch  a  und  c  zu  Tan- 
genten hat.  Von  jedem  Punkt  anf  einer  der  beiden  Geraden,  z.  B.  Q  auf  a, 
lassen  sich  an  jene  Enveloppe  nur  zwei  Tangenten  ziehen,  diejenigen  Ge- 
raden nämlich,  welche  Q  mit  den  beiden  ihm  entsprechenden  Punkten  auf  c 
verbinden.  Dem  Punkt  F  entspricht  auf  a  sowohl,  wie  auf  c  nur  ein  Punkt, 
und  deshalb  sind  a  und  c  einfache  Tangenten  der  Enveloppe  und  diese  ist 
von  der  dritten  Classe. 

Da  die  geraden  Polaren  der  Schnittpunkte  {bg)  und  {dg)  bezüglich  der 
beiden  Dreiseite  {abd)  und  {Ji)cd)  die  Geraden  b  und  (/sind,  so  berührt  jene 
Curve  (Sb  alle  Seiten  der  vierseitigen  Curve  {ab cd),  —  Die  conischen  Po- 
laren der  Punkte  von  c  bezüglich  der  dreiseitigen  Curve  {abd)  bilden  ein 
Kegelschnittbüschel,  welches  g  in  den  Punktpaaren  einer  Involution  schnei- 
det; eine  zweite  Involution  wird  auf  ^  durch  die  Schnittpunkte  der  conischen 
Polaren  der  Punkte  von  a  in  Bezug  auf  die  dreiseitige  Curve  {bcd)  gebildet. 
Beide  Involutionen  haben  ein  Pnnktpaar  gemein;  es  sei  OO'«  dann  treffen 
die  geraden  Polaren  qq'  beider  Punkte  bezüglich  {abd)  und  q,  q',  in  Bezug 
Kui{bcd)  die  Gerade  c,  resp.  a  in  3)t|,  resp.  HR;  also  entspricht  dem  Punkt  3R 
von  a  der  Punkt  3R,  auf  c  doppelt  und  umgekehrt  und  die  Curve  (S,  hat  die 
Gerade  9Ri0{|  zur  Doppeltangente, 
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Nehmen  wir  die  beiden  Dreiseite  (abc)  und  (acd),  so  treffen  die  ge- 
raden Polaren  der  Pankte  von  ^  die  Seiten  d  und  b  in  zwei  Punktreihen 
i^i...  nnd  N.,.,  die  in  zwei  -  zweigliedriger  Verwandtschaft  sich  befinden 
and  den  Schnittpunkt  E  von  b  und  d  als  sich  entsprechenden  Punkt  be- 
sitzen. Die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  ist  eine 
Corre  €'t  dritter  Classe,  die  ebenso  wie  S,  eine  Doppeltangente  hat.  Beide 
Carven  haben  13  gemeinschaftliche  Tangenten:  1.  die  vier  Seiten  ab  cd, 
2.  fallen  neun  Linien  i/3f|  mit  neun  Linien  NN^  zusammen,  diejenigen  näm- 
lich, welche  den  Schnittpunkten  von  g  mit  den  drei  Diagonalen  und  den 
sechs  Geraden  EO,  FO,  B0\  Ba,  ACf\  COT  entsprechen.  Daher  fällt  6', 
mit  St  zusammen.  Lassen  wir  die  Geraden  MM^ ...  und  iVJV| ...,  welche 
zu  demselben  Punkt  von  g  gehören,  einander  entsprechen,  so  erhalten  wir 
anf  (St  zwei  projeqtivische  Tangentenbüschel,  die  identisch  sein  müssen, 
weil  13  Mal  entsprechende  Tangenten  zusammenfallen.  Daraus  schliessen 
wir,  dass  die  zu  einem  bestimmten  Punkt  P  von  ^  gehörenden  Geraden  MM^ 
und  fiHi  in  eine  Gerade  zusammenfallen,  und  haben  also  den  schon  anfangs 
citirten  Satz,  der  von  Cayley  herrührt,  bewiesen: 

1.  Construirtman  in  Bezug  auf  die  Dreiseite  (a6c),(a6(]f) 
[flcd)^  {bcd)  die  geraden  Polarenp,  pi,  p, ,  /?,  eines  Punktes  P, 
so   li*egen  die  vier  Schnittpunkte   {dp)y   (cpj),   (^Pt)*  i^Pn)  ^° 
einer  Geraden. 

Man  nennt  diese  Gerade  die  dritte  oder  gerade  Polare  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  die  vierseitige  Curve  {ab cd)  und  umgekehrt  Pden 
Pol  jener  Geraden.  - —  Mit  Benutzung  dieser  Bezeichnung  lässt  sich  das 
▼orher  erhaltene  Kesultat  in  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

2.  Die  geraden  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  g 
bezüglich  der  vierseitigen  Curve  {abcd)  werden  von  einer 
Corvo  6t  dritter  Classe  mit  einer  Doppeltangente  umhüllt. 

Diese  Curve  heisst  die  dritte  Polare  von  g  bezüglich  (abcd). 
Die  geraden  Polaren  der  Punkte  von  g  bezüglich  der  Dreiseite  {abd) 
und  (ficd)  schneiden  die  Seiten  c,  resp.  a  in  zwei  Punktreihen,  die  in  zwei- 
zweigliedriger Verwandtschaft  stehen  und  den  gemeinschaftlichen  Punkt  sA» 
sich  selbst  entsprechenden  haben.   Die  Enveloppe  der  Verbindungsgeraden 
entsprechender  Punkte  ist  eine  Curve,  welche  a  und  c  zu  Tangenten  hat, 
ond  aus  dem  Umstand ,  dass  sich  von  jedem  Punkt  einer  dieser  Tangenten 
noch  zwei  andere  an  die  Enveloppe  ziehen  las&en,  schlössen  wir,  dass  diese 
von  der  dritten  Classe  ist.     Es  fehlte  der  Nachweis,  dass  sich  von  jedem 
Ponkt-der  Ebene  drei  Tangenten  an  die  Enveloppe  ziehen  lassen,  und  dieser 
soll  jetzt  gegeben  werden.     Dabei  gehen  wir  von  der  reciproken  Aufgabe 
aas  nnd  stellen  sie  gleichzeitig  allgemeiner : 

Auf  zwei  Kegelschnitten  A*  und  A^,  befinden  sich  die 
projectivischen  Punktreiben  ^...  und  2^1 ..  .  Wir  verbinden 
einen  beliebigen  Punkte  mit  allen  X .,.  und  einen  andern  P| 
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mit  allen  ATi...;  welches  ist  d  e'r  Ort  der  Schnittpunkte  von 
PX ,,,   und  P|  ATi  .. .? 

Wir  schneideu  die  beiden  Büschel  durch  eine  Gerade  g  in  den  Punkten 
^...  und  ^1  ...  und  beziehen  ein  System  2^,,  welchem  wir  das  Bfischel  (P|) 
zuweisen,  collinear  auf  ein  anderes  £'  so,  dass  die  Gerade  g  in  beiden 
Systemen  sich  selbst  und  der  Punkt  P,  in  ^^  dem  Punkt  P  in  H'  entspricht; 
dann  wird  dem  Kegelschnitt  K^  ein  anderer  K'  und  der  Punktreibe  A'j  ... 
eine  projectivische  X'..,  auf  K'  entsprechen;  daher  sind  auch  die  Punkt- 
reihen  X...  auf  A!' und  X\,.  auf  K'  in  projectivischer  Beziehung.  Die 
Strahlen  des  Büschels  {P)  schneiden  K  in  den  Punktpaaren  einer  Invo- 
lution, welcher  auf  K'  eine  andere  entspricht,  und  die  Verbindungslinien  der 
einzelnen  Pnnktpaare  derselben  schneiden  sich  in  einem  Punkt  P  und  bilden 
hier  ein  dem  Büschel  (P)  projectivisches  Strahlenbüschel  {P')*  Beide 
Büsche]  erzeugen  einen  Kegelschnitt  [P/^'J,  welcher  K'  in  vier  Punkten 
schneidet.  Ist  ()'. einer  dieser  Schnittpunkte,  so  schneidet  die  Gerade  P(/ 
den  Kegelschnitt. AT  in  zwei  Punkten,  von  denen  der  eine  Q  dem  Punkt  (/ 
projectivisch  entspricht.  Also  giebt  es  durch  P  vier  Strahlen,  welche  durch 
entsprechende  Punkte  der  projectivischen  Punktreihen  X ,.,  auf  K  und 
X\,,  auf  AT'  gehen.  Einer  dieser  Strahlen,  Pjp,  schneide  9  in  O;  wir 
rechnen  PO  zum  System  2\  dann  muss  der  ihm  entsprechende  Strahl  im 
System  2^,  der  Strahl  P|0  sein,  weil  die  Gerade  g  sich  selbst  entspricht. 
Im  Punkt  O  fallen  aber  entsprechende  Punkte  der  projectivischen  Punkt- 
reihen ^  .. .  und  ?)i  . . .  zusammen,  und  'weil  es  durch  P  vier  Gerade  giebt, 
welche  entsprechende  Punkte  der  projectivischen  Punktreihen  A'...  und 
und  X'...  treffen,  so  giebt  es  in  der  Punktreihe  3),  ..  vier  Punkte,  welche 
mit  ihren  entsprechenden  in  der  Punktreihe  ^ . . .  zusammenfallen.  In 
ihnen  schneiden  sich  entsprechende  Strahlen  der  Büschel  (P)  uud  (P,),  und 
da  also  auf  jeder  Geraden  vier  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
dieser  beiden  Büschel  liegen,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  aller  ent- 
sprechenden Strahlen  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  in  P  und  P^ 
zwei  Doppelpunkte  hat.  Trifft  die  Gerade  PP^  die  Kegelschnitte  K  und  AT, 
in  entsprechenden  Punkten  der  projectivischen  Punktreihen  X .,,  und  A',  . . ., 
so  ist  sie  selbst  ein  Theil  des  Ortes ;  der  übrige  ist  also  eine  Curve  dritter 
Ordnung.  —  Hiermit  wäre  der  verlangte  Nachweis  geführt. 

Die  Büschel  (P)  und  (P,)  stehen  übrigens  in  zwei  -  zweigliedriger  Be- 
ziehung uud  das  erhaltene  Resultat  können  wir  auf  folgende  Art  ausdrücken : 
Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechende  rStrahlen 
zweier  Büschel,  die  in  zwei-zwcigliedriger  Beziehung 
stehen,  ist  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  die  Scheitel 
zu  Doppelpunkten  hat.  Entspricht  der  gemeinschaftliche 
Strahl  sich  selbst,  so  ist  der  Ort  eine  Curve  der  dritten 
Ordnung,  welche  die  Scheitel  der  Büschel  zu  einfachen 
Punkten  hat. 
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Za  dem  Satz  I  kann  man  auch  auf  folgendem  Wege  gelangen.  Sind 
AB  CD  die  Ecken  eines  Tetraeders,  ist  @  eine  beliebige  Ebene,  welche  die 
Ebenen  ABC  oder  3)  in  J,  ABB  oder  6  in  y,  ACD  oder  93  in  ß  und  BCD 
oder  81  in  «  schneidet;  sind  D\  C,  B\  Ä  der  Reihe  nach  die  Pole  von  6,  y, 
/?,  a  bezüglich  der  Dreiecke  ^^(7,  AB D^  ACDy  BOB,  so  lässt  sich  zeigen, 
dass  die  Geraden  AA',  BB^^  CC^  DD'  sich  in  einem  Punkt  E  treffen.  Wir 
können  nämlich  den  Raum,  in  dem  sich  das  Tetraeder  AB  CD  und  die 
Ebene  (S  befinden,  coUinear  auf  einen  andern  Raum  so  beziehen,  dass  der 
Ebene  (S  die  unendlich  entfernte  Ebene  (Sao  und  dem  Tetraeder  ABCD  ein 
anderes  A^B^C^D^  entspricht.  Die  Ebene  @ao  schneidet  jede  Seite  des 
letzteren  in  der  unendlich  entfernten  Geraden  derselben,  nfimlich  A^  B^  C,  in 
^ao  1  ^1  ^1 A  in  y»  I  ^t  ^i  ^\  '°  /^flo  'lod  -^,  C,  />,  in  flfoo.  t)io  Pole  dieser  Ge- 
raden bezüglich  der  Dreiecke,  welche  das  Tetraeder  begrenzen,  sind  die 
Schwerpunkte  dieser  Dreiecke.  Es  ist  eine  bekannte  Eigenschaft  des  Te- 
traeders, dass  die  vier  Schwerlinien  desselben  sich  In  einem  Punkt  schneiden. 
Dieser  sei  in  unserem  Falle  E^.  Ihm  entspricht  collinear  ein  Punkt  E^  in 
welchem  sich  die  den  Schwerlinien  entsprechenden  Geraden  schneiden.  Ist 
//i  der  Pol  von  da»  und  zugleich  der  Schwerpunkt  von  A^B^C^^  so  ist  die  der 
Schwerlinie  />, />Y  entsprechende  die  Gerade,  welche  D  mit  dem  Pol  D'  von 
6  bezüglich  des  Dreiecks  ^  ^(7  verbindet.  Also  schneiden  sich  AA\  B  B\ 
CC,  DD'  in  dem  Punkt  E\  es  folgt:  ^ 

3.  Schneidet  man  die  vier  Seiten  9[,  93>  S,  3)  eines  Te- 
traeders A  BCD  durch  eine  Ebene  @  in  der  Geraden  a,  /3,  y.  d 
und  constrnirt  die  Pole  dieser  Geraden  in  Bezug  auf* die 
Dreiecke,  in  deren  Ebenen  sie  liegen,  so  treffen  sich  die 
Geraden,  welche  diese  Pole  mit  den  gegenüberliegenden 
Ecken  des  Tetraeders  verbinden,  in  einem  Punkt^und  — 
umgekehrt. 

Man  nennt  6  die  Polarebene  von  E  und  umgekehrt  E  den  Pol 
von  €  in  Bezug  auf  dy  Tetraeder  ABCD. 

Je  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Ebenen  des  Tetraeders 
bilden  ein  Trieder.  Man  erhält  die  Eigenschaften  seiner  Polarflächen  aus 
denen  der  Polaren  einer  dreiseitigen  Curve.  Betrachten  wir  das  Trieder 
mit  der  Spitze  A^  dann  finden  wir  die  Polarebene  irgend  eines  Punktes 
Py  indem  wir  durch  /'und  die  Kanten  des  Trieders  Ebenen  legen,  die  sich 
also  in  einer  Geraden  AiP  schneiden,  ihre  Schnittlinien  mit  den  Seiten- 
flächen des  Trieders  und  zu  jeder  Schnittlinie  den  harmonischen  Gegen- 
strahl bezüglich  der  Kanten  bestimmen.  Die  drei  harmonischen  Gegen- 
strahlen liegen  in  einer  Ebene  ^^ ,  welche  durch  die  Spitze  A  des  Trieders 
geht.  Diese  Ebene  ^  heisst  die  Polar  ebene  des  Punktes /^  in  Bezug 
auf  das  Trieder  und  umgekehrt  P  der  Pol  von  $.  Unmittelbar  folgt,  dass 
jeder  Punkt  auf  der  Geradon  AP  dieselbe  Polarebene-  hat  und  dass  der 
Schnittpunkt  Q  von  JPund  irgend  einer  Ebene  O,  welche  das  Trieder  in 
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einem  Dreieck  nnd  $  in  einer  Geraden  q  schneidet,  der  Pol  von  q  in  Bezug 
auf  dieses  Dreieck  ist     Also : 

4.  Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  P  eine  Ebene, 
welche  ein  Trieder  in  einem  Dreieck  schneidet,  so  liegt  die 
gerade  Polare  von  P  bezüglich  dieses  Dreiecks  in  d'erPo- 
lacebene  von  Pin  Bezug  auf  das  Trieder. 

Dem  Satz  in  3  lässt  sich  nun  folgende  Fassung  geben : 

5.  Sind  AB  CD  die  Ecken  eines  Tetraeders,  so  schneiden 
die  Polarebenen  eines  beliebigen  Punktes  P  bezüglich  der 
vier  Trieder,  deren  Spitzen  die  Ecken  A,  B^  C,  D  des  Te- 
traeders sind,  die  diesen  Spitzen  gegenüberliegenden  Sei- 
ten desselben  in  vierGeraden,  die  in  der  Polarebene  von  P 
bezüglich  des  Tetraeders  liegen. 

Wir  legen  durch  P  eine  beliebige  Ebene,  welche  die  Seiten  91 93 €3) 
des  Tetraeders  in  den  Geraden  abcdy  ferner  die  Polarebenen  ^'S'S'D'  von 
P  bezüglich  der  Trieder  mit  den  Spitzen  AB  CD  in  aßyö  und  die  Polar- 
ebene $  von  P  in  Bezug  auf  das  Tetraeder  in  p  schneidet,  dann  müssen  die 
Schnittpunkte  (aa),  {bß),  {cy),  {d6)  auf  p  liegen,  weil  die  Ebene  $  die 
Schnittlinien  («»'),  (©©')»  (66').  (3)I>')  »ach  6  enthält.  Hiermit  ist  der 
Satz  1  nochmals  bewiesen. 

Der  Satz  in  3  lässt  sich  auch  direct  beweisen ,  ohne  den  Satz ,  dass  die 
Schwerlinien  eines  Tetraeders  sich  in  einem  Punkt  schneiden,  zu  benutzen. 
Die  Ebene  @  schneide  die  Kanten  AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD  des 
Tetraeders  AB  CD  in  den  Punkten  M,  iV,  0,  P,  Q,  R,  deren  harmonische 
G'egenpunkte  M\  N\  (f ,  P\  Q\  R  sein  mögen,  so  dass  also  ABMM\ 
ACNN', ...  je  vier  harmonische  Punkte  sind.    Die  Ebene  (S  schneide  die  Seiten 

ABC,  ABD,  ACD,  BCD 
in  den  Geraden      d,  y,  ß,         a, 

und  es  seien  D\  C\  B\  Ä 
die  Pole  dieser  Geraden  bezüglich  der  Dreiecke ,  ii^eren  Ebenen  die  Ge- 
raden liegen.  Der  Pol  Ä  von  a  bezüglich  BCD  liegt  im  Schnittpunkt  der 
Geraden  DP'  und  ÄÄ';  der  Pol  B'  von  ß  bezüglich  des  Dreiecks  ACD 
liegt  im  Durchschnitt  von  D  N'  und  A  R'  und  der  Pol  D'  von  ö  in  Bezug  auf 
das  Dreieck  ABC  liegt  im  Durchschnitt  der  Geraden  AP'  und  B ^\  Die 
Geraden  AA'  und  B B'  liegen  in  der  Ebene  ABB'  und  schneiden  sich  daher 
in  einem  Punkt  E.  Da  die  Gerade  DE  die  Schnittlinie  der  Ebenen 
A  ÄD  und  B  B'D  oder  mit  anderer  Bezeichnung  der  Ebenen  AP'D  und  BN'D 
ist,  so  folgt,  dass  DE  durch  den  Punkt  ff  geht.  Ebenso  lässt  sich  zeigen, 
dass  die  Gerade  Cd  auch  durch  E  geht  und  es  folgt,  dass  die  vier  Geraden 
AÄ,  B  B^,  CCf,  DD'  sich  in  einem  Punkt  schneiden.  —  Aus  diesem  Satz 
lassen  sich  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  der  Polarflächen  des  Te- 
traeders und  aus  ihnen  die  aer  harmonischen  Mittelpunkte  eines  Systems 
von  vier  Punkten  ableiten. 
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Wir  kehren  zitr  Betrachtang  der  vierseitigen  Carve  {ab cd)  zurück. 
Die  gerade  Polare  p  von  P  bezüglich  derselben  schneide  a  in  ^, »  c  in  M, 
bin  N,  din  N^^  daher  müssen  die  geraden  Polaren  von  P  bezüglich  der 
Dreiseite  (6ccf),  {abd)y  (acd),  (abc)  durch  die  Punkte  il!/|,  A/,  N^  iV,  gehen. 
Umgekehrt  liegt  der  Pol  P  also  auf  den  conischen  Polaren  (it ,  |it,  v,  Vi  der 
Punkte  if,,  Af,  N^  iV,  in  Bezug  auf  die  genannten  Dreiseite.'  Zwei  conische 
Polaren  s.  B.  fi  und  fi^  schneiden  sich  in  Pj  E  und  ausserdem  noch  in  zwei 
Punkten,  die  entweder  beide  reell  oder  beide  imaginär  sind.  Wir  nennen  sie 
Q  and  72;  ihre  geraden  Polaren  bezüglich  der  Dreiseite  (bcd)  und  (abd) 
müssen  durch  M  und  M^  gehen  und  daher  müssen  die  geraden  Polaren  von 
Q  und  R  bezüglich  {acd)  und  {abc)  auch  durch  N  und  N^  gehen  oder,  mit 
anderen  Worten,  die  Punkte  Q  und  B  haben  bezüglich  des  Vierseits  {ab cd) 
dieselbe  gerade  Polare  wie  P,  oder: 

« 

0.  JedeGeradep  bat  bezüglich  einer  vierseitigen  Curve 
{abcd)  drei  Pole. 

Von  diesen  drei  Polen  ist  einer  stets  reell;  die  beiden  anderen  sind  zu- 
gleich beide  reell  oder  beide  imaginär.  Da  nach  dem  Vorigen  auch  die 
conischen  Polaren  v  und  Vj  durch  die  Punkte  PQR  gehen  müssen,  so  folgern 
wir  noch  den  Satz: 

7.  Schneidet  man  die  Seiten  a6c(/ eines  Vierseits  durch 
eine  Gerade  p  in  den  Punkten  M^NMN^^  so  treffen  sich  die 
conischen  Polaren  ^il^v^Vx  der  letzteren  bezüglich  der 
Dr&iseite  (6cJ),  (acd),  (a6d),  {abc)  in  drei  gemeinschaftlichen 
Punkten  PQR^  von  denen  jader  in  Bezug  auf  {abcd)  die  Ge- 
rade p  zur  geraden  Polare  hat. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  lege  man  beliebig  viele  Gerade 
99 o"'"^  so  ^^^  j®^^  ^^^  ihnen  in  Bezug  auf  die  vierseitige  Curve  {abcd) 
drei  Pole.     Der  Ort  dieser  Pole  soll  gefunden  werden. 

Zu  dem  Zweck  nennen  wir  die  Schnittpunkte  von  a  und  c  mit  jenen 
Geraden  MxM\M'\,,,  und  M M' M*\.,y  dann  sind  die  Puuktreihen  VI/, ... 
und  M ..,  projectivisch  und  ebenso  die  Büschel  conischer  Polaren  |it,  f&',  ^\  . . . 
von  Jlf,  ^', if", .  •  •  bezüglich  {pcd)  und  iififi'.,,  von  M M' M".,.  bezüglich 
des  Dreiseits  {abd),  wenn  je  zwei  conische  Polaren  einander  zugeordnet 
werden,  deren  Pole  in  den  projectivischen  Puuktreihen  entsprochende 
Punkte  sind.  Je  zwei  einander  entsprechende  Kegelschnitte  der  beiden 
Büschel  schneiden  sich  in  den  drei  Polen  einer  durch  P  gehenden  Geraden 
und  da  die  Curve  der  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Kegelschnitte 
von  der  vierten  Ordnung  ist,  so  ist  auch  der  Ort  der  Pole  aller  durch  P 
gehenden  Geraden  von  der  vierten  Ordnung.  Eine  der  Geraden  g ,.,  geht 
durch  den  Schnittpunkt  ^' von  a  und  c,  so  dass  also  in  J^zwei  entsprechende 
Punkte  der  projectivischen  Punktreihen  M .  .  und  ^, . . .  vereinigt  sind. 
Die  conischen  Polaren  ip  und  9,  von  F  bezüglich  der  Dreiseite  {abd)  und 
{bcd)  sind  also  entsprechende  Kegelschnitte.     Weil  aber  97,  das  Geraden- 
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paar  {EO^  a)  nnd  tp  das  Oeradenpaar  (£0,  c)  ist,  so  muss  jeder  Pankt  von 
EO  als  ein  Punkt  der  Cnrve  vierter  Ordnung  betrachtet  werden.  Dieselbe 
zerfällt  also  in  die  Gerade  EO  nnd  eine  Cnrve  n  der  dritten  Ordnung. 
Dieselbe  muss  durch  die  sechs  Punkte  ABCDEFy  die  Schnittpunkte  der 
vier  Geraden  abcd^  gehen,  weil  CDE  drei  Basispunkte  des  Büschels  jit,  ... 
und  ABE  drei  Basispunkte  des  Büschels  fi...  sind  und  weil  in  ^  die  Ge- 
raden a  und  c  oder  die  beiden  einander  entsprechenden  Kegelschnitte  q> 
und  q>i  sich  schneiden.     Wir  folgern  daraus  den  Satz: 

8.  Die  Pole  aller  Geraden,  welche  durch  einen  Funkt  P 
gehen,  hezüglich  der  vierseitigen  Curve  {ahcd)^  liegen  auf 
einer  Cnrve  js  der  dritten  Ordnung,  welche  durch  die  sechs 
Schnittpunkte  der  vier  Geraden  abcd  geht. 

Die  Curve  n  heisst  die  erste  oder  cubische  Polare  des  Punktes 
P  und  umgekehrt  P  ihr  Pol  bezüglich  der  vierseitigen  Cnrve  {abcd). 

Wenn  der  Punkt  P  sich  auf  einer  Geraden  g  bewegt,  so  geht  seine 
cubische  Polare  tc  immer  durch  die  drei  Pole  QRS  dieser  Geraden  und 
ausserdem  durch  die  sechs  Punkte  J  BCDEF,  Daher  hilden  alle  cubischen 
Polaren  tt...  der  Punkte  einer  Geraden  ein  Büschel,  da  sie  neun  gemein- 
same Punkte  haben. 

9.  Die  cabi  sehen  Polaren  allerPunkte  einer  Geraden  ^* 
bilden  ein  Büschel  von  neun  gemeinsamen  Punkten. 

Ist  P  irgend  ein  Punkt,  n  seine  cubische  Polare,  Q  ein  beliebiger  Punkt 
auf  derselben,  so  ist  Q  der  Pol  einer  durch  P  gehenden  Geraden  oder,  was 
dasselbe,  die  gerade  Polare  von  Q  geht  durch  P,  —  Wenn  umgekehrt  g  die 
gerade  Polare  eines  Punktes  Q  und  /^  ein  Punkt  auf  ^  ist,  dann  muss  die 
cubische  Polare  n  von  P  durch  Q  gehen,  weil  0  der  Pol  von  g  ist.  Daher 
wird  gefolgert: 

10.  Liegt  ein  Punkt  Q  auf  der  cubischen  Polare  eines 
andern  P,  so  liegt  dieser  aufder  geraden  Polare  des  ersten 
und  umgekehrt. 

Diesen  Satz  erhalten  wir  aus  dem  Satz  I.  Für  letzteren  sind  zwei  Be- 
weise gegeben,  einen  mit  Hilfe  des  Satzes  2,  einen  andern  ohne  den  Satz  2 
zu  benutzoD,  aus  stcreometrischen  Betrachtungen.  Vermittelst  des  letzteren 
können  wir  jetzt  einen  zweiten  Beweis  des  Satzes  2  geben.  Ist  nämlich  g 
eine  beliebige  Gerade,  P  irgend  ein  Punkt  ausser  ihr,  so  schneidet  die 
cubische  Polare  it  desselben  die  Gerade  g  in  drei  Punkten ,  deren  gerade 
Polaren  nach  10.  durch  P  gehen  müssen.  Von  den  geraden  Polaren  aller 
Punkte  von  g  gehen  al^o  nur  drei  durch  einen  Punkt,  es  werden  dieselben 
also  von  einer  Curve  €,  dritter  Classe  umhüllt.  Liegt  ein  Punkt  P  auf 
dieser  Curve  (Sj,  so  fallen  zwei  von  den  drei  Tangenten,  die  sich  von  jedem 
Punkt  an  dieselbe  ziehen  lassen,  mit  der  Tangente  in  P  zusammen  und 
daher  muss  die  cubische  Polare  n  von  P  die  Gerade  g  in  einem  Punkt  be- 
rühren und  in  einem  andern  schneiden,  so  dass  also  die  Curve  Sg  dritter 
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Classe  zagleich  als  Ort  der  Pole  derjenigen  cabischen  Polaren  erscheint, 
welcbe  g  berühren.  Um  die  Ordnung  der  Carve  S,  zu  finden ,  suchen  wir 
die  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen  Geraden  /.  Die  cubi- 
sehen  Polaren  der  Punkte  von  /  bilden  ein  Cnrvenbüschel  der  dritten  Ord- 
nung; vier  von  ihnen  berühren  die  Gerade  g  und  daher  giebt  es  auf/  vier 
Schnittpunkte  mit  Sa,  nämlich  die  vier  Pole  derjenigen  cubischen  Polaren 
der  Punkte  von  /,  welche  g  berühren. 

Da  (Sb  '^oq  d^r  dritten  Classe  und  vierten  Ordnung  ist,  so  muss  sie  eine 
Doppeltangente  haben  und  wir  erhalten  somit  den  Satz  2  zurück,  der  fol- 
gende etwas  erweiterte  Fassang  anuimmt: 

11.  Die  geraden  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  g 
werden  von  einer  Curve  (Sa  dritter  Classe  vierter  Ordnung 
umhüllt,  welche  zugleich  der  Ort  der  Pole  derjenigen  cu- 
bischen Polaren  ist,  welche  g  berühren. 

Zunächst  suchen  wir  die  Pole  einer  der  vier  Seiten  abcd^^v  Curve. 
Die  conische  Polare  von  A  bezüglich  {bcd)  ist  ein  Geradenpaar  {dd)^  wenn 
d  die  Gerade  durch  C  ist,  welche  D  und  E  harmonisch  von  A  trennt;  die 
coniache  Polare  von  D  in  Bezug  auf  AB E  ist  ein  Geradenpaar  (dä')^  wenn 
d['  die  Gerade  ist,  welche  durch  B  geht  und  die  Punkte  A  und  i?  harmonisch 
von  D  trennt.  Die  Pole  von  d  bezüglich  (abcd)  sind  also  die  Schnittpunkte 
von  {ddT)  mit  (ddf').  Von  diesen  vier  Schnittpunkten  fällt  nur  der  Schnitt- 
punkt (rf',  i')  nicht  auf  £f ;  da  </  und  d  sich  in  jedem  Punkt  von  d  scheiden, 
so  hat  die  Gerade  d  auf  ihr  selbst  unendlich  viele  Pole ,  daher  rauss  die 
cabische  Polare  irgend  eines  Punktes  von  d  aus  dieser  Geraden  und  einem 
Kegelschnitt  bestehen.     Also : 

12.  Jede' der  vier  Seiten  abcd  hat  unendlich  viele  Pole, 
die  auf  ihr  selbst  liegen,  und  nur  einen,  der  nicht  auf  ihr 
liegt;  die  cn bische  Polare  irgend  eines  Punktes  einer  der 
vier  Seiten,  z.  ß.  d\,  besteht  ausdiene  rSeite  und  einem  Kegel- 
schnitt, der  durch  den  Pol  (rf',  rf")  und  die  drei  Punkte  BCF 
gebr.  Daher  bilden  die  cubischen  Polaren  aller  Punkte 
von  (/ausser  (/ein  KegelNciinittbiischel  mit  den  vier  Grund- 
punkten BCF  und  {df^  <('),  Die  drei  in  diesem  Kegelschnitt- 
büschel vorkommenden  Geradenpaare  bilden  in  Verbin- 
dung mit  d  die  cubincheii  Polaren  der  drei  Doppelpunkte 
^Z>A' der  Curve  {^abcd)^  welche  au  ff/ liegen,  sodassalsodie 
cubische  Piolare  einesder  sechs  Doppelpunkte  der  Curve 
{abcd)  eine  dreiseitige  Curve  ist,  welche  die  im  Doppel- 
punkt sich  schneidenden  Seiten  gleichfalls   zu  Seiten   hat. 

Aus  der  letzten  Eigenschaft  folgert  man  noch : 

13.  Die  gerade  Polare  eines  jeden  der  sechs  Doppel- 
punkte von  {abcd)  ist  unbestimmt  und  kann  jede  Gerade 
sein. 
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Um  die  Pole  der  Diagonale  AC  zu  finden,  snche  man  die  Durchschnitte 
der  conischen  Polaren  von  A  in  Bezug  auf  {bcd)  und  von  €  in  Bezug  auf 
(abd).  Erstere  ist  das  Geradenpaar  {di')^  die  letztere  ein  Oeradenpaar 
(bb')^  wenn  b'  die  Gerade  durch  Ä  ist,  welche  B  und  E  harmonisch  von  C 
trennt.  Ihre  Schnittpunkte  sind  (6,  rf),  (6,  rf"),  {b\  d)  und  {b\  d")  oder  £,  C, 
A  und  0^',  also  sind  C,  A  und  0"  die  dreiHPole  von  i^C  Dies  giebt  den 
Satz: 

14.  Die  drei  Pole  einer  Diagonale  sind  ihre  Endpunkte 
und  der  Schnittpunkt  der  anderen  beiden  Diagöna-len, 

oder: 

Jeder  Schnittpunkt  zweier  Diagonalen  hat  die  dritte 
zur  geraden  Polare  in  Bezug  auf  (abcd), 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  von  AC^  so  findet  man  die  Pole  aller  durch 
P  gebenden  Geraden  als  Durchschnitte  der  entsprechenden  Kegelschnitte 
zweier  projectivischen  Kegelschnittbüscbel.  Drei  Basispunkte  des  ersten  Bü- 
schels sind  Aß E^  drei  des  andern  CD E,  Ein  Kegelschnitt  des  zweiten  Bü- 
schels geht  durch  A^  ihm  entspricht  ein  anderer  im  ersten  Büschel,  dann  ist 
die  Tangente  in  A  an  letzteren  zugleich  Tangente  in  A  an  die  von  beiden 
Büscheln  erzeugte  Curve,  also  an  die  cubische  Polare  von  P.  Der  durch  A' 
gehende  Kegelschnitt  des  zweiten  Büschels  ist  in  unserem  Falle  die  co- 
nische Polare  you^A  bezüglich  (bcd)^  also  das  Geradenpaar  ((Jd");  ihr  ent- 
spricht die  conische  Polare  {bb*)  von  C  in  Bezug  auf  {abd).  Als  Tangente 
in  A  an  dieses  Geradenpaar  ist  aber  b'  selbst  zu  betrachten,  daher  ist  b'  die 
Tangente  in  A  an  die  cubische  Polare  n  von  P]  ebenso  ist  d^'  Tangente  in 
C  an  7C.  Beide  Tangenten  schneiden  sich  in  0'\  Wir  fanden  früher ,  dass 
die  gerade  Polare  p  von  P  bezüglich  der  vierseitigen  Curve  {abcd)  durch 
den  Punkt  P'  von  AC  geht,  welcher  P  von  A  und  C  harmonisch  trennt. 
Daher  muss  auch  die  gerade  Polare  von  P'  durch  P  und  wegen  des  Satzes 
11.  auch  die  cubische  Polare  tc  von  P  durch  P'  gehen.  Da  diese  cubische 
Polare  n  durch  0"  geht  und  die  Geraden  (/'A  und  (/'C  oder  b'  und  d"  Tan- 
genten au  dieselbe  sind ,  so  lässt  sich  nachweisen^,  dass  O"  ein  Wendepunkt 
von  TT  und  also  0"P'  auch  Tangente  au  n  in  P'  ist.  Die  conische  Polare 
von  0"  in  Bezug  auf  n  muss  durch  ACOO'  gehen,  weil  A  und  C  Berührungs- 
punkte der  von  (/'  an  n  gezogenen  Tangenten ,  0  und  0'  aber  die  harmo- 
nischen Gegenpuukte  von  0"  bezüglich  der  Punkte  BD  und  £Fdor  Curve 
7E  sind.  Es  liegen  aber  die  vier  Punkte  A  CX)  ff  in  einer  Geraden ,  also  ist 
diese  ein  Theil  der  conischen  Polare  von  0'  bezüglich  %\  der  andere  Theil 
ist  daher  auch  eine  Gerade  und  diese  muss,  weil  0"  ein  Punkt  von  it  ist, 
Tangente  in  0"  an  tc,  also  eine  Wendetangente  sein;  O^'ist  daher  ein  Wende- 
punkt und  0"P'  die  dritte  Tangente  von  0"  an  n.     Daraus  folgt: 

15.  Die  cubische  Polare  n  eines  Punktos  Pirgend  einer 
der  drei  Diagonalen,  z.  B.  AC^  schneidet  diese  noch  im 
harmonischen    Gegenpunkt   P'    von    P  bezüglich   der  End- 
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pnnkte  A  nnd   C  der  Diagonale  nnd  hatim  Schnittpunkt  0 
der  andern   beiden   Diagonalen   BD  nnd   EF  einen   Wende- 
punkt. 

Wir  fanden,  dass  0"P'  die  gerade  Polare  von  P  bezüglich  der  Curve 
{abcd)  ist;  es  Iftsst  sich  aber  aach  zeigen,  dass  0"P'  die  gerade  Polare  von 
P  bezüglich  der  cnbischen  Polare  n  von  P  ist.  Dass  die  gerade  Polare  von 
P  bezüglich  n  durch  ff'  gehen  mnss,  folgt  daraus,  dass  P  auf  der  harmo- 
nischen Polare  AC  des  Wendepunktes  0"  bezüglich  n  liegt,  und  dass  die 
gerade  Polare  von  P  durch  P'  geht,  folgt  daraus,  dass  die  Cnrve  n  durch 
die  drei  Pnnkte  ACP'  geht  und  der  letzte  durch  P  von  den  beiden  anderen 
harmonisch  getrennt  wird.     Also : 

16.  Die  gerade  Polare  p  eines  Punktes  P  einer  der  drei 
Diagonalen  bezüglich  {abcd)  ist  zugleich  die  gerade  Polare 
von  P  bezüglich  seiner  cubischen  Polare  n. 

Die  geraden  Polaren  aller  Pnnkte  von  FO  schneiden  sich  in  E\  Wenn 
FO  die  Geraden  d  und  b  in  F'  und  F"  schneidet,  so  ist  d  die  gerade  Polare 
von  F'  sowohl  bezüglich  der  Curve  {abcd\  als  der  cubischen  Polare  von  F', 
weil  die  Gerade  d  ein  Theil  dieser  Polare  ist.  Gleiches  gilt  von  der  ge- 
raden Polare  von  F",  Die  cnbische  Polare  von  F  besteht  aus  den  drei  Ge- 
raden (a,  c,  E0)\  weil  die  gerade  Polare  von  /*  bezüglich  seiner  cubischen 
Polare,  da  Fein  Doppelpunkt  derselben  ist,  jede  Gerade,  also  auch  EOy 
sein  kann,  so  fallt  die  gerade  Polare  von  F  bezüglich  {abcd)  mit  der  ge- 
raden Polare  von  F  in  Bezug  auf  seine  cubische  Polare  zusammen.  — 
Ferner  finden  wir,  dass  die  gerade  Polare  von  0  bezüglich  {bcd)  die  Seite 
a  \n  F  und  bezüglich  {ahc)  die  Seite  d  \n  E  schneidet,  dass  also  EF  dÜQ 
gerade  Polare  von  0  in  Bezug  auf  {abcd)  ist.  Nach  dem  vorigen  Satze 
ist  aber  auch  EF  die  gerade  Polare  von  0  in  Bezug  auf  die  cubische  Polare 
von  0.  Diese  besteht  aus  der  Geraden  EF  und  einem  Kegelschnitt,  welcher 
die  Geraden  0"^,  0"(7,  (fBy  (fD  in  A,  C,  B,  D  berührt. 

Es  bilden  die  geraden  Polaren  aller  Punkte  von  FO  in  Bezug  auf 
{abcd)  ein  Strahlenbüschel  mit  dem  Sclieitel  E  und  die  cubischen  Polaren 
derselben  Punkte  ein  projectivisches  Cnrvenbüschel  dritter  Ordnung. 
Femer  bilden  die  geraden  Polaren  aller  Punkte  von  FO  bezüglich  ihrer 
cnbischen  Polaren  ebenfalls  ein  Strahlenbüschel  mit  dem  Scheitel  E.  Ist 
nSmlich  Q  ein  beliebiger  Punkt,  so  bilden  seine  conischen  Polaren  in  Bezug 
auf  das  Büschel  der  cubischen  Polaren  ein  diesem  projectivisches  Kegel- 
schnittbüschel. Letzteres  ist  daher  auch  projectivisch  zur  Reihe  der  Pole 
der  cubischen  Polaren  des  Büschels  und  schneidet  FO  in  einer  quadratischen 
Panktinvolution ,  die  zur  Reihe  der  Pole  projectivisch  ist.  Beide  Punkt- 
reihen haben  drei  gemeinschaftliche  sich  selbst  entsprechende  Punkte  und 
die  geraden  Polaren  dieser  Punkte  bezüglich  ihrer  cubischen  Polaren  sind 
die  einzigen  von  den  geraden  Polaren  aller  Punkte  auf  FO  bezüglich  ihrer 
enbischen  Polaren,  welche  durch  Q  gehen.    Wir  folgern  daher,  dass  die  ge- 
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raden  Polaren  der  Punkte  von  FO  in  Bezng  anf  die  cnbischen  Polaren 
dieser  Pnnkte  von  einer  Carve  der  dritten  Classe  ntnhtiUt  werden.  Da  aber 
durch  den  Pankt  E  vier  solcher  Geraden  gehen,  so  ist  E  ein  Theil  dieser 
Curve.     Durch  E  gehen  aber  die  geraden  Polaren  der  Punkte  FF'  F"  0^ 

• 

also  gehen  die  geraden  Polaren  aller  Punkte  von  FO  bezüglich  ihrer  cnbi- 
schen  Polaren  durch  E,  Wir  haben  also  in  E  zwei  Strahlenbtischel ,  die 
beide  mit  dem  Büschel  der  cubischen  Polaren  und  daher  untereinander  in 
projectivischer  Beziehung  stehen.  Dieselben  haben  vier  Paar  entsprechende 
Strahlen  gemeinschaftlich,  da  die  geraden  Polaren  der  vier  Punkte  FF'F^'O 
bezüglich  {ab cd)  mit  den  geraden  Polaren  derselben  Punkte  bezüglich  ihrer 
cubischen  Polaren  zusammenfallen;  also  sind  die  beiden  Strahlenbüschel 
in  E  identisch  und  wir  erhalten  für  die  Punkte  von  FO  und  auf  dieselbe 
Art  für  die  Punkte  der  fünf  Geraden  EO,  B0\  D0\  Ä(f ,  CO"  Äen  Satz: 

17.  Die  gerade  Polare  eines  Punktes  einer  der  sechs 
Linien  EO ,  FO,  B0\  D0\  A0'\  CO"  bezüglich  (ahcd)  fällt  mit 
der  geraden  Polarer  dieses  Punktes  bezüglich  seiner  cubi- 
schen Polare   zusammen. 

Beiläufig  folgt: 

18.  Die  cubische  Polare  des  Schnittpunktes  0  zweier 
Diagonalen  besteht  aus  der  dritten  Diagonale  O'O"  und 
einem  Kegelschnitt,  welcher  die  Geraden  A 0'\  C0'\  B0\  Dff 
in  A,  C,  B,  D  berührt. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  legen  wir  eine  Gerade  g.  Die  geraden 
Polaren  aller  ihrer  Punkte  in  Bezug  auf  (ah cd)  werden  von  einer  Curve 
S,  dritter  Classe  eingehüllt.  Ganz  wie  im  vorigen  Beweise  lässt  sich  nach- 
weisen : 

19.  Die  geraden  Polaren  der  Punkte  einer  beliebigen 
Geraden  g  bezüglich  ihrer  cubischen  Polaren  werden  von 
einer  Curve  (S',  der  dritten  Classe  eingehüllt. 

Denn  ist  0  ein  beliebiger  Punkt,  so  bilden  seine  conischen  Polaren 
bezüglich  des  Büschels  cubischer  Polaren  der  Punkte  von  g  ein  Büschel, 
welches  g  in  einer  zur  Punktreihe  der  Pole  der  cubischen  Polaren  projec- 
ti vischen  quadratischen  Punktinvolution  schneidet.  Die  geraden  Polaren 
der  drei  Doppelpunkte  jener  Punktreilic  und  dieser  Involution  bezüglich 
ihrer  cubischen  Polaren  sind  die  einzigen,  welche  durch  ^  gehen,  also  ist 
die  Enveloppe  der  geraden  Polaren  der  Punkte  von  g  bezüglich  ihrer  cubi- 
schen Polaren  eine  Curve  (S'j  dritter  Classe.  Die  Gerade  g  schneidet  die 
Geraden  a,  h,  c,  d,  AC,  BD,  EF,  A0'\  C0'\  B0\  D0\  EO,  FO  und  die  geraden 
Polaren  dieser  13  Schnittpunkte  bezüglicb  ihrer  cubischen  Polaren  fallen 
mit  den  geraden  Polaren  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  (aftcrf)  zusammen,  und 
da  €a  und  S's  diese  13  Geraden  als  gemeinschaftliche  Tangenten. haben,  so 
müssen  sie  zusammenfallen ,  also  hat  jeder  Punkt  P  von  g  bezüglich  seiner 
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cnbischen  Polare  und  bezüglich  {ab cd)  dieselbe  gerade  Polare.     Es  folgt 
der  Satz : 

20.  Die  gerade  Polare  eines  PnnktesPbezüglicb  seiner 
cnbischen  Polare  fällt  mit  seiner  geraden  Polare  bezüglich 
der  vierseitigen  Cnrve  {abcd)  zusammen. 

Wir  stellen  jetzt  die  Frage  nach  dem  Ort  der  Doppel  pole.  Nennen 
wir  nämlich  die  drei  Pole  einer  Geraden  in  Bezug  auf  (abcd)  verbun- 
dene Pole,  so  kann  es  vorkommen,  dass  zwei  solcher  verbundenen  Pole 
in  einen  Doppelpol  zusammenfallen.  Sind  f» . . .  die  conischen  Polaren 
der  Punkte  von  c  bezüglich  der  dreiseitigen  Curve  (abd)  und  fif...  die 
conischen  Polaren  der  Punkte  von  a  bezüglich  {bcd),  sind  ferner^....  und 
Jfi .. .  die  Pole  dieser  conischen  Polaren,  so  sind  die  drei  Punkte,  in  denen 
sich  zwei  conische  Polaren,  wie  fi  und/iti,  ausser  im  gemeinschaftlichen 
Schnittpunkt  der  Geraden  b  und  cf,  schneiden,  die  drei  Pole  der  Geraden 
MM^,  Berühren  sich  also  zwei  Kegelschnitte  ft  und  Ui,  so  ist  der  Be- 
rührungspunkt ein  Doppelpol.  Da  aber  jeder  Kegelschnitt  fi  von  vier 
Kegelschnitten  fit..,  berührt  wird,  so  liegen  auf  jedem  Kegelschnitt  fi  nur 
vier  Doppelpole  und  daher  ist  der  Ort  der  Doppelpole  ein  Kegelschnitt  ^*, 
welcher  die  Hess  ersehe  Curve  von  (abcd)  heisst.     Also: 

21.  Der  Ort  der  Doppetpole  oder  die  Hessens  che  Curve 
von  (abcd)  ist  ein  Kegelschnitt  jET*. 

Ist  ^ein  beliebiger,  aber  fester  Punkt,  und  bestimmen  wir  seine  geraden 
Polaren  in  Bezug  auf  alle  cubischen  Polaren  von  {abcd),  rechnen  wir  ferner 
die  letzteren  zu  einem  System  2  und  die  ersteren  zu  einem  anderen  System 
2^1,  «o  entspricht  also  jeder  cubischen  Polare  von  £  eine  Gerade  von  JS^  und 
umgekehrt.  Sind  rni ,,,  die  cubischen  Polaren  eines  Büschels,  welche  sich 
in  den  drei  Punkten  QffQ"  ausser  in  ABCDEF  schneiden,  so  schneiden 
sich  die  geraden  Polaren  von  X  bezüglich  nit.,.  in  einem  Punkt  Q^, 
Den  drei  verbundenen  Polen  QQ'  Q"  von  E  entspricht  ein  Punkt  Q^  in  2^ 
und  dem  Punkt  0\  entsprechen  jene  drei  verbundenen  Pole  Q  Q'Q", 

-  Die  cubischen  Polaren  aller  Punkte  einer  der  vier  Seiton,  z.  ß.  a,  be- 
stehen  aus  der  Geraden  a  und  einem  Kegelschnitt  x,  welcher  durch  vier 
feste  Punkte  CDE^  g<^ht,  so  dass  also  die  beiden  anderen  mit 91  verbundenen 
Pole  91' ?l"  auf  a  liegen,  und  zwar  kann  jeder  Punkt  von  a  als  91'  oder  91" 
angesehen  werden.  Dom  Punkt  91  entspricht  ein  fester  Punkt  in  2^, ,  und 
jedem  Punkt  von  a  entspricht  also  derselbe  Punkt  von  Z, ,  den  wir  mit  91, 
bezeichnen  wollen.  Umgekehrt  entspricht , dem  Punkt  9l|  von  2;,  jeder 
Punkt  von  a  und  daher  diese  Gerade  selbst.  Ebenso  giebt  es  in  2',  noch 
drei  Punkte  S3|6iS)|,  denen  in  £  die  drei  Geraden  bcd  entsprechen.  — 
Jeder  der  sechs  Punkte  i4^CZ>A:/' entspricht  allen  Punkten  von  Xj, 

Mit  Hilfe  der  zwischen  den  Systemen  £  und  ^,  aufgestellten  geo- 
metrischen Verwandtschaft  lässt  sich  die  Frage  nach  dem  Ort  der  den 
Punkten  einer  Curve  verbundenen  Pole  beantworten. 
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Wenn  g  eine  beliebige  Gerade  ist,  so  entspricht  ihr  in  £i  eine  Cnrve  iTf 
Da  g  von  jeder  cnbischen  Polare  in  drei  Punkten  geschnitten  wird  und  jeder 
eine  Gerade  in  £^  entspricht,  so  muss  jede  dieser  Geraden  die  Curve  K^  in 
drei  Punkten  schneiden,  also  ist  auch  £f,  von  der  dritten  Ordnung.  Einer 
andern  Geraden  ff*  von  £  entspricht  eine  Curve  I^\  in  ^,,  Die  Curven  JS^, 
und  £C\  schneiden  sich  ausser  in  3[|  S3|  €t  ^i  noch  in  fünf  Punkten.  Dem 
einen  von  ihnen  entspricht  der  Schnittpunkt  von  g  und  g''^  jedem  der  andern 
entspricht  ein  Paar  verbundener  Pole,  von  denen  der  eine  auf  ^,  der  andere 
auf  g'  liegt.  Auf  jeder  Geraden  g'  liegen  also  vier  Punkte,  die  mit  vier 
Punkten  auf  <;  vier  Paare  verbundener  Pole  bilden,  oder  mit  andern  Worten : 

22.  Die  denPnnkten  einer  Geraden  ^  verbundenen  Pole 
liegen  auf  einer  Curve  C^  vierter  Ordnung,  welche  auch 
durch  die  Schnittpunkte  von  g  und  E*  geht. 

Ist  A'*  ein  beliebiger  Kegelschnitt,  so  entspricht  ihm  in  U^  eine  Curve 
/ifi.  Da-A^'  von  jeder  cnbischen  Polare  in  sechs  Punkten  geschnitten  wird,  so 
muss  Ä',  von  den  Geraden^  welche  diesen  cnbischen  Polaren  entsprechen, 
auch  in  sechs  Punkten  geschnitten  werden.  Also  ist  A^,  von  der  sechsten 
Ordnung  und  werde  mit  AT/  bezeichnet.  Diese  Curve  hat  die  Punkte 
9lilB|€i^t  zu  Doppelpunkten,  weil  A^'  jede  der  Geraden  ab  cd  in  zwei 
Punkten  schneidet  Einer  beliebigen  Geraden  g  entspricht  eine  Curve  A^,% 
die  auch  durch  die  Punkte  ^tiBtSiS)i  geht.  Beide  Curven  schneiden  sich 
in  18  Punkten;  acht  von  ihnen  liegen  in  3li93i(Si^i«  Von  den  Übrigen  zehn 
entsprechen  zwei  den  Schnittpunkten  von  g  und  A^.  Den  übrig  bleibenden 
acht  Schnittpunkten  entsprechen  in  £  acht  Paar  verbundener  Pole,  so  dass 
von  jedem  Paar  der  eine  Pol  auf  ^,  der  andere  auf  A^'  liegt.  Daher  *giebt 
es  ac^t  Punkte  auf  A'*,  deren  jeder  einen  verbundenen  Pol  auf  der  belie- 
bigen Geraden  g  hat.     Daraus  folgt: 

23.  Die  den  Punkten  eines  Kegelschnittes  II^  verbun- 
denen Pole  liegen  auf  einer  Curve  achter  Ordnung,  welche 
auch  durch  d^e  vier  Schnittpunkte  von  K'  und  H^  geht. 

Zur  Ableitung  dieses  Satzes  benutzten  wir  den  Satz ,  dass  eine  Cnrve 
dritter  Ordnung  und  eine  Curv^  sechster  Ordnung  18  Schnittpunkte  haben. 
Da  der  letztere  Satz  synthetisch  noch  nicht  bewiesen  ist,  so  ist  ein  andere 
(vergl.  Cremon  a,  Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  .der  ebenen  Cur- 
ven, Art.  106)  vorzuziehen.  —  Der  Ort  der  den  Punkten  von  g  verbundenen 
Pole  ist  eine  Curve  vierter  Ordnung,  weche  A^*  in  acht  Punkten  schneidet. 
Also  ist  der  Ort  der  den  Punkten  von  AT'  verbundenen  Pole  eine  Curve 
achter  Ordnung. 

Wählen  wir  JP  statt  A"*,  so  zerfällt  der  Ort  der  ihren  Punkten  verbun- 
denen Pole  in  J7'  und  eine  Curve  C^  sechster  Ordnung.     Also: 

24.  Der  Ort  der  den  Punkten  der  Hesse'schen  Curve  ^' 
verbundenen  Pole  ist  eine  Curye  C\ 
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Alle  cnhischen  Polaren,  welche  durch  einen  Pankt  (QR)  vonH^  gehen,  be- 
rühren sich  in  diesem  Punkt  nnd  haben  in  ihm  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente. Welches  ist  die  Enveloppe  aller  dieser  Tangenten?  Da  in  (0 R) 
sich  auch  zwei  Kegelschnitte  (i  und  v  berühren ,  so  stellt  sich  die  Frage 
aach  nach  der  Enveloppe  der  in  den  Berührnngspunkten  der  Kegelschnitte 
fi . . .  nnd  V . . .  gezogenen  gemeinschaftlichen  Tangenten.  Ist  P  ein 
beliebiger  Pankt,  so  liegen  die  Bertihrnngspnnkte  der  von  ihm  an  die 
Kegelschnitte  fi . . .  nnd  v  . . .  gezogenen  Tangenten  auf  zwei  Curven  dritter 
Ordnung  Wl  und  91,  weil  alle  fi...  ein  Büschel  bilden,  und  ebenso  alle  v.... 
Die  beiden  Curven  SR  und  dl  schneiden  sich  ausser  in  P  noch  in  acht 
Punkten  ,  deren  Verbindungslinien  mit  P  die  acht  möglichen  Tangenten  an 
die  gesuchte  Enveloppe  sind.  Diese  ist  also  von  der  achten  Classe.  Sie 
reducirt  sich  aber  auf  einen  Kegelschnitt  und  die  sechs  Punkte  A BCDEF, 
Alle  Kegelschnitte  fi  und  v  haben  nämlich  den  Punkt  £  gemein  und  es  giebt 
aus  jedem  Büschel  einen,  welcher  PE  berührt.  —  Die  Kegelschnitte  |L(... 
nnd  V...  sind  die  conischen  Polaren  der  Punkte  von  c  bezüglich  (a6J)und 
von  a  bezüglich  {bcd).  Nehmen  wir  zu  ihnen  noch  die  conischen  Polaren 
^ . . .  der  Punkte  von  b  bezüglich  {acd)  und  a . . .  der  Punkte  von  d  bezüglich 
{abc)^  so  berühren  auch  zwei  Kegelschnitte  q  und  ts  die  Gerade  PEm  E, 
weil  es  stets  vier  Kegelschnitte,  aus  jedem  der  Büschel  /li..,  v...,  ^..., 
0 . . .  einen,  giebt,  welche  sich  in  denselben  drei  Punkten  schneidon.  Daher 
giebt  es  auch  in  jedem  der  Büschel  einen  Kegelschnitt,  welcher  PA  in  A^ 
* PB  m  B^ ...  berfihrt  und  wir  haben  den  Satz: 

25.    Die   Enveloppe   der  gemeinschaftlichen   Tangenten 

in  den  Berührungspunkten  aller  cubischen  Polaren  ist  ein 

Kegelschnitt  6'|^ 

Die  conischen  Polaren  der  drei  Punkte  A,  E  und  Fin  Bezug  auf  ein 
Büschel  cubischer  Polaren  bilden  drei  projectivische  Kegelschnittbüschel, 
wenn  man  je  drei  conische  Polaren  einander  entsprechen  lässt,  die  sich  auf 
dieselbe  cubische  Polare  beziehen.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer 
Kegelschnitte  der  conischen  Polaren  von  A  und  E  ist  eine  Curve  vierter 
Ordnung,  die  aus  der  Geraden  d  und  einer  Curve  C^  dritter  Ordnung  besteht. 
Ebenso  schneiden  sich  die  homologen  Kegelschnitte  der  conischen  Polaren 
von  A  und  F  auf  a  und  einer  Curve  C^^  dritter  Ordnung.  Die  Curven 
(d,  C*)  und  (a,  C,*)  haben  16  Schnittpunkte.  Rechnen  wir  hiervon  die  vier 
Grundpunkte  des  Büschels  conischer  Polaren  von  A^  zu  denen  A  und  je  ein 
Punkt  auf  a  und  d  gehören  ab,  so  bleiben  zwölf  Schnittpunkte  übrig  und 
diese  sind  bekanntlich  die  Doppelpunkte  derjenigen  Curven  des  Büschels 
cnbischer  Polaren,  welche  solche  besitzen.  Es  giebt  im  Büschel  vier 
Curven ,  die  aus  einem  Kegelschnitt  und  einer  Geraden  zusammengesetzt 
sind,  also  zwei  Doppelpunkte  haben;  also  sind  in  jedem  Büschel  cubischer 
Polaren  nur  vier  Curven  mit  einem  Doppelpunkt.  Da  auf  jeder  Geraden 
also  vier  Pole  von   solchen  cubischen  Polaren  liegen,  welche  nur  einen 
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Doppelpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  dieser  Pole  von  der  vierten  Ordnung. 
Er  heisst  die  Stein  er 'sehe  Cnrve  von  {abcdf)  nnd  es  folgt  der  Satz: 

26.  Der  Ort  der  Pole  solcber  cabiscben  Polaren,  welche 
nur  einen  Doppelpunkt  haben,  ist  eine  Cnrve  S*  vierter 
Ordnung,  welche  die  Steiner^sche  Curve'  von  {abcd)  ist. 

Wir  fanden,  dass  es  auf  jeder  Geraden  vier  solche  Pole  giebt,  deren 
cubische  Polaren  nur  einen  Doppelpunkt  haben;  auf  jeder  Geraden  durch 
einen  der  Diagonalpunkte  00*0",  giebt  es  aber  nur  zwei  solcher  Punkte,  weil 
jeder  dieser  Punkte  der  Pol  einer  cubischen  Polare  ist,  welche  zwei  Doppel- 
punkte hat;  also. folgt: 

27.  Die  drei  Diagonalpunkte  OCfO"  des  Vierseits  {ahcd) 
sind  drei  Doppelpunkte  der  Steiner'schen  Curve  ^. 

Ist  Pein  Punkt  von  ^',  so  berühren  sich  in  ihm  unendlich  viele  cubische 
Polaren  und  haben  in  P  die  gemeinschaftliche  Tangente  p  zur  geraden  Po- 
laro von  P.  —  Die  gerade  Polare  von  P  bezüglich  irgend  einer  andern 
cubischen  Polare  und  daher  in  Bezug  auf  alle  anderen  cubischen  Polaren 
schneidet  p  in  einem  Punkt  Q,  Daher  ist  H^  der  Ort  der  Pole,  deren  ge- 
rade Polaren  bezüglich  der  cubischen  Polaren  von  (ah cd)  durch  einen  Punkt 
gehen. 

Wenn  P  ein  Doppelpunkt  irgend  einer  cubischen  Polare  ist ,  so  haben 
alle  cubischen  Polaren,  welche  durch  P  gehen  und  ein  Büschel  bilden,  in 
P  zwei  gemeinschaftliche  Punkte ,  d.  h.  sie  berühren  sich  in  P  und  dieser 
Punkt  ist  also  ein  Punkt  von  H^y  so  dass  also  E^  der  Ort  der  Doppelpunkte 
derjenigen  cubischen  Polaren  ist,  welche  nur  einen  Doppelpunkt  haben. 
Ausserdem  liegen  auf  ü'^  die  drei  Paare  von  Doppelpunkten  der  cubischen 
Polaren  von  00  0"  \  sie  sind  die  Schnittpunkte  von  R^  mit  den  drei  Diago- 
nalen O'O",  0"0,  00'. 

Es  folgen  also  die  Sätze : 

28.  Die  Hesse'sche  Curve  H'  ist  der  Ort  der  Pole,  deren 
gerade  Polaren  bezüglich  der  cubischen  Polaren  von  [ahcd) 
sich  in  einem  Punkt  treffen;  sie  ist  ferner  der  Ort  der 
Doppelpunkte  der  cubischen  Polaren,  welche  nur  einen 
Doppelpunkt  haben,  enthältjedoch  auch  die  drei  Paare  von 
Doppelpunkten  der  cubischen  Polaren  der  Punkte  00'0'\  der 
Diagonal  punkte  von  (abcd)y  und  schneid.et  in  diesen  Doppel- 
punkten die  drei  Diagonalen  0'0'\  0"0^  00\ 

Lässt  man  jedem  Punkt  P  der  Hesse 'sehen  Curve  jET',  als  Doppel- 
punkt einer  cubischen  Polare  aufgefasst,  den  Pol  Q  derselben  auf  der 
Steiner^schen  Curve  S^  entsprechen,  so  sind  die  Punkte  P.  .  Anf  B*  und 
Q ..,  auf  5*  in  projectivischer  Beziehung.  Den  drei  Doppelpunkten  00' 0" 
von  S*  entsprechen  die  Schnittpunkte  von  JST*  mit  0'  0'\  0'V#,  00\  —  Nach 
Obigem  schneiden  sich  in  Q  die  geraden  Polaren  von  P  für  alle  cubischen 
Polaren.  Denn  istp  die  gemeinschaftliche  Tangente  der  cubischen  Polaren 
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n  und  n%  die  sich  in  P  berühren,  schneidet  ferner  die  gerade  Polare  von \P 
bezüglich  irgend  einer  andern  cnbischen  Polare  die  Tangente  p  in  Q\  so 
treffen  sieh  die  geraden  Polaren  von  P  in  ßezng  anf  alle  cnbischen  Polaren 
in  0'  nnd  daher  schneiden  sich  die  conischen  Polaren  von  Q'  in  Bezng  auf 
alle  eabischen  Polaren  in  P.  Ist  p'  irgend  eine  gerade  Polare  des  Punktes 
Pj  80  gehen  die  conisehen  Polaren  aller  ihrer  Pnnkte  durch  P  nnd  P  ist 
daher  ein  Doppelpunkt  einer  cnbischen  Polare.  Seine  cnbische  Polare  sei 
ac*,  dann  mnss  auch  die  gerade  Polare  von  P  bezüglich  n'  oder,  was  dasselbe 
ist,  bezüglich  {ab cd)  durch  Q'  gehen  und  Q'  muss  mit  Q  zusammenfallen. 
Die  Enveloppe  der  Geraden  PQ^,,.  ist  daher  nach  25)  der  Kegelschnitt  C^* 
und  88  folgt: 

29.   Die    Enveloppe    der    Geraden   PQ,,,.^    welche    ent- 
sprechende Punkte  P  und  Q  der  Hesse^schen  und  Steiner- 
schen  Cnrve  verbindet,  ist  der  Kegelschnitt  C^K   (Vergl.  25.) 
Eine  Tangente  g  der  Stein  er 'sehen  Curve  berühre  dieselbe  in  Q,  Die 
cnbischen  Polaren   aller  Pnnkte    von  q  berühren  sich  im  entsprechenden 
Pnnkt  P  von  Q  auf  der  Hesse 'sehen  Curve,  so  dass  also  P  ein  Pol  von  q 
bezüglich  (ab cd)  und  q  die  gerade  Polare  desselben  ist.     Daraus  folgt  für 
die  Steiner 'sehe  Curve: 

80.  Die  Steiner'sche  Curve  ist  die  Enveloppe  der  ge- 
raden Polaren  der  Punkte  der  Hesse'schen  Curve. 

Diese  Eigenschaft  macht  es  leicht,  die  Classe  der  Stein  er 'sehen 
Cnrve  zu  bestimmen.  Ist  nämlich  R  ein  beliebiger  Punkt,  q*  seine  cnbische 
Polare,  so  gehen  durch  R  die  sechs  geraden  Polaren  der  Schnittpunkte  von 
g*  mit  der  Hesse 'sehen  Cnrve  J7',  woraus  folgt,  dass  die  St  ein  er 'sehe 
Cnrve  von  der  sechsten  Classe  ist.  —  Wenn  R  auf  einer  der  vier  Seiten 
abcdj  z.  B.  anf  a  liegt,  so  besteht  seine  cnbische  Polare  aus  a  und  einem 
Kegelschnitt  q*.  Die  geraden  Polaren  der  Schnittpunkte  von  a  und  H* 
fallen  mit.a  zusammen,  so  dass  also  a  eine  Doppeltangente  der  Steine r- 
Curve  ist  und  von  jedem  ihrer  Punkte  sich  nur  noch  vier  Tangenten  an  die 
Cnrve  ziehen  lassen.     Wir  sehliessen : 

dl.  Die  Steiner'sche  Curve  ist  von  der  sechsten  Classe 
und  hat  die  vier  Seiten  ahcd  der  vierseitigen  Curve  {abc^ 
zu  Doppeltangenten. 

Wenn  R  auf  a  liegt,  so  findet  man  die  vier  Tangenten,  die  sich  von  R 
an  die  Steiner'sche  Curve  legen  lassen,  als  die  geraden  Polaren  der 
Punkte,  in  denen  H*  von  der  conischen  Polare  fi  von  R  in  Bezug  auf  das 
Dreiseit  {bcd)  geschnitten  wird.  Der  Punkt  R  durchlaufe  die  Gerade  a,  so 
besehreibt  die  conische  Polare  ft  bezüglich  {bcd)  ein  Kegelschnittbüschel, 
von  dessen  Kegelschnitten  sechs  die  Curve  H^  berühren.  Von  den  Polen 
dieser  seehs  Kegelschnitte  bezüglich  {bcd)  lassen  sich  daher  an  die  Stei- 
ner'sche Cnrve  ff  nur  je  drei  Tangenten  ziehen.  Rechnen  wir  hierzu  die 
vier  in  den  beiden  Berührungspunkten  der  Doppeltangente  a  vereinigten 
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Pnnkte,  so  folgt,  dass  es  anf  der  Doppeltangente  a  10  Punkte  giebt,  von 
denen  sich  weniger  als  vier  Tangenten  an  die  Enveloppe  der  geraden  Po- 
laren der  Punkte  von  H^.  ziehen  lassen.  —  Dasselbe  Resultat  erhalten  wir 
etwas  allgemeiner  auf  folgendem  Wege.  Es  bewege  sich  ein  Punkt  R  anf 
einer  Geraden  g^  so  beschreibt  seine  cubische  Polare  p'  ein  Büschel,  dessen 
einzelne  Curven  H^  in  Punktgruppen  von  je  sechs  Punkten  schneiden«  Die 
Gruppen  von  je  15  Verbindungslinien  dieser  Punkte  worden  von  einer  Curve 
der  fünften  Classe  eingehüllt,  denn  von  jedem  Punkt  auf  H^  lassen  sich  an 
die  Enveloppe  jener  Verbindungslinien  nur  fünf  Tangenten  ziehen,  die  Ge- 
raden nämlich,  welche  den  Punkt  mit  jenen  fünf  Punkten  verbinden,  welche 
mit  ihm  eine  Gruppe  von  sechs  Punkten  bilden.  Diese  Curve  fünfter 
Classe  hat  mit  H^  zehn  gemeinschaftliche  Tangenten,  so  dass  es  zehn 
cubische  Polaren  q^  giebt,  welche  H*  berühren.  Mit  anderen  Worten:  Auf 
jeder  Geraden  g  giebt  es  zehn  Punkte,  von  denen  sich  an  die  Enveloppe 
der  geraden  Polaren  der  Punkte  H^  nur  je  fünf  Tangenten  ziehen  lassen. 
Diese  zehn  Pnnkte  liegen  entweder  auf  der  Stein  er*  sehen  Curve  S^  oder 
auf  deren  Wendetangenten.  Da  S^  von  der  vierten  Ordnung  ist,  so  hat  sie 
sechs  Wendetangenten. 
Wir  schliessen  daher : 

31.  Die  Enveloppe  der  geraden  Polaren  der  Punkte  von 
H^  besteht  aus  der  Steiner'schen  Curve  &  um  deren  sechs 
Wendetangenten.  — 
Gleichzeitig  folgt : 

82.  Ist  Q  ein  Wendepunkt  der  Steiner'sch  en  Curve  und 
P  der  entsprechende  Punkt  auf  der  Hesse'schen  Curve  B}^ 
so  ist  PQ  die  Tangente  von  H*  in  P.  Da  es  sechs  Wende- 
punkte auf  S^  giebt,  so  giebt  es  sechs  Büschel  cnbischer 
Polaren,  deren  einzelne  Curven  sich  dreipunktig  berühren. 
Diese  Berührungspunkte  liegen  natürlich  auf  H^  und  in 
ihnen  wird  JST*  von   C*  berührt. 

Elat  eine  cubische  Polare  eine  Spitze,  so  entspricht  ihr  eine  Spitze  der 
Curve  von  Steiner.  Diese  kann  aber  keine  Spitze  haben,  da  sie  höchstens 
drei  Doppelpunkte  haben  kann ,  wenn  sie  eine  einfache  Curve  ist.  Wenn 
wir  nämlich  0(fO'\  die  drei  Doppelpunkte  von  S'^  als  Tripelpunkte  eines 
Kegelschnittbüschels  betrachten  und  jedem  Punkt  den  ihm  bezüglich  des 
Büschels  conjngirten  Punkt  zuordnen,  so  stehen  alle  Punkte  der  Ebene  zu 
den  ihnen  conjngirten  in  einer  geometrischen  Verwandtschaft  zweiten  Gra- 
des, welche  Dur^ge  die  Stein  er 'sehe  Verwandtschaft  genannt  hat. 
Jedem  Kegelschnitt  durch  die  Punkte  00'  (f'  entspricht  eine  Gerade  und 
umgekehrt.  Da  jede  Gerade  g  die  Steiner'sche  Curve  5*  in  vier  Punkten 
schneidet,  so  schneidet  -der  Kegelschnitt  /*,  welcher  der  Geraden  g  ent- 
spricht, die  der  Stein  er*  sehen  Curve  entsprechende  Curve  in  vier  Punkten 
und   daher   ist  letztere  ein  Kegelschnitt  <r^     Hätte  S^  noch  einen  vierten 
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Doppelpankt  A^  80  würden  die  EegeUchnitte  j*...,  welche  den  Strahlen 
durch  /i  entsprechen,  ein  Büschel  bilden,  dessen  Kegelschnitte  in  dem 
Pankt  z/",  welcher  dem  Punkt  A  entsprechen  soll  and  auf  o*  liegt,  mit  a^ 
Bwei  Zusammenfallende  Punkte  gemein  haben ,  und  dies  geht  nur,  wenn  0* 
in  ^  einen  Doppelpankt  hat,  also  in  ein  Paar  gerader  Linien  zerfällt.  In 
diesem  Falle  aber  wäre  die  dem  Kegelschnitte  a'  entsprechende  Carve 
vierter  Ordnung  ein  Paar  von  Kegelschnitten.    Es  folgt: 

33.  Eine  einfache  Carve  vierter  Ordnung  hathöchstens 
drei  Doppelpunkte.  Daher  giebt  es  in  dem  Netz  cubischer 
Polaren  von  [ahcS)  keine,  welche  eine  Spitze  hat 

Im  Obigen  fanden  wir,  dass  die  gerade  Polare  eines  Panktes  bezüglich 
seiner  cabischen  Polare  zugleich  die  gerade  Polare  dieses  Panktes  in 
Bezug  auf  die  vierseitige  Carve  (ab cd)  ist.  Hieran  anschliessend,  wollen 
wir  anter  der  conischen  Polare  eines  Panktes  bezüglich  (ab cd)  die 
conische  Polare  dieses  Panktes  in  Bezug  auf  seine  cubische  Polare  ver- 
stehen and  umgekehrt  unter  jenem  Punkt  den  Pol. 

Wir  bezeichnen  mit  P P^  P^  ...  die  Punkte  einer  Geraden  ^,  mit 
T^n^^n^.,.  ihre  cubischen  und  mit  %^%^%^,,,  ihre  conischen  Polaren.  Von 
letzteren  gehen  durch  irgend  einen  Punkt  Q  nur  zwei ,  denn  die  geraden 
Polaren  ^^i^s...  von  Q  in  Bezug  auf  T^n^^n^.,.  bilden  ein  diesem  Büschel 
cubischer  Polaren  projectivisches  Strahlenbüschel  und  treffen  g  in  einer 
Punktreihe  RBiR^  ..,<,  welche  mit  der  Punktreihe  PP^  P, . . .  in  projectivi- 
scher  Beziehung  steht.  Da  nun  zwei  Punkte  der  ersten  Reihe  mit  ihren 
entsprechenden  in  der  zweiten  zusammenfallen,  so  schneiden  sich  ihre  coni- 
schen Polaren  bezüglich  ihrer  cubischen  Polaren  in  Q  und  ausser  ihnen  giebt 
es  keinen  Punkt  auf  g,  dessen  conische  Polare  bezüglich  seiner  cabischen 
Polare  durch  Q  geht.    Wir  folgern : 

34.  Die  conischen  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden 
bezüglich  der  cubischen  Polaren  dieser  Punkte  bilden  eine 
Reihe  von  Kegelschnitten  vom  Index  2. 

Alle  diese  conischen  Polaren  haben  als  Enveloppe  eine  Curve  ß,  welche 
jede  Polare  in  denjenigen  vier  Punkten  berührt,  in  denen  sie  von  der  un- 
endlich benachbarten  geschnitten  wird.  Da  durch  jeden  Punkt  Q  zwei  von 
diesen  conischen  Polaren  gehen ,  so  müssen  sie  zusammenfallen,  falls  Q  ein 
Punkt  von  St  ist,  also  hat  jede  conische  Polare  nur  vier  Punkte  mit  ß 
gemein ,  in  denen  sie  ft  berührt ,  und  daraus  schliessen  wir,  dass  ft  von  der 
vierten  Ordnung  ist.  —  Wenn  Q  auf  St  Hegt ,  so  müssen  seine  geraden  Po- 
laren bezüglich  ti^tt,'..  .  die  Gerade  g  in  einer  solchen  zu  PP^  Pf . . .  projecti- 
vischen  Punktreihe  RR^R^,^,  schneiden,  dass  nur  ein  Punkt  der  letzteren 
mit  seinem  entsprechenden  in  der  ersteren  zusammenfällt;  oder  alle  geraden 
Polaren  müssen  sich  in  einem  Punkte  von  g  schneiden,  d.  h.  g  muss  die 
gerade  Polare  eines  jeden  Punktes  von  St  in  Bezug  auf  eine  der  cubischen 
Polaren  ts*.  . .  sein. 
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Sind  X  and  T  irgend  zwei  Punkte  von  g^  dann  bilden  die  coniscben 
Polaren  ^^^%^.,.  und  17*171*171*...  derselben  bezüglich  der  cubischen  Pola- 
ren i^Tt^Tc^...  zwei  projectivische  Kegelschnittbüscbel ,  wenn  je  zwei  Ke- 
gelschnitte einander  zugeordnet  werden,  die  conische  Polaren  von  X  und  F 
bezüglich  derselben  cubischen  Polare  tc*  sind.  Der  Ort  der  Durchschnitts- 
pnnkte  entsprechender  Kegelschnitte  ist  eine  Curve  €^  vierter  Ordnung, 
der  Ort  der  Pole  von  g  bezüglich  der  cubischen  Polaren  aller  Punkte  von  g. 
Schneiden  sich  nämlich  ^  und  17*  in  SSy  S^  5,,  dann  muss  die  gerade  Polare 
eines  jeden  dieser  vier  Punkte  in  Bezug  auf  7^  sowohl  durch  JT,  als  durch  Y 
gehen,  also  die  Gerade  XY  oder  g  sein,  d.  h.  g  ist  die  gerade  Polare  eines 
jeden  der  vier  Punkte  55,^5,,  oder  diese  sind  die  Pole  von  g  bezüglich  nK 
Daher  müssen  sich  alle  geraden  Polaren  eines  dieser  vier  Punkte ,  z.  B.  5, 
in  einem  Punkte  ®  von  g  schneiden.  Wir  bezeichnen  die  cubische  Polare 
dieses  Punktes  mit  ^r/,  dann  geht  die  conische  Polare  von  @  bezüglich  der 
cubischen  Polare  tt/  dieses  Punktes  durch  S  und  es  giebt  auf  g  keinen 
andern  Punkt,  dessen  conische  Polare  bezüglich  seiner  cubischen  Polare 
durch  S  ginge.    Deshalb  ist  S  ein  Punkt  von  St  und  wir  erhalten  den  Satz: 

35.  Die  Enveloppe  der  conischen  Polaren  der  Punkte 
einer  Geraden  bezüglich  (abcd)  fällt  mit  dem  Ort  derPole 
dieser  Geraden  in  Bezug  auf  die  cubischen  Polaren  ihrer 
Punkte   zusammen. 

Man  erhält  dieses  Resultat  auch  noch  auf  folgendem  Wege.  Es  sei  C 
eine  ganz  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  und  7C*7c,*9^'...  die  conischen 
Polaren  der  Punkte  PP^  P, . . .  von  g  bezüglich  C*,  —  Wir  bestimmen  in 
Bezug  auf  alle  jr'. . .  alle  conischen  Polaren  A*. . .  aller  Punkto  P. . .  von  g 
und  ebenso  in  Bezug  auf  alle  ^c*. . .  alle  geraden  Polaren  / . . .  derselben 
Punkte.  Dadurch  erhalten  wir  zwei  verwandte  Systeme  £*  und  2'*^  in  dem 
ersten  liegen  alle  iL*. . .,  in  dem  andern  alle  / . . ..  Die  geraden  Polaren  /  der 
Punkte  P  bezüglich  der  ihnen  entsprechenden  conischen  Polaren  tc*  werden 
von  einem  Kegelschnitt  S^  umhüllt,  der  Poloconik  von  g  bezüglich  C; 
die  entsprechenden  Kegelschnitte  k*  also  von  einer  Curve  vierter  Ordnung 
$^  Der  Kegelschnitt  ^  ist  aber  auch  der  Ort  der  Pole  von  g  bezüglich 
7c*...;  sind  daher  X  und  V  zwei  beliebige  Punkte  von  ^,  0:^10:,...  und 
yt/it/t'-  i^ro  Polaren  bezüglich  h^Ui^tc^^,,,,  so  müssen  sich  xy,  o:, ^1,  Xfjff^,,, 
auf  ^'  schneiden.  Die  entsprechenden  conischen  Polaren  von  X  und  F  in 
Bezug  auf  n^itx^n^, . .  seien  ?Si*St*'  •  •  ^^^  ^*V*Vt^'  •  ■  ^^^  müssen  sich  daher 
auf  der  dem  Kegelschnitt  ß*  entsprechenden  Curve  S*  schneiden,  also  ist  S* 
auch  der  Ort  der  Pole  von  g  bezüglich  der  Curven  75" »,•....  Nennen  wir 
diese  Curve  die  zweite  Polare  von  g  in  Bezug  auf  (abcd),  so  folgt 
nochmals : 

Die  zweite  Polare  jt*  einer  Geraden  g  ist  die  En- 
veloppe der  conischen  Polaren  der  Punkte  dieser  Geraden 
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in  Bezug  auf  {abcd)  and  aach  dei  Ort  der  Pole  dieser  Ge- 
raden in  Bezug  auf  die  eubischen  Polaren  ihrer  Punkte. 
Jeder  Doppelpunkt  J  des  Büschels  tc*...  der  eubischen  Polaren  muss 
auf  der  Üorve  $t*  liegen,  denn  ein  solcher  hat  für  alle  Curven  des  Büschels 
dieselbe  gerade  Polare,  welche  g  in  einem  Punkte  schneidet,  und  dieser  ist 
der  einzige  Punkt  von  ^,  dessen  conische  Polare  bezüglich  (ab cd)  durch 
J  geht. 

Die  conischen  Polaren  der  Schnittpunkte  von  g  mit  den  vier  Geraden 
ab  cd  sind  Geradenpaare  (aa,),  (^/^i),  (cC|),  (df'i),  so  dass  also  sowohl  abcd^ 
als  a|  6|  C|  d|  Doppeltangenten  von  ft^  sind. 

Unter  den  Curven  a*. . .  giebt  es  vier,  welche  g  berühren.  Ist  M  einer 
der  Berührungspunkte,  dann  ist  g  die  gerade  Polare  von  M  bezüglich  der 
in  M  berührenden  eubischen  Polare ,  und  daher  schneiden  sich  die  geraden 
Polaren  von  M  bezüglich  aller  eubischen  Polaren  ss". . .  in  einem  Punkte 
von  g^  dessen  conische  Polare  bezüglich  seiner  eubischen  Polare  durch  M 
geht.  Da  durch  JÜ  keine  weitere  cooische  Polare  eines  Punktes  von  g 
bezüglich  {ab cd)  geht,  so  ist  M  ein  Punkt  von  ^,   Daraus  folgt: 

36.  Die  zweite  Polare  ß^  von  g  bezüglich  (abcd)  geht 
durch  die  zwölf  Doppelpunkte  des  Büschels  n^..,  cubischer 
Polaren  und  durch  die  vier  Punkte  von  g^  in  denen  diese 
Gerade  von  Curven  des  Büschels  n'...  berührt  wird.  Sie 
hat  die  vier  Seiten  abcd  zu  Doppeltangenten  und  berührt 
sie  in  den  acht  Doppelpunkten  cubischer  Polaren  ^c*..., 
welche  auf  ^  liegen. 

Wir  fanden  X*  als  Durchschnitt  entsprechender  Kegelschnitte  der 
conischen  Polaren  |'li'..^  und  iftix*...  zweier  Punkte  Ä  and  Y  von  g  in 
Bezug  auf  die  eubischen  Polaren  aller  Punkte  von  g.  Auf  dieser  Curve 
liegen  auch  die  Grundpunkte  der  Büschel  |*$i'. . .  und  17*171*. . .  oder  die  cbn- 
jogirten  Punkte  von  Jl  und  Y  bezüglich  des  Büschels  cubischer  Polaren 
der  Punkte  von  g.  Da  ft^  sich  nicht  ändert,  wenn  man  statt  der  Punkte  iT 
und  1^  andere  Punkte  auf  p  wählt,  so  folgt: 

87.  Der  Ort  der  coujugirten  Punkte  aller  Punkte  einer 
Geraden  g  in  Bezug  auf  das  Büschel  der  eubischen  Polaren 
dieser  Punkte  ist  die  zweite  Polare  S^  von  g. 

Die  eubischen  Polaren  zweier  Punkte  Pf  und  P^  von  g  seien  ;ei'  und 
ff^*,  ^1  Bi  Ci  Z>,  und  J,  B^  C^  />,  die  Pole  von  g  in  Bezug  auf  diese  Curven, 
endlich  9l|S3i@iS!)i  und  %t93tSs®t  ^i^  eonjugirten  Punkte  vonP^  und  P^  in 
Bezug:  auf  das  durch  Jit^  und  n^  bestimmte  Büschel.  Auf  der  conischen 
Polare  x,  von  P,  bezüglich  9^/  liegen  die  acht  Punkte  J|  B^  C^  Z>,  ^1  $|  g^  S)i 
und  auf  der  copischen  Polare  %%  ^on  Pf  in  Bezug  auf  itt  liegen  die  acht 
Punkte  i^s^t^t  A9l«St@f^f.  Da  aHe  16  Punkte  auf  ft^  liegen,  diese  Curve 
mit  Xi  aber  nur  vier  Punkte  gemeinsam  hat,  so  müssen  A^BiCxD^  mit 
ftiSid^i  uud  J^BfCfJ)^  mit  %tSfl^S)t  zusammenfallen.  ^Die  conisehe 
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Polare  X|t  von  P|  bezüglich  n^  mnss  durch  die  conjugirten  Punkte  9(,  S,€t  3), 
von  Pi  und  durch  die  vier  Pole  A^  Bf  C^  D^  oder,  was  dasselbe  ist,  ^  $261^, 
von  g  in  Bezug  auf  Vi  ^Iso  durch  die  acht  Punkte  3li  $1  (£1^1  ^t^^s^s^t 
gehen.  Durch  dieselben  ncht  Punkte  geht  aber  auch  die  conische  Polare 
x,i  von  P^  in  Bezug  auf  tc,',  so  dass  also  xn  und  Xf,  zusammenfallen.  Daraus 
fliesst  der  wichtige  Satz: 

38.  Sind  71,' V  ^^®  cubischen  Polaren  zweier  Punkte 
PiPi  bezüglich  der  vierseitigen  Curve  (a6c</),  so  fallen  die 
conischen  Polaren  X|2  von  P^  bezüglich  n^  und  x^^  von  P^ 
bezüglich  n^^  in  einen  Kegelschnitt  zusammen.  Man  nennt 
ihn  die  gemischte  conische  Polare  von  P,  und  P^,  Sie 
schneidet  die  zweite  Polare  S^  der  Geraden  g  in  zweimal 
vier  Punkten,  in  denen  sie  von  den  conischen  Polaren  x^ 
und  X2  von  Pi  und  P^  berührt  wird. 

Da  Xi  und  X],  die  conischen  Polaren  von  P,  und  P^  in  Bezog  auf  Jti* 
sind ,  so  fHllt  die  Polare  von  P^  bezüglich  x,  mit  der  von  Pj  bezüglich  x,f 
zusammen  in  die  gemischte  gerade  Polare  von  P^  und  P^  in  Bezug  auf  tc,'. 
Die  Polare  von  P^  nach  X|t  kann  man  auffassen  als  die  zweite  Polare  von 
Pi  nach  V  oder  auch  als  die  erste  Polare  von  #,  bezüglich  der  ersten  Po- 
lare von  P^  nach  n^  und  ebenso  die  Polare  von  P^  nach  Xf  als  die  erste 
Polare  von  P^  bezüglich  der  ersten  Polare  von  Pj  nach  tc,'.  Da  aber  die 
erste  Polare  von  Pj  nach  7C|'  die  zweite  Polare  von  P^  nach  {ab cd)  ist, 
so  folgt: 

39.  Die  zweite  Polare  von  P^  in  Bezug  auf  die  erste 
Polare  von  Pj  bezüglich  {abcd)  fällt  mit  der  ersten  Polare 
von  P^  bezüglich  der  zweiten  Polare  von  P^  bezüglich 
{abcd)  in  eine  Gerade  p,«  zusammen. 

Oremona  hat  für  die  eben  bewiesenen  Sätze  38  und  39  einen  Beweis 
gegeben  (Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Curven,  über- 
setzt von  Curtze,  S.  258),  der  hier  nicht  unmittelbar  anzuwenden  war,  weil 
er  folgende  Sätze  voraussetzte: 

40.  Besteht  eine  Curve  vierter  Ordnung  aus  vier  in 
einem  Punkt  zusammenlaufenden  geraden  Linien  {ab'cd^), 
so  besteht  die  cubische  Polare  eines  jeden  Punktes  bezüg- 
lieh  {a'b'cdf)  aus  drei  in  demselben  Punkt  zusammenlaufen- 
den Geraden. 

41.  Schneidet  man  die  vier  Seiten  a6cd  der  vierseitigen 
Curve  {abcd)  durch  eine  Gerade  r  und  verbindet  einen  be- 
liebigen Punkt  mit  diesen  vier  Punkten,  so  schneiden  die 
Verbindungslinien  die  Seiten  abcd  noch  in  zw.ölf  Punkten, 
die  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen. 

Um  den  ersten  dieser  beiden  Sätze  zu  beweisen,  darf  man  in  den  vier- 
seitigen Curven  {abcd)  nur  auf  irgend  eine  Weise  die  Geraden  a  und  c  so 


Von  MlLIMOWBKI«  41 

verschoben  denken,  daas  der  Pankt  F  mit  dem  Punkt  E  zusammenfällt; 
dann  liegen  in  E  die  sechs  Ecken  J  BCDEF  der  vierseitigen  Curve  ver- 
einigt und  jede  cubische  Polare  hat  in  E  mit  jeder  der  vier  Seiten  ab  cd 
drei  zusammenfallende  Schnittpunkte.  Dies  geht  aber  nur,  wenn  E  ein 
dreifacher  Punkt  der  cubiscben  Polare  ist,  diese  also  aus  drei  Geraden,  die 
sich  in  E  schneiden ,  besteht.  Beiläufig  folgt ,  dass  die  cubischen  Po- 
laren aller  Punkte  einer  Geraden  in  Bezug  auf  {ab'ctf)  eine 
enbische  Strahleninvolution  bilden. 

Den  zweiten  Satz  beweisen  wir  mit  Hilfe  einer  geometrischen  Ver- 
wandtschaft. In  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  k^, . .  eines  Netzes  nehmen  wir 
die  Polaren  /, ...  eines  Punktes  Z.  Weisen  wir  alle  A'...  einem  System  £ 
and  alle  /j . . .  einem  System  Z,  zu,  so  findet  zwischen  den  Systemen  £  und 
£t  eine  geometrische  Verwandtschaft  statt.  In  dieser  entspricht  jedem 
Kegelschnitt  X*  des  Netzes  eine  Gerade  /|  und  umgekehrt,  jeder  Geraden  / 
von  S  ein  Kegelschnitt  iL,'  in  Zj ,  jedem  Kegelschnitt  x'  von  2  eine  Curve 
IT/  in  ^, ,  welche  drei  Doppelpunkte  hat,  u.  s.  f.  Jedem  Kegelschnitt  7^^ 
von  ^i  entspricht  in  £  eine  Curve  x*.  Denn  denken  wir  uns  x,*  erzeugt 
durch  zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  so  entsprechen  diesen  zwei  pro- 
jectivische  Kegelschnittbüschel  von  Kegelschnitten  des  Netzes,  welche  eine 
Curve  X*  vierter  Ordnung  erzeugen.  Diese  Curve  können  wir  aber  auch  als 
Enveloppe  von  Kegelschnitten  des  Netzes  auffassen,  weil  wir  X|'  als  En- 
veloppe  von  Geraden  betrachten  können,  so  dass  sie  eine  ebensolche  Curve 
ist,  wie  die  zweite  Polare  S*  einer  Geraden  bezüglich  (ab cd).  Auf  Xi' 
nehmen  wir  vier  Punkte  P^Q^RiS^  und  legen  durch  diese  ein  Büschel  von 
Kegelschnitten  X|*. . .,  so  entspricht  ihm  ein  Büschel  von  Curven  x^. . .  vierter 
Ordnung,  deren  16  Grundpunkte  vier  Gruppen  von  Grundpunkten  von 
Kegelschnittbüscheln  des  Netzes  sind.  Wir  bezeichnen  diese  vier  Gruppen 
m\t  PrrP'\  QQ'Q''Q"\  RR'R''R''\SS'S^'S"\  Ebenso  findet  ein  umgekehrtes 
Entsprechen  statt.  Wählen  wir  dann  vier  Punkte  P^^S,  also  aus  jeder 
Gruppe  einen,  so,  dass  dieselben  auf  einer  Geraden  g  liegen,  so  entspricht  ihr 
ein  Kegelschnitt  y*  in  2^,  und  diesem  wieder  in  2  eine  Curve  y*  vierter 
Ordnung,  welche  aber  in  die  Gerade  g  und  eine  Curve  y*  dritter  Ordnung 
geht.  Letztere  muss  dann  durch  die  zwölf  Punkte  P P' P"' Q' Q" Q"' Ü g' K" 
SS^'S"  gehen  und  es  folgt:  Wenn  von  den  16  Schnittpunkten 
zweier  Curven  aus  der  Schaar  x*...  vier,  aus  jeder  Gruppe 
einer,  auf  einer  Geraden  liegen,  so  liegen  die  übrigen  zwölf 
aaf  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

Eine  Curve  x^  kann  aber  in  vier  Gerade  zerfallen.  Um  dies  zu  erken- 
nen, denke  man  sich  zwei  solche  Kegelschnittbüschel  des  Netzes,  dass  der 
Kegelschnitt,  welcher  beiden  gemeinsam  ist,  in  ein  Geradenpaar  (^i^n) 
zerfällt.  Die  beiden  Grupjpen  von  Grundpunkten  seien  />/>'/>"/>'"  und 
{^(/Q'i/";  die  Kegelschnitte  der  Büschel  /»P,«F,»...  und  O'Öi'Ä*.-  •  ^er- 
ner  schneidt^n  sich  P^  und  Q^  \i\  zwei  Pnnkten  iß  und  O  einer  Geraden  Pti 
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auf  pi  nehmen  wir  noch  einen  Punkt  $| ;  durch  ihn  gehen  die  Kegelschnitte 
P,*  und  Ol*.  Ordnen  wir  dann  die  Kegelschnitte  beider  Büschel  einander  zu, 
indem  wir  t^  und  jß*,  P^  und  Q^  einander  und  das  beiden  Büscheln  gemein- 
same Oeradenpaar  {g\g%i)  sich  selbst  entsprechen  lassen,  so  sind  die  Büschel 
projectivisch  aufeinander  bezogen  und  der  Ort  ihrer  Durchschnittspunkte 
ist  eine  Curve  x^  vierter  Ordnung,  welche  drei  Gerade  gtOuPt  ^nd  deshalb 
noch  eine  vierte  p^  enthält,  also  aus  den  vier  Geraden  gigtiPiPu  besteht 
Sollen  diese  vier  Geraden  in  einem  Punkt  zusammentreffen,  so  ist  der 
Beweis  nur  soweit  abzuändern,  dass  man  von  den  projectivischen  Kegel- 
schnittbttscheln  eines  wählt,  dessen  Kegelschnitte  sich  sämmtlich  in  einem 
Punkt  berühren. 

An  den  Satz  39  anknüpfend ,  nehmen  wir  an ,  M  sei  ein  Punkt  von  Pi«, 
d.  h.  er  liege  auf  der  Polare  p,,  von  P^  bezfiglich  Xf ;  dann  muss  die  Polare 
von  M  bezüglich  X] ,  d.  i.  die  erste  Polare  von  M  nach  der  zweiten  Polare 
von  P|  durch  Pf  gehen.  Diese  fällt  aber  mit  der  zweiten  Polare  von  Pi 
bezüglich  der  ersten  Polare  von  M  zusammen  und  daraus  folgt : 

42.  Liegt  ein  Punkt  M  auf  der  zweiten  Polare  pi,  eines 
Punktes  P|  in  Bezug  auf  die  erste  Polare  9St*  eines  Punktes 
P,,  so  liegt  P,  auf  der  zweiten  Polare  von  Pi  nach  der  ersten 
Polare  von  ilf. 

Ein  Punkt  N  liege  auf  der  gemischten  conischen  Polare  X|t  der  Punkte 
P,  und  Pf,  Weil  N  auf  der  conischen  Polare  Xn  von  Pj  bezüglich  der  cubi- 
Bchen  Polare  TCf'  von  P,  nach  {ab cd)  liegt,  so  muss  P,  auf  der  geraden  Po- 
lare von  N  bezüglich  7tf  liegen.  Es  geht  also  die  zweite  Polare  von  N  nach 
der  ersten  Polare  7Ct'  von  Pf  durch  Pj  oder,  wegen  30,  die  erste  Polare  von 
Pf  bezüglich  der  zweiten  Polare  von  iV  geht  durch  P|.    Hieraus  folgt: 

43.  Liegt  ein  Punkt  N  auf  der  ersten  Polare  x,,  von  P« 
in  Bezug  auf  die  erste  Polare  tti'  von  P|,  d.  i.  auf  der  ge- 
mischten conischen  Polare  der  Punkte  P,  und  P,,  so  liegt 
Pi  auf  der  ersten  Polare  von  P,  nach  der  zweiten  Polare  v 
von  N  bezüglich  {abcd). 

Da  Pt  auf  der  Polare  von  P,  bezüglich  v  liegt,  so  sind  P|  und  P,  con- 
jugirte  Punkte  in  Bezug  auf  v.    Also : 

44.  Die  conischen  Polaren  v...  aller  Punkte  N,.  [be- 
züglich {abcd)]  der  gemischten  conischen  Polare  Xn  zweier 
Punkte  P,  und  P,  schneiden  die  Gerade  PtPf  in  zwei  Punk- 
ten, welche  durch  Pi  und  Pf  harmonisch  getrennt  sind. 

Fallen  P|  und  P,  in  einen  Punkt  F^  zusammen ,  so  geht  die  gemischte 

conische  Polare  von  P,  und  Pf  in  die  conische  Polare  von  Pf  über.    Da  der 

Satz  44  bestehen  bleibt,  so  muss  einer  der  Schnittpunkte  der  conischen 

Polare  v  von  N  mit  der  Geraden  Pj  P|  zusammenfallen  mit  dem  Punkte  P, ; 

denn  wenn  zwei  zugeordnete  Punkte  von  vier  harmonischen  Punkten  au- 
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sasimenfallen ,  so  füllt  auch  einer  der  beiden  anderen  zngeordneten  Punkte 
mit  jenen  sasammen.    Dies  giebt  den  Satz : 

45.  Liegt  ein  Punkt  iV  auf  der  conischen  Polare  X|  eines 
andern  P|,  so  liegt  Pj  auf  der  conischen  PolarevvoniV,  die 
conischen  Polaren  in  Bezug  anf  (abcd)  genommen. 

Wir  bestimmen  zunächst  die  zweite  Polare  einer  der  vier  Seiten  ahcdy 
%.  B.  der  Seite  a.  Die  cubischen  Polaren  aHer  Punkte  von  a  bestehen  aus 
der  Geraden  n  und  einem  Kegelschnitt  eines  Büschels,  dessen  Grnndpunkte 
man  findet,  wenq  man  die  Durchschnittspunkte  der  cubischen  Polaren  irgend 
zweier  Punkte ,  etwa  A  und  B  bildet.  Es  ist  aber  die  cubische  Polare  von 
A  das  Dreiseit  (a,  (I,  CO")  und  die  von  B  das  Dreiseit  (a,  6,  Ddf^  und  es 
schneiden  sich  die  Oeradenpaare  (d,  Cd'^  und  (6, 2>0')  in  den  vier  Punkten 
CDKG^  Yon  denen  ODE  drei  Ecken  der  vierseitigen  Cnrve  {abcd)  sind. 
Die  drei  Doppelpunkte  des  Büschels  sind  die  Schnittpunkte  S  oder  (d,  CO")^ 
Si  oder  {b^DO')  und  $t  oder  (c,  EO),  Unter  den  conischen  Polaren  der 
Punkte  von  a  versteht  man  Geradenpaare,  deren  einer  Theil  stets  a  ist, 
während  der  andere  die  Polare  des  Punktes  bezüglich  des  Kegelschnittes 
ist,  welcher  einen  Theil  der  cubischen  Polare  jenes  Punktes  bildet.  Alle 
diese  zweiten  Theile  der  conischen  Polaren  der  Punkte  von  a  werden  von 
einem  Kegelschnitt  3)1  umhüllt.  Denn  ist  Q  ein  beliebiger  Punkt,  so  schnei- 
den sich  seine  Polaren  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  des  Büschels 
KEi  iTf  •  •  •>  welche  mit  a  zusammen  die  cubischen  Polaren  der  Punkte  von  a 
bilden,  in  einem  Punkt  O,  und  treffen  a  in  einer  znm  Kegelschnittbüschel  pro- 
jectivischen  Punktreihe,  die  ihrerseits  wieder  in  projectivischer  Beziehung 
steht  zur  Punktreihe  der  Pole  der  cubischen  Polaren  (a,  E)y  (a,  JS^,),  . . . ;  die 
beiden  projectivischen  Punktreihen  auf  a  haben  zwei  Doppelpunkte  und 
deren  Polaren  bezüglich  der  ihnen  entsprechenden  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels Ei^i  ...  sind  es,  welche  durch  Q  gehen.  —  Wenn  wir  statt  des  be- 
liebigen Punktes  Q  den  einen  Doppelpunkt  S  wählen ,  so  hat  dieser  für  alle 
Kegelschnitte  E..,  dieselbe  Polare,  und  ist  @  der  Schnittpunkt  derselben 
mit  a ,  so  ist  die  Polare  von  @  bezüglich  des  ihm  entsprechenden  Kegel- 
schnittes die  einzige,  welche  durch  5  geht.  Daraus  folgt,  dass  der  Doppel- 
pnnkt  5,  und  ebenso,  dass  ^i  und  jS^  auf  SK  liegen.  Dieser  Kegelschnitt 
sehneidet  die  Gerade  a  in  den  beiden  Punkten  M  und  N^  in  denen  a  von 
swei  Kegelschnitte^^  Em  and  A^„  des  Büschels  E...  berührt  wird,  und 
mit  daher  mit  dem  Polarkegelschnitt  von  a  bezüglich  des  Büschels  E .,, 
xasammen,  denn  SS^S^  sind  die  Pole  von  a  in  Bezug  auf  die  drei  Geraden- 
paare  des  Büschels  und  MN  sind  die  Pole  von  a  in  Bezug  auf  Em  nnd  En. 
Es  folgt : 

46.  Die  conischen  Polaren  der  Punkte  einer  der  vier 
Seiten  abcd  haben  als  Enveloppe  einen  Kegelschnitt,  der 
zugleich  der  Polarkegelschnitt  dieser  Seite  in  Bezug  auf 
das  Büschel  der  Kegelschnitte  EE^,,,  ist,   welche  mit  die- 
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ser  Seite   zasammen   die '.cabischen  Polaren  ihrer  Punkte 

bilden. 

Wir  fanden ,  dass  die  conischen  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  / 
bezüglich  {ab cd)  eine  Kegelschnittreihe  vom  Index  2  bilden.  Wieviele  von 
ihnen  berühren  eine  Gerade  g?  Weisen  wir  alle  Kegelschnitte  der  Reihe 
einem  System  £  za  und  die  Polaren  eines  Punktes  Z  bezüglich  derselben 
einem  andern  System  2^, ,  so  erhalten  wir  zwei  geometrisch  verwandte 
Systeme.  Im  System  2^,  werden  alle  Polaren  von  einem  Kegelschnitt  jt,* 
umhüllt,  welchem  in  2^  die  Curve  ft*,  die  Umhüllungscurve  aller  conischen 
Polaren  der  Punkte  von  /,  entspricht.  Der  Geraden  g  entspricht  in  £i  eine 
Curve  y^'.  Den  Schnittpunkten  einer  conischen  Polare  mit  g  entsprechen 
in  £i  die  Schnittpunkte  der  Polare  von  Z  nach  jener  conischen  Polare  mit 
y,',  also  ist  y^*  von  der  zweiten  Ordnung  und  werde  mit  9^,*  bezeichnet. 
Die  beiden  Kegelschnitte  ft,'  und  y^^  haben  vier  gemeinschaftliche  Tangen- 
ten, welchen  in  ^  die  vier  conischen  Polaren  entsprechen,  die  g  berühren. 
Also: 

47.  Unter  allen  Kegelschnitten  einer  Reihe  vom  Index  2 
giebt  es  vier,  welche  eine  bestimmte  Gerade  berühren,  und: 

Die  Pole  aller  conischen  Polaren,  welche  dieselbe  Ge- 
rade berühren,  erfüllen  eine  Curve  ^  vierter  Ordnung. 
Da  von  allen  coniseben  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  nur  zwei 
durch  einen  Punkt  gehen,  so  folgt  umgekehrt,  dass  von  allen  conischen 
Polaren ,  welche  durch  einen  Punkt  gehen ,  nur  zwei  ihre  Pole  auf  irgend 
einer  Geraden  haben.    Daher: 

48.  Der   Ort  der    Pole  der  conischen   Polaren,   welche 
durch  einen  Punkt  P  gehen,  ist  ein  Kegelschnitt  $. 

Wfthlen  wir  P  auf  a,  dann  gehen  die  conischen  Polaren  aller  Punkte 
von  a  durch  P,  also  ist  a  ein  Theil  des  Ortes  $ ,  der  andere  Theil  ist  dem- 
nach eine  Gerade  Oj.  Wenn  P  sich  ändert,  so  ändert  sich  auch  die  Gerade 
a, ;  alle  diese  Geraden  df . . .  werden  aber  von  einem  Kegelschnitt  91  ein- 
gehüllt. Denn  gingen  durch  einen  Punkt  Q  mehr  als  zwei ,  etwa  drei  von 
den  Geraden  n,  a\  a\ ,  so  müsste  die  conische  Polare  von  Q  durch  die  drei 
diesen  Geraden  entsprechenden  Funkte  PPP"  gehen;  dies  geht  aber  nicht, 
da  die  conische  Polare  von  Q  ein  Kegelschnitt  ist,  welcher  die  Gerade  a 
nicht  zu  einem  Theil  hat.  Für  die  Punkte  ABF  von  ajsind  die  Oerter  der 
Pole  der  durch  diese  Punkte  hindurchgehenden  conischen  Polaren  ausser  a 
die  Geraden  dbc,  also  ist  der  Kegelschnitt  91  dem  Dreiseit  {bcd)  ein- 
geschrieben. Die  conische  Polare  irgend  eines  Punktes  AT  von  d  schneidet  a 
ausser  in  A  noch  in  einem  Punkte  ^,  also  geht  die  Gerade  x\  der  Ort  der 
Pole  aller  conischen  Polaren,  welche  durch  X'  gehen,  durch  X.  Der  Punkt 
ä'  ist  ferner  der  Doppelpunkt  einer  conischen  Polare ,  deren  Pol  F  auf  a 
liegt;  dann  ist  XY  die  zweite  Tangente  von  X  an  31»  Da  die  conische  Po- 
lare von  S  das  Geradenpaar  (d,  AC)  ist,  welches  in  J  einen  Doppelpunkt 
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hat,  so  ist  die  zweite  Tangente  von  5  an  91  wieder  d^  d.  fa.  fliegt  auf  91 
nnd  ebenso  liegen  die  anderen  Doppelpunkte  S^  und  S^  auf  iß.  Jeder  der 
Kegelschnitte  SR  und  9t  berührt  daher  die  Geraden  bcd  in  den  Punkten 
SfS^S  und  daraus  folgt,  dass  3R  und  91  zusammenfallen,  und  wir  erhalten 
für  die  zweite  Polare  von  a  die  neue  Definition: 

49.  Ist  P  ein  variabler  Punkt  einer  der  vier  Seiten, 
z.  B.  a,  so  wird  die  Gerade  a, ,  der  Ort  der  Pole  der  coni- 
schen Polaren,  welche  durch  P  gehen,  von  der  zweiten 
Polare  von  a  eingehüllt;  denn  sie  berührt  die  anderen 
drei  Seiten  bcd  in  den  Doppelpunkten  der  drei  Geraden- 
paare des  Büschels  J^A^|...  der  Kegelschnitte,  welche  mit 
a  zusammen  die  cubischen  Polaren  der  Punkte  von  a  bilden. 

Die  Pole  PP^P^,,,  der  cubischen  Polaren  (a,  K) ,  (a,  /if,),  (a^Ä,)... 
sind  in  projectivischer  Beziehung  mit  den  Kegelschnitten  KK^K^,,..  Die 
Polaren  PP^P^,..  bezüglich  Ä'Ä',  Ä^t .. .  seien  p/9|/9, ...;  dieselben  werden 
von  dem  Kegelschnitt  SDl  umhüllt;  sie  mögen  a  in  P'  P\  P\  schneiden 
nnd  es  seien  aa\ a\,.,  die  Oerter  der  Pole  der  conischen  Polaren  der 
Punkte,  welche  durch  P'P\  P\ ...  gehen.  Diese  werden  von  demselben  Ke- 
gelschnitte eingehüllt'  und  es  sind  die  Tangentenbüschel  p  PxPt  •  •  •  ^nd 
aa\d^  auf  9)1  in  projectivischer  Beziehung.  Da  sie  ausserdem  drei  ent- 
sprechend gemeinsame  Strahlen,  nämlich  bcd^  besitzen,  so  sind  sie  identisch 
nnd  wir  schliessen : 

&0.  Liegt  ein  Punkte  auf  der  conischen  Polare  (a,  p) 
eines  Punktes  P  der  Geraden  a,  so  liegt  umgekehrt  P  auf 
der  conischen  Polare  des  Punktes  Q.  Oder:  Der  Ort  der 
Pole  der  conischen  Polaren,  welche  durch  einen  Punkt 
von  a  gehen,  ist  die  conische  Polare  (a, /?)  dieses  Punktes. 

Sind  P  und  X  zwei  Punkte  von  a ,  (a,  p)  und  {a ,  x)  ihre  conischen  Po- 
laren, so  liegen  P  und  X  auf  der  conischen  Polare  vom  Schnittpunkt  (po?), 
und  wenn  X  und  P  zusammenfallen,  also  der  Schnittpunkt  (pp)  der  Be- 
rührungspunkt Q  von  p  und  9)2  wird ,  so  muss  dessen  conische  Polare  die 
Gerade  a  in  P  berühren ,  und  daraus  folgt  für  den  Kegelschnitt  9)1  noch  die 
Definition : 

51.  Der  Kegelschnitt  9R,  die  zweite  Polare  der  Geraden 
a,  ist  der  Ort  der  Pole  der  conischen  Polaren,  welche  a 
berühren. 

Selbstverständlich  gelten  die  Sätze  50  und  51  auch  für  die  anderen 
Seiten  der  vierseitigen  Cnrve  {ab cd). 

Der  Ort  der  Pole  aller  conischen  Polaren,  welche  durch  einen  Punkt  T' 
geben,  ist  ein  Kegelschnitt  Iß.  Ist  P'  ein  beliebiger  anderer  Punkt,  so  ist 
der  Ort  der  Pole  aller  durch  P  gehenden  conischen  Polaren  ein  Kegel- 
schnitt S^'\  beide  Kegelschnitte  $  und  ^'  schneiden  sich  in  vier  Punkten, 


46  Die  harmoniscben  Mittelpunkte  etc. 

deren  conische  Polaren  durch  P  und  P'  gehen.  Auf  der  Geraden  PP'  giebt 
es  keinen  Punkt  von  der  Lage,  dass  der  Ort  der  Pole  der  durch  ihn  gehen- 
den conischen  Polaren  durch  einen  Schnittpunkt  von  ^  und  ^'  ginge;  denn 
wSre  P'  ein  solcher  Punkt,  $"  seine  Ortscurve,  und  ginge  diese  durch  einen 
Schnittpunkt  von  $  und  ^\  so  müsste  dessen  conische  Polare  durch  die  drei 
in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  PPP*  gehen,  was  unmöglich  ist.  Dieser 
Fall  könnte  nftmlich  nur  dann  eintreten,  wenn  PP'  ein  Theil  der  conischen 
Polare  jenes  Schnittpunktes  von  $  und  %  wäre.    Daraus  folgt : 

52.  Die  Ortskegelschnitte  der  Pole  der  conischen  Po- 
laren, welche  durch  die  Punkte  einer  Geraden  gehen,  bil- 
den eine  Kegelschnittsreihe  vom  Index  2. 

Alle  diese  Kegelschnitte  werden  also  von  einer  Curve  vierter  Ordnung 
^'  eingehüllt,  welche  jeden  Kegelschnitt  in  den  vier  Punkten  berührt, 
welche  er  mit  dem  unendlich  benachbarten  gemein  hat.  Sind  P  und  P'  un- 
endlich benachbart  auf  g  und  ist  P  der  Schnittpunkt  von  g  und  a,  so  berührt 
ft"  den  Kegelschnitt  $  in  den  vier  Punkten,  in  denen  er  von  ^  geschnitten 
wird.  Der  Kegelschnitt  %  ist  aber  die  conische  Polare  (aa')  von  P  bezüg- 
lich der  vierseitigen  Curve  [abcd).  Da  sie  auch  die  Curve  ß,  die  Umhül- 
lungscurve  der  conischen  Polaren  aller  Punkte  von  ^,  in  denselben  vier 
Punkten  berührt,  so  haben  die  Cnrven  jt  und  ft"  dieselben  vier  Berührungs- 
punkte mit  den  Doppeltangenten  a  und  d ,  Dasselbe  gilt  von  den  conischen 
Polaren  (ftft')»  (<?«-'')'  (^^')  der  Punkte  (6gf),  {cg\  {dg).  Weil  also  die  Curven 
S  und  $"  die  acht  Doppeltangenten  ab  cd  ab' cd  in  denselben  16  Punkten 
berühren,  so  fallen  sie  zusammen.  Denn  nehmen  wir  wieder  einen  beliebi- 
gen Punkt  Z  und  seine  Polaren  bezüglich  der  conischen  Polaren,  welche 
von  $  eingehüllt  werden,  und  auch  bezüglich  der  Ortskegelschnitte  $... , 
welche  von  ^  eingehüllt  werden,  so  werden  die  ersteren  einen  Kegelschnitt 
S ,  die  anderen  einen  Kegelschnitt  (S'^  einhüllen.  Beide  Kegelschnitte  be- 
rühren dieselben  vier  Geraden,  nämlich  die  Polaren  von  Z  bezüglich  der 
Geradenpaare  {aa\  (bb')^  (<^0»  (^^)  ^^  denselben  vier  Punkten  und  fallea 
also  zusammen.  Daher  ist  dasselbe  mit  St  und  ^'  der  Fall.  Wir  können 
uns  demnach  die  Curve  ft  auf  zwei  Arten  erzeugt  denken,  erstens  als  En» 
veloppe  der  Kegelschnitte  ^ . . .  und  zweitens  als  Enveloppe  der  conischen 
Polaren  der  Punkte  von  g.  Diese  Kegelschnittstangentehbüschel  sind  in 
projectivischer  Beziehung,  und  da  viermal  entsprechende  Kegelschnitte 
zusammenfallen,  nämlich  die  den  Punkten  (ay),  {bg)y  (c^),  (dg)  entspre- 
chenden, so  fallen  alle  Paare  entsprechender  Kegelschnitte  zusammen«  Ist 
also  P  ein  Punkt  von  g,  so  fällt  der  Kegelschnitt  $ ,  der  Ort  der  Pole  der 
durch  P  gehenden  conischen  Polaren ,  mit  der  conischen  Polaren  von  P  zu 
sämmen.   Also : 

63.  Der  Kegelschnitt  $,  der  Ort  der  Pole  der  durch 
einen  Punkt  gehenden  conischen  Polaren,  ist  die  conische 
Polare  dieses  Punktes.     Oder: 
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Liegt  ein  Pnnkt  Q  auf  der  conischen  Polare  eines  an- 
dern P,  80  liegt  dieser  auf  der  conischen  Polare  des  ersten. 
So  wären  wir  also  anf  einem  andern  Wege  zu  dem  Satze  45  gelangt. 
Gleichzeitig  folgt: 

54.  Der  Ort  der  Pole  derjenigen  conischen  Polaren, 
welche  eine  Oerade  g  berühren,  die  Curve  S^  (vergl.  47)  ist 
die  zweite  Polare  dieser  Geraden. 

Es  sei  nun  M  ein  Punkt  der  gemischten  conischen  Polare  9C|,  der  Punkte 
Pi  nnd  i\,  es  liege  also  M  auf  der  conischen  Polare  von  P^  bezüglich  der 
cnbischen  Polare  von  Pi  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  der  conischen  Polare 
von  P^  nach  der  cnbischen  von  P^^  dann  mnss  die  gerade  Polare  von  ^be- 
zfiglieh  der  cnbischen  von  P,  durch  P^  gehen.  Nennen  wir  nt*  die  cubische 
Polare  von  P^;  da  Af  auf  der  geraden  Polare  von  P|  bezüglich  tjc^^  liegt,  so 
mass  P|  auf  der  conischen  Polaren  v^n  M  bezüglich  »,'  liegen.  Daraus  folgt: 

55.  IstAf  ein  Punkt  der  gemischten  conischen  Polare  Kit 
zweier  Punkte  P^  und  P,,  so  liegt  Pj  auf  der  conischen  Po- 
lare von  i/ bezüglich  der  cnbischen  Polare  tti' von  P,.    Oder: 

Geht  die  conische  Polare  von  P,  bezüglich  der  cubi- 
scbenPolare  vonfj  durch  üf,  so  geht  die  gerad'ePolarevon 
F,  in  Bezug  auf  die  conische  Polare  von  M  durch  P|. 

Wir  nehmen  nun  an,  es  habe  die  cubische  Polare  tej'  von  P,  einen 
Doppelpunkt  P„  so  dass  also  die  conische  Polare  von  ilf  bezüglich  tc,'  durch 
P^  gebt,  dann  mnss  nach  dem  vorigen  Satze  auch  die  Polare  von  Hl  nach  der 
conischen  Polare  von  P,  durch  Pj  gehen.  Die  conische  Polare  von  P,  muss 
dnrch  P,  und  also  auch  die  conische  Polare  von  P,  durch  P,  gehen.  Es  geht 
also  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  M  bezüglich  der  conischen  Polare 
von  Pt  durch  Pj,  also  ist  P,  ein  Doppelpunkt  derselben  und  es  folgt: 

56.  Hat  die  cubische  Polare  9C|'  von  P|  einen  Doppel- 
punkt Pfy  SO  hat  die  conische  Polare  von  P,  einen  Doppel* 
punkt  in  P,.     Oder: 

Die  conischen  Polaren  aller  Punkte  P  der  Curve  von 
▼  OD  Hesse  sind  Geradenpaare,  deren  Scheitel  in  den  ent* 
sprechenden  Punkten  der  Curve  von  Steiner  liegen,  so  dass 
für  diese  neue  Definition  erfolgt: 

Die  Steiner^sche  Curve  ist  der  Ort  der  Doppelpunkte 
der  conischen  Polaren. 

Die  conische  Polare  irgend  eines  Punktes  P  schneidet  die  Hess  ersehe 
Carve  in  vier  Punkten,  deren  conische  Polaren  in  Geradenpaare  zerfallen, 
von  denen  ein  Theil  durch  P  geht;  also  folgt: 

57.  Die  Enveloppe  der  conischen  Polaren,  welche  in 
Geradenpaare   zerfallen,   ist  eine  Curve  vierter  Classe  C.. 

Wenn  der  Punkt  P  sich  auf  einer  Geraden  g  bewegt,  so  durchläuft 
seine  conische  Polare  »*  eine  Kegelschnittreihe  vom  Index  2.    So  oft  ein 
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Kegelschnitt  der  Reihe  die  Hesse^sche  Carve  berührt,  so  oft  wird  der 
Punkt  P  bei  seiner  Bewegung  auf  der  Cnrve  C^  liegen  Um  die  Anzahl 
dieser  Kegelschnitte  zu  finden,  weisen  wir  alle  Kegelschnitte  tc'...  einem 
System  E  zu  und  die  Polaren  Pi . . .  eines  beliebigen  Punktes  Z  in  Bezug  auf 
jene  einem  System  ^,.  Es  werden  alle  Polaren  P|...  von  einem  Kegel- 
schnitt ß|'  umhiillt.  Der  Hesse'  sehen  Cnrve  H^  zu  Z  gerechnet,  entspricht 
in  2^1  eine  Curve  H^ ,  und  soviel  gemeinschaftliche  Tangenten  St\^  und  B^ 
haben,  soviel  Kegelschnitte  n^  berühren  die  Hesse 'sehe  Curve  ZT*.  Da 
durch  jeden  Punkt  zwei  Kegelschnitte  tc'  gehen,  so  bestimmen  sie  ein 
Büschel ;  alle  diese  unzähligen  Büschel,  welche  durch  je  zwei  Kegelschnitte 
n^  bestimmt  werden,  bilden  ein  Netz.  Die  Tripelcurve  dieses  Netzes 
oder  die  Hesse' sehe  Curve  desselben  bezeichnen  wir  mit  ZT'  und  seine 
Cayley'sche  Curve  mit  C,.  Zwei  von  den  Kegelschnitten  des  Netzes, 
7^  und  ;c,',  bestimmen  mit  dem  Kegelschnitt  J7*  ein  neues  Netz,  dessen 
Hesse 'sehe  Curve  H^^  und  Cayley'sche  Curve  C\  sei.  Die  beiden 
Hesse 'sehen  Curven  H^  und  H^^  haben  die  drei  Tripelpunkte  der  Kegel- 
schnitte if^  und  TTi*  gemeinschaftlich  und  die  beiden  Cayley' sehen  Curven 
C^  und  C\  haben  die  sechs  Verbindungslinien  der  vier  Grundpunkte  des 
Kegelschnittbüschels  {j^ n^)  als  gemeinsame  Tangenten,  ausserdem  also 
noch  drei  gemeinschaftliche  Tangenten ,  sie  seien  mno.  Die  Tangente  m 
schneide  die  Kegelschnitte  H^n^nx^n^^  wenn  n^  eine  conische  Polare  eines 
Punktes  von  ^  ist,  in  ^O/'C^  P,ö,  Aö«,  und  da  (vergl.  Schröter,  Stei- 
ner's  Vorlesungen,  S  62)  $0/^ö^i  Qx  sowohl,  wie  PQPxQxPtQt  eine  In- 
volution bilden,  so  gehören  die  vier  Punktpaare  ^ZXPQPt  Oi  P%Qt  derselben 
Involution  an  und  haben  dieselben  Doppelpunkte  Mm\ 

Von  einem  Punkte  P  eines  Kegelschnitts  tt*  des  ersten  Netzes  lassen 
sich  an  die  Cayley'sche  Curve  C^  drei  Tangenten  ziehen,  welche  tt'  noch 
in  drei  Punkten  schneiden,  welche  mit  P  zusammen  vier  verbundene  Punkte, 
d.  h.  Grundpunkte  eines  Büschels  des  Netzes  bilden.  Also  gehören  PQ^ 
P\0\i  PfQt  je  zu  einer  Gruppe  verbundener  Punkte  und  alle  Punktepaare 
auf  m ,  welche  mit  den  drei  Punktepaaren  PQ,  Px  Qx  i  A  Ot  ^^  einer  In- 
volution gehören  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  MM'  harmonisch  getrennt 
sind ,  gehören  zu  einer  Gruppe  verbundener  Punkte.  Daher  gehören  auch 
ißO  zu  einer  Gruppe  verbundener  Punkte.  Jede  der  drei  Tangenten  mno 
schneidet  also  ZT'  in  einem  Punktepaar,  welches  zu  einer  Gruppe  verbun- 
dener Punkte  gehört.    Daher  folgt : 

ß8.  Auf  jedem  Kegelschnitt  liegen  drei  Punktpaare, 
welche  zu  einer  Gruppe  verbundener  Punkte  gehören. 

Haben  zwei  Curven  K^  und  Ä",*  zwei  Kegelschnitte  w* 
und  TT,*  gleichzeitig  zu  conischen  Polaren,  so  haben  ihre 
Cayley'schen  Curven  (7,  und  C\  die  sechs  Seiten  des  durch 
die  vier  Grundpunkte  von  tt'  und  tt,'  bestimmten  vollstän- 
digen  Vierecks    zu   gemeinschaftlichen   Tangenten.      Auf 
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d^n  anderen  drei  gemeinschaftlichen  Tangenten  liegen 
je  zwei  Schnittpunkte  der  Hesse'schen  Curven  H'  und  ^,s 
and  sind  für  beide  conjugirte  Punkte. 

Es  giebt  stets  18  Gerade,  welche  von  vier  beliebigen 
Kegelschnitten  in  den  Punktpaaren  einer  Involution  ge> 
schnitten  werden;  denn  sind  die  vier  Kegelschnitte  H^^ni^n^y  so 
lassen  sich  auf  sechs  verschiedene  Arten  je  zwei  Kegelschnittnetze  bil- 
den ,  die  dieselben  zwei  Kegelschnitte  enthalten. 

Es  liegen  also  auf  H*  drei  Punktpaare,  von  denen  jedes  zu  einer 
Gruppe  von  Grundpunkten,  in  denen  sich  zwei  Kegelschnitte  der  Reihe 
n^...  schneiden,  gehört.  Die  Hesse ^sche  Curve  J7'  von  {abcd)  rechnen 
wir  zam  System  2,  ihr  entspricht  in  H^  die  Curve  Zf,.  Eine  beliebige  Ge- 
rade p,  schneidet  J7,  in  soviel  Punkten ,  als  der  entsprechende  Kegelschnitt 
yi^  und  ff*  sich  schneiden,  also  in  vier  Punkten,  und  daher  ist  J7,  von  der 
vierten  Ordnung  und  werde  mit  ffi*  bezeichnet.  Jedem  Punkt  von  ff*  ent- 
spricht dabei  ein  Punkt  von  ffi*^  aber  jedem  Punkt  eines  Paares  $Oi  wel- 
ches zu  einer  Gruppq  verbundener  Punkte  gehört,  entspricht  derselbe  Punkt 
von  ffi*y  und  da  es  auf /^'  drei  solche  Punktpaare  giebt,  so  hat  i^/  drei 
Doppelpnnkte.  -  •  Ist  ^,  ein  beliebiger  Punkt  von  2^,,  so  entspricht  dem 
dnrch  ihn  gehenden  Strahlenbüschel  ein  Kegelschnittbüschel  in  2^  und  da 
sechs  Kegelschnitte  desselben  den  Kegelschnitt  ff*  berühren,  so  lassen  sich 
von  i?,  sechs  Tangenten  an  ff^^  ziehen,  also  ist  ZT/  von  der  sechsten  Classe. 
—  Axkf  ff*  liegen  aber  noch  andere. Punktpaare  verbundener  Grundpunkte, 
n&oflich  in  jedem  der  sechs  Schnittpunkte  von  ZT'  mit  der  Hess  ersehen 
Curve  ff*  des  Netzes  ist  ein  solches  Paar  vereinigt.  Ist  R  einer  dieser 
Punkte,  so  giebt  es  einen  Kegelschnitt  q*  des  Netzes,  welcher  ff*  in  B  be- 
rühren mag,  und  da  R  ein  Punkt  von  ff*  ist,  so  müssen  alle  Kegelschnitte 
^*. . .  des  Netzes,  welche  durch  R  gehen,  sich  und  ff*  in  R  berühren.  Einer 
von  ihnen  wird  auch  durch  den  B  unendlich  benachbarten  Punkt  auf  ff* 
gehen,  also  ff*  dreipunktig  berühren  oder  osculiren. 

Es  giebt  also  sechs  Kegelschnitte  des  Netzes,  welche  einen  beliebigen 
Kegelschnitt  ff*  dreipunktig  berühren.  Im  System  ^,  entspricht  jedem 
dieser  Kegelschnitte  eine  Gerade,  welche  mit  ^,^  drei  zusammenfallende 
Punkte  gemein  hat,  also  eine  Wendetangente.  Da  es  ferner  im  Kegelschnitt- 
netz  vier  Kegelschnitte  giebt,  welche  U*  doppelt  berühren,  so  können  wir 
folgern : 

59.  Dem  Kegelschnitt  ff*  des  Systems  2  entspricht  im 
System  X,  eine  Curve  ZT/  von  der  vierten  Ordnung  und 
sechsten  Classe,  welche  drei  Doppelpunkte,  sechs  Wende- 
tangenten und  vier  Doppeltangenten  hat. 

In  jedem  Kegelschnittnetzc  giebt  es  sechs  Kegel- 
schnitte, welche  einen  beliebigen  Kegelschnitt  dreipunk- 
tig berühren. 

ZctUchrift  f.  Mathematik  u.  Pbynik,  XX,  1.  4 
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Reciprok  hiermit  ist  der  Satz : 

Die  geraden  Polaren   der  Punkte  eines  Kegelschnitts 
in   Bezog    auf   eine  Cnrve    dritter  Ordnung   nrnhüllen   eine 
Curve  viert  er  Classe  sechst  er  Ordnung,  welche  drei  Doppel- 
tangenten, sechs  Wendepunkte  und  vier  Doppelpunk  te  hat. 
Ginge  der  Kegelschnitt  H^  zuf&llig  durch  drei  von  vier  verbundenen 
Grundpunkten,  etwa  g$09lt  dann  sind  die  drei  Geraden  $0,  OSi,  SR$ 
die   obengenannten    drei  gemeinschaftlichen   Tangenten  mno  der  beiden 
Cayley^schen  Curven.    In  diesem  Falle  entspricht  dem  Kegelschnitt  H* 
eine  Curve  ^,/  mit  einem  dreifachen  Punkt  ißi ,  so  dass  der  Satz  &9  sich 
ändert  in : 

60.  Geht  der  Kegelschnitt  H^  des  Systems  2  durch  drei 
von  vier  verbundenen  Grundpunkten,  so  entspricht  ihm 
in  JS,  eine  Curve  J7i/  vierter  Ordnung  sechster  Glasse  mit 
einem,  dreifachen  Punkt,  welche  sechs  Wendetangenten 
und  vier  Doppeltangenten  hat. 

Wenn  wir  der  analytischen  Geometrie  den  Satz  entnehmen,  dass  eine 
Curve  zweiter  Classe  und  eine  Cürve  sechster  Classe  zwölf  gemeinschaft- 
liche Tangenten  haben,  so  folgt,  dass  die  Curven  ft,*  und  iT,*  oder  ft,*  und 
J7\i  zwölf  gemeinschaftliche  Tangenten  haben.    Also  vervollstäudigen  wir' 
den  Satz  57  in : 

61.  Die  Enveloppe  der  coniscben  Polaren  der  Curve 
(abcd)^  welche  in  Geradenpaare  zerfallen,  ist  eine  Curve 
C^  vierter  Classe  zwölfter  Ordnung.  • 

Hiermit  wären  die  Haupteigenscbaften  der  Polaren  der  Cnrve  (ab cd) 
allein  mit  den  Hilfsmitteln  der  Geometrie  der  Lage  abgeleitet.  Im  Folgen 
den  soll  gezeigt  werden,  dass  dieselben  ihre  Geltung  behalten,  wenn  statt 
der  Curve  {ab cd)  eine  allgemeine  Curve  vierter  Ordnung  eintritt.  Zuvor 
aber  soll  der  Beweis  eines  auf  S.  26  benutzten  Satzes  gegeben  werden,  dass 
nämlich  vier  Curven  eines  Büschels  cubischer  Polaren  von  {ab cd)  eine 
beliebige  Gerade  berühren.  —  Wir  denken  uns  ein  festes  Kegelschnitt- 
büschel  mit  den  vier  Grnndpunkten  B^  B^  B^  B^  und  auf  einer  festen  Ge- 
raden g  eine  zu  dem  Büschel  projectivische  Punktreihe  P. ...  Auf  einer 
zweiten  festen  Geraden  bewege  sich  ein  Punkt  X^  dann  ist  das  Strahlen- 
büschel X{P.,.)  in  projectivischer  Beziehung  mit  dem  KegelschnittbUschel 
und  erzengt  mit  diesem  durch  die  Schnittpunkte  homologer  Elemente  eine 
Cnrve  dritter  Ordnung  ft^  Bei  der  Bewegung  von  X  auf  /  durchläuft  JH 
alle  Curven  eines  Büschels.  Von  den  neun  Grnndpunkten  sind  vier  die 
Punkte  BiB^B^B^]  das  Kegelschnittbüschel  schneidet  g  in  einer  znr  Reihe 
P. . .  projectivischen  Punktinvolntion ,  von  deren  Punkten  drei  auf  die  ent- 
sprechenden Punkte  P. ..  fallen.  Diese  drei  Punkte  sind  ebenfalls  drei 
Grundpunkte  des  Büschels  ß'...  und  die  letzten  beiden  endlich  sind  die 
Schnittpunkte  von  /,  als  gemeinschaftlichem  Strahl  aller  Büschel  JT...  mit 
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dem  ihm  entsprechend eq  Kegelschnitt.  Von  den  neun  Orundpnnkten  liegen 
aho  drei  anf  einer  Geraden  nnd  die  anderen  sechs  anf  einem  Kegelschnitt, 
wie  bei  einem  Bfischel  cnbischer  Polaren  von  {ah cd).  Eine  Transversale  / 
sehneidet  die  Kegelschnitte  des  Büschels  in  einer  zur  Reihe  P, . .  anf  g  pro- 
jectivischen  Panktinvolntion  P,  /^, » . . . .  Die  Enveloppe  von  P P\^  PPt ...  ist 
eine  Carve  dritter  Classe  vierter  Ordnung  Ss,  welche  t  zur  Doppeltangente 
und  g  zur  einfachen  Tangente  hat.  Von  X  geben  an  €3  drei  Tangenten, 
welche  t  in  drei  Punkten  schneiden,  nnd  diese  sind  die  Schnittpunkte  von  i 
mit  der  X  entsprechenden  Curve  ^.  So  oft  /  die  €9  schneidet,  so  oft  fallen 
zwei  dieser  drei  Ponkte  zusammen  und  so  oft  berührt  eine  ^  die  Transver- 
sale /.  Da  aber  €,  von  der  vierten  Ordnung  ist ,  so  geschieht  dies  viermal 
und  der  Satz  ist  also  bewiesen.  (Ueber  diesen  Beweis  siehe  Schröter, 
Steiner^s  Vorlesungen ,  § 40.) 

Eine  Gerade  g  schneide  die  Seiten  abcd  der  vierseitigen  Curve  der 
Reihe  nach  in  MNOP,  Wenn  man  dann  durch  diese  vier  Punkte  die  Seiten 
eines  andern  Vierseits  legt  und  auf  ^  einen  Punkt  Q  nimmt,  so  schneiden 
sich  die  geraden  Polaren  von  Q  bezüglich  der  beiden  vierseitigen  Curven 
in  einem  Punkte  von  g.  Um  dies  zu  zeigen ,  lassen  wir  von  den  vier  Seiten 
des  ersten  Vierseits  drei,  abd,  ungeändert  und  ziehen  durch  O  beliebige 
Gerade  C|C,Cg...y  so  dass  also  abcd,-  abc^d,  abc^d^  ...  die  verschiedenen 
Vierseite  sind.  Die  geraden  Polaren  qq\qf**  von  Q  bezüglich  der  Dreiseite 
(6  de),  {bdc^)y  {bdc^y . . .  schneiden  g  in  demselben  Punkte  O  und  a  in  einer 
znm  Büsche]  D(9^i9«  . . .)  projecti  vischen  Punktreihe' ^^,  B^  ...,  die  ihrer- 
seits wieder  mit  dem  Büschel  0  (cc^c^ ...)  projectivisch  sein  muss;  die 
gerade  Polare  q'  von  Q  bezüglich  des  Dreiseits  (abd)  schneide  c  <;,  c, .. .  in 
TTiTf  ..,  dann  ist  diese  Punktreihe  in  projectivischer  Beziehung  mit 
RHiR^  ..  und  es  sind  die  Geraden  BT,  RyTi^  B^Tf,  ...  die  geraden  Po- 
laren von  0  bezüglich  der  Vierseite  {abcd)^  {abc^d\  {abc^d)  ,..,  Es  werde 
die  Gerade  QE  durch  /  von  b  und  d  harmonisch  getrennt,  dann  müssen  sich 
die  Geraden  c  und  9,  C|  und  ^i,  c,  und  ^, ,  ...  auf/  schneiden.  Nun  sei  fH 
der  Schnittpunkt  von  a  und  /,  c  die  Gerade  09ft,  dann  muss  die  gerade  Po- 
lare q  von  Q  bezüglich  des  Dreiseits  {bdc)  durch  den  Schnittpunkt  dt  von 
/  nnd  c  gehen.  Durch  denselben  Schnittpunkt  muss  auch  q'  gehen,  also  sind 
die  projectivischen  Punktreihen  a^RR^  R^...)  und  q'  {TT^  7", . . .)  in  perspec- 
tivischer  Lage ,  weil  ihr  gemeinschaftlicher  Punkt  St  sich  selbst  entspricht, 
nnd  daher  schneiden  sich  die  geraden  Polaren  RT^  Ri^i,  R^T^,  .•*  von  0 
bezüglich  der  einzelnen  Vierseite  in  einem  Punkte.  Um  denselben  näher 
%n  bestimmen,  nehmen  wir  die  Gerade  g  selbst  als  eine  der  Geraden  er,  r^ ... 
an,  dann  ist  die  gerade  Polare  von  Q  bezüglich  des  Dreiseits  {bdg)  die  Ge- 
rade g  selbst,  welche  a  in  M  schneidet,  so  dass  also  M  zur  Reihe  RR^  li^ ..» 
gehört.  Wenn  q'  und  g  sich  in  3R  schneiden,  so  gehört  äR  zur  Reihe 
77*1  r,...,  und  zwar  sind  ilfund  9Dt  entsprechende  Punkte  und  daher  muss 
der   Schnittpunkt  niler  geraden  Polaren   von  Q  bezüglich  der   Vierseite 
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(abcd)^  (abc^d)^  (a6c,cf), ...  auf  g  liegen.  Lassen  wir  nnn  bei  jedem  von 
den  erhaltenen  unendlich  vielen  Vierseiten  die  Seite  d  in  alle  möglichen 
Lagen  did^d^.,,  am  den  Punkt  P  sich  bewegen,  so  folgt,  dass  für  alle  diese 
doppelt  anendlich  vielen  Vierseite  (abCj^dy)  die  geraden  Polaren  von  Q  sich 
in  demselben  Punkte  von  g  schneiden  müssen.  Und  wenn  endlich  die  Ge- 
raden a  und  b  alle  möglichen  Lagen  a,a,a, ...  und  ^i^t^s-**  ^^  ^  ^^^  ^ 
annehmen,  so  miiss  die  gerade  Polare  von  Q  in  Bezug  auf  jedes  der  Vier- 
seite {a^b^Csdy)y  wenn  upa;y  jeden  der  Werthe  1  bis  od  annehmen,  durch 
denselben  festen  Punkt  von  g  gehen.  Da  es  aber  ausser  den  durch  (aa,6pCx^y) 
beseichneten  Vierseiten  keines  giebt,  dessen  Seiten  durch  die  Punkte  MNOP 
gehen ,  so  folgt  der  Satz : 

62.  Sind^fiVO/'vierPunkte  einerOeradeny,  ßein  fünf- 
ter Punkt  derselben  Oeraden,  so  trifft  die  gerade  Polare 
von^  in  Bezug  auf  irgend  ein  Vierseit,  dessen  Seiten  durch 
die  ersten  vier  Punkte  gehen,  die  Gerade  g  in  einem  festen 
Punkt  Q',  Dieser  heisst  der  harmonische  Mittelpunkt  des 
ersten  Grades  der  vier  Punkte  MNOP  in  Bezug  auf  Q  als 
Pol.  Er  ist  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  der  fünf  Punkte 
MNOPQ  abhängig. 

Wählen  wir  von  allen  Vierseiten  zwei  aus,  (abcd)  und  (a^^|C,  f/^),  dann 
muss  die  cubische  Polare  von  Q'  in  Bezug  auf  jedes  der  Vierseite  durch  Q 
gehen.  Sie  schneide,  nach  {abcd)  genommen,  g  \n  ü  und  F,  und  nach 
yja^byC^d^)  genommen,*^;  in  [/,  und  F,,  dann  müssen  sich  die  geraden  Polaren 
von  üVüiVf  in  Q'  schneiden,  sowohl  in  Bezug  auf  (ab cd),  als  (o, 6|C|</,), 
und  umgekehrt  müssen  die  beiden  cnbischen  Polaren  sich  ausser  in  Q  in 
den  vier  Punkten  üVüt  F|  von  g  scbneiden;  dies  geht  aber  nicht  anders, 
als  wenn  U  und  £/, ,  V  und  F,  zusammenfallen ,  d«  h.  die  cnbischen  Polaren 
von  Q'  in  Bezug  auf  jedes  der  Vierseite  (ab cd)  und  {a^h^c^d^)  müssen  sich 
in  drei  Punkten  QU  F  von  g  schneiden.    Dies  giebt  den  Satz: 

68.  Sind  MNOP  vier  Punkte  ein  er  Geraden  9,  Ö'  ein  fünf 
ter  Punkt  derselben  Geraden,  so  trifft  die  cubische  Po- 
lare von  ^'in  Bezug  auf  irgend' ein  Vierseit,  dessen  Seiten 
durch  die  ersten  vier  Punkte  gehen,  die  Gerade  g  in  drei 
festen  Punkten  QUV.  Diese  sind  nur  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  fünf  Punkte  MNOPQ'  abhängig  und  heissen  dio 
harmonischen  Mittelpunkte  des  dritten  Grades  für  die 
vier  Punkte  MNOP  in  Bezug  auf  Q'  als  Pol. 

Unter  der  coniBchen  Polare  dea  Punktes  Q'  in  Bezug  auf  {abed)  ver* 
steht  man  die  coniBcbe Polare  von  iXin  Bezug  auf  die  cubische  Polare  vonQ' 
und  da  diese  die  Gerade  g  in  drei  festen  Punkten  £)^F  schneidet,  so  schneidet 
die  conische  Polare  von  Q'  bezüglich  {ab cd)  die  Gerade  g  in  zwei  festen 
Punkten  U  und  93,  den  harmonischen  Mittelpunkten  des  zweiten  Grades  für 
die  drei  Punkte  QUV  in  Bezug  auf  Q'  als  Pol.    In  Uebereinstimmung  mit 
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rier  coDisclien  Polare  eines  Punktes  Q'  nach  (ab cd)  sollen  U  und  $  auch  die 
harmonischen  Mittelpunkte  des  zweiten  Grades  für  die  vier  Punkte  Mf^OP 
in  Bezug  auf  Q'  als  Pol  heissen.    Darin  liegt  der  Satz : 

64.    Sind  MNOP  vier  Punkte  einer  Geraden  g^   Q'  irgend 
oin   fünfter  Punkt  derselben,   so   schneiden   sich   die  coni- 
schen Polaren    von   Q'  in    Bezug   auf  alle   Vierseite,    deren 
Seiten  durch    MNOP  gehen,   in   denselben   beiden   Punkten 
von  g  ^  die  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  der  fiinfP  unkte 
MNOPf/  abhängen  und  die  harmonischen  Mittelpunkte  zwei- 
ten  Grades    der   vier   Punkte  MNOP  für  ff  als  Pol    heissen. 
Ans  den  SXtzen  Über  die  Polaren  der  vierseitigen  Cnrve  folgert  man 
unmittelbar  solche  über  die  harmonischen  Mittelpunkte  von  vier  Punkten 
und  ans  ihnen  folgen  dann  auf  dem  von  Cremona  (vergl.  Einleitung  in 
eine    geometrische  Theorie   der  ebenen  Curven)   angegebenen  Wege   die 
Eigenschaften  der  Polaren  einer  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung. 


III. 

üeber  die  Dichtigkeitsverhftltnisse  des  intermolecularen 

Aethers. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Witt  wer 

in  Regensburg. 


Seit  den  Arbeiteu  Young's  und  Fresnel*s  gilt  es  bei  sämintlichen 
Physikern,  die  sich  eingehender  mit  der  Theorie  des  Lichtes  beschäftigten, 
als  ansgemacht,  dass  es  einen  allenthalben  im  Universum  verbreiteten  Stoff 
gebe,  den  Aether,  der  eine  ausserordentliche  Elasticität  besitzt,  und  dass 
durch  dessen  Vibrationen  die  Erscheinungen  des  Lichtes  hervorgerufen 
werden,  wie  dieses  bezüglich  des  Schalles  durch  die  Schwingungen  der 
wägbaren  Atome  geschieht.  Da  es  auch  durchsichtige  Körper  giebt,  ja,  da 
ohne  Zweifel  alle  Körper  durchsichtig  sind ,  wenn  sie  nur  in  gehörig  dün- 
nen Schichten  hergestellt  werden  können,  so  muss  folgerichtig  angenommen 
werden,  dass  der  Aether  auch  in  den  Körpern  allgemein  verbreitet  sei.  Das 
Licht  bewegt  sich  durch  die  Körper  in  anderer  Weise,  als  durch  den  all- 
gemeinen Raum,  und  dieser  Umstand  lässt  darauf  schliessen,  dass  die  Kör- 
peratome auf  den  Aether  eine  Einwirkung  üben;  weil  aber  zu  jeder  Wir- 
kung eine  Gegenwirkung  gehört,  so  muss  auch  der  Aether  wieder  auf  die 
Atome  einen  Einfluss  ausüben.  Der  Aether  spielt  demgemäss  in  den  Kör- 
pern nicht  etwa  die  Rolle  der  Luft,  die  das  Spinngewebe  durchzieht,  sondern 
die  eines  constituirenden,  zur  Feststellung  der  Eigenthümlichkeit  des  Körpers 
wesentlicheu  Bestandtheiles,  und  da  er  in  allen  Körpern  ist,  so  übertrifft  er 
an  Bedeutung  jeden  der  sogenannten  chemischen  Grundstoffe;  denn  von  die- 
sen ist  keiner,  der,  wie  der  Aether,  in  sämmtlichen  Körpern  sich  vorfindet. 

Trotz  dieser  hohen  Bedeutung  des  Aethers  lässt  sich  nicht  leugnen, 
dass  seine  Naturgeschichte  lange  nicht  so  bekannt  ist,  als  es  wtinschens- 
werth  wäre,  und  während  die  Chemiker  ihn  vollständig  ignoriren,  wii-d  er, 
man  darf  wohl  sagen ,  von  der  grossen  Mehrzahl  der  Physiker  als  eine  Art 
von  unvermeidlichem  JVo/t  me  längere  betrachtet.  Was  würden  die  Chemiker 
von   einem   Chemiebuche   sagen,    welches  den  Sauerstoff  ignorirt?     Der 
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Sauerstoff  ist  aber  nicbt  in  allen  Körpern ,  wie  der  Aether,  und  ist  darum 
aoch  in  chemiscber  Beziehung  weit  entfernt,  mit  diesem  von  gleicher  Be- 
deotang  sn  sein.  Andererseits  sind  jedem  Physiker  die  elektrischen  und 
magnetischen  Fluid a  geläufig «  obwohl  ihre  Existenz  jedenfalls  viel  proble- 
matischer ist,  als  die  des  Aethers. 

Im  Nachstehenden  möge  mir  gestattet  sein,  die  Aufmerksamkeit  der 
Fachmänner  zunächst  auf  die  Dichtigkeiti<verhältnisse  des  Aethers  in  den 
Körpern  «u  lenken.  Was  über  diese  in  den  Büchern  zu  finden  ist,  ist  ent- 
weder gar  nichts,  oder  die  Angabe,  dass  der  Aether  in  den  Körpern  dichter 
sei ,  als  im  allgemeinen  Räume ,  und  dass  sich  um  die  Atome  herum  die 
Aethertheilchen  atmosphärenartig  in  der  Weise  herumlagern,  dass  die  den 
Atomen  näheren  Schichten  immer  dichter  werden ,  wobei  dann  regelmässig 
eine  Abbildung  der  Bedtenbach  er 'sehen  Dynamide  vorgeführt  wird. 

Ich  halte  diese  Annahme  für  unrichtig  und  glaube,  dass  der  Aether 
in  der  Nähe  der  Atome  weniger  dicht  sei,  als  fern  davon.  Meine 
Gründe  beruhen  auf  den  Erscheinungen  des  Lichtes,  denn  ich  gehe  von 
dem  Grundsatae  aus,  dass  das  Licht,  welches  uns  zuerst  die  Existenz  des 
Aethers  kennen  lehrte ,  auch  heutzutage  noch  die  einzige  unter  den  physi- 
calischen  Disciplinen  sei,  die  uns  über  die  Beschaffenheit  des  Aethers  zu 
mehr  zu  führen  vermag ,  als  zu  blossen  Vermuthungen ,  die  jedenfalls  nicht 
im  Stande  sind,  das  zu  erschüttern,  was  bei  dem  Lichte  die  Rechnung  und 
die  Beobachtung  ergeben* 


Betrachtet  man  die  allgemein  übliche  Formel 

1)  «'  =  ''/7' 

in  welcher  v  die  Geschwindigkeit  einer  Welle,  in  unserem  Falle  also  des 
Lichtes,  c  eine  Constante,  e  den  Elasticitätscoefficieitten  des  Mediums  und 
d  seine  lineare  Dichtigkeit  bedeuten,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  zur  Berech- 
nang  von  v  die  Kenntniss  des  Werthes  von  e  unbedingt  nothwendig  sei. 

In  jedem.  Medium  giebt  es  eine  Stellung  der  dasselbe  constituirenden 
Theilchen ,  in  welcher  sich  befindend  die  Theilchen  in  Ruhe  sind.  Es  ist 
dieses  die  Stellung,  in  welcher  sämmtHche  von  den  übrigen  Theilchen  auf 
ein  gegebenes  ausgeübten  Wirkungen  sich  aufheben.  Rückt  man  eines  der- 
selben aus  seiner  Ruhelage,  so  ist  die  von  den  umgebenden  auf  dasselbe 
bethatigte  Wirkung  eine  andere,  das  Resultat  dieser  abgeänderten  Thätig- 
keit  ist  wenigstens  innerhalb  bestimmter,  der  sogenannten  Elasticitätsgren- 
zen,  ein  Bestreben,  das  bewegte  Theilchen  wieder  in  die  Gleichgewichtslage 
zurückzuführen ,  und  dieses  Bestreben  heisst  man  Elasticität. 

Es  stelle die  Function  dar,  nach  welcher  die  Aethertheilchen  sich 

abstossen,  wenn  man  b  und  n  positive  Constante,  r  die  Entfernung  eines 
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Aethertheilchens  von  dem  zunächst  betrachteten  aus  der  Ruhelage^  entfern- 
ten, nnd  das  Zeichen  —  eine  Abstossnng  bedeuten  lässt.  Beträgt  die  Ent- 
fernung des  Aethertheilchens  von  der  Ruhelage  Ar^  und  macht  dr  mit  dem 
Radius  vector  r  den  Winkel  <p,  so  ist,  wenn  man  nur  die  erste  Potenz  von 
Ar  berücksichtigt,  die  Kraft,  mit  welcher  das  Aethertheilchen  auf  das 
bewegte  in  der  Richtung  von  Ar  wirkt,  gegeben  durch 

[6ro5<)p   ,    ,,     ,     .  _         .h     Ar\ 

-^  +  ((«+')'^«''<>'*-l)p;.-J. 

Wenn  m»n  durch  r  und  tp  die  sämmtlichen  Entfernungen  und  Winkel 
repräsentirt  denkt,  und  wenn  S  eine  Summe  angiebt,  so  ergiebt  sich  als 
Oesammtwirkung  aller  Aethertheilchen 

Hat  das  Aethertheilchen  sich  vor  der  Bewegung  nach  Ar  in^der  Ruhe- 
lage befunden ,  so  ist 

„  b  cos  w 

2)  ,      S-;:ä--  =  o. 

und  es  bleibt  als  beschleunigende  Kraft  e,  welche  das  Aethertheilchen  in 
die  Ruhelage  zurückzuführen  strebt: 

Hätte  man  in  einem  andern  Falle  mit  einem  Medium  zu  thun,  in  dem 
die  Entfernungen  der  Theilchen  ohne  eine  Aenderung  in  ihrer  Gruppirung,- 
also  ohne  Aenderung  der  Winkel  <p,  sich  zu  denen  im  ersteren  Medium 
verhielten  wie  R  zu  r,  so  wäre ,  wenn 

Ar      AR 
ist,  die  neue  beschleunigende  Kraft: 


5)  £=_5(((«  +  l)eos,p'-l)A)^. 


Sind  nun  in  der  einen  Summe  die  Werthe  der  verschiedenen  r  gegeben 
durch  ar,  /3r,  yr...,  so  sind  sie  wegen  der  Gleichartigkeit  beider  Gruppen 
in  der  andern  ausgedrückt  durch  aR^  ßR,  yR.,,  und  es  wird  daher 


oder 


7) 


^\((''+0'-osop'-l)^  +  ((«  +  l)<-os9,'-U^+... 


c        r" 
Ä" 
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Setzt  man  BR*  =  der  Constanten  C,  so  hat  man  ancfa 

C 

woraus  sich  ergieht,   dass  e  der  n**"  Potenz  der  linearen  Dichtigkeit  unio 
gekehrt  proportional  sei. 

Sind  in  dem  Medium  ausser  den  Aethertheilchen  noch  andere  Theil- 
cheu  zu  berücksichtigen,  wie  dieses  bei  den  wägbaren  Körpern  der  Fall 
ist,  und  ist  die  Wirkung  eines  Atomes  auf  die  Aethertheilchen  ansgedrückt 
durch 

bedeutet  dann  t/;  das,  was  vorhin  (p  war,  und  sind  die  Entfernungen  aus 
gedrückt  durch  Ar,  (ir  ...^  wenn  y^  d,  o,  p,  A,  fi.. .   positive  Constante  ue- 
denten;  setzt  man  ferner 

((»+l)co5g)«-  i)^^  +  ((«  +  |)co5<p,*-.|)i;  +  ...=  ;V, 
((0+1)  cosif'-  1)   '+((0  +  1)  cost^,«-  I)  i  +...=  O, 


so  wird 


10) 


K"^     h  y  6  ' 

i-  /     mL9^  ^  4.  ^  -   !^M        \ 


Die  Grösse 
kann  nun  wieder  der  Constanten  Cf  gleichgesetzt  werden,  und  es  ergiebt  sich 

Die  Grösse  e  der  Formel  8)  ist  nun  nichts  Anderes,  als  der  Werth  des 
Elasticitätscoefficienten  e  in  der  Formel  1),  wenn  von  der  Wirkung,  welche 
die  Atome  auf  ein  isolirtes  Aethertheilchen  in  dem  Körper  ausüben,  ab» 
gesehen  wird,  und  wenn  man  sich  die  Constante  C  der  Gleichung  8)  in  der 
Constanten  c  der  Gleichung  1)  enthalten  denkt.    Der  Elasticitätscoef6cient 

des  Aethers  ist  also  ausgedrückt  durch  ~ ,  wenn  die  gegeaB«Uig«.Ab8to8- 

f  UNIVfLHSlTY 
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sang   zweier  Aethertheilchen  durch ausgedrückt  wird.     In   meinem 


r" 


Buche  „Die  Moleculargesetze**  habe  ich  S.  8  aus  der  Bedingung  des  Aus- 
bleibens der  Farbendispersion  den  Satz  abgeleitet,  dass  die  Aethertheilchen 
sich  mit  einer  Kraft  abstossen,  welche  dem  Quadrate  der  Entfernungen  um- 
gekehrt proportional  ist;  es  wäre  demgemäss  n  =  2  zu  setzen.  Bei  dem 
Aether  des  allgemeinen  Raumes  ist  aller  Grund  zur  Annahme  vorhanden, 
dass  die  Aethertheilchen  um  ein  zunächst  betrachtetes  derselben  etwa  so 
gruppirt  sind,  wie  die  Ecken  eines  holoedrischen  tesseralen  Krystalles  um 
dessen  Mittelpunkt.  In  diesem  Falle  ist  wegen  Verschwindens  der  ersten 
zwei  Potenzen  von  Ar  die  Constante  n>^4  zu  nehmen  (Mol. -Ges.  S.  10). 
Es  ist  dieses  das  Cauchy*sche  Gesetz. 

In  der  Formel  i)  kann  man  ^=:—  setzen  (hier  handelt  es  sich  nur  um 

r 

C 
die  lineaire  Dichtigkeit),  während  ess—  genommen  werden  muss.    Betrach- 

tet  man  die  Constauten  i  und  0  als  bereits  in  c  enthalten,  so  ändert  sich  i) 
um  in 


12)  r  =  «^;,. 


Wird  n  =  2,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Lichtgeschwindigkeit  der  Qua- 
dratwurzel der  Aetherdichtigkeit  proportional  sei;  aber  bei  Annahme  eines 
andern  Werthes  von  n  wird  stets  die  Grösse  v  mit  der  Aetherdichtigkeit 
wachsen ,  so  lange  dieser  Werth  von  />  ^  1  ist.  Bei  n  =3  1  wird  v  von  der 
Aetherdichtigkeit  unabhängig ,  und  erst  wenn  n  <  l  wird,  geht  das  Licht  in 
dichterem  Aether  langsamer,  als  in  dtinnerem.  Ich  kann  mich  nicht  erinnern, 
irgendwo  gelesen  zu  haben,  dass  die  Aetherwirkuug  langsamer  als  um- 
gekehrt der  wachsenden  Entfernung  proportional  abnehme;  man  findet  im 
Gegentheil  regelmässig  die  Ansicht  vertreten,  dass  die  Aetherabstossuug 
einer  hohen  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sei.  Da  an- 
dererseits von  den  verschiedenen  Annahmen,  die  man  über  das  Aethergesetz 
machen  kann,  nur  diejenigen,  dass  nr=i%  oder  n  =  4  sei,  der  Bedingung  des 
Ausbleibens  der  Farbendispersiou  entsprechen,  diese  aber  bei  dem  Aether 
des  allgemeinen  Raumes  eintritt,  also  möglich  sein  muss,  können  eigentUch 
in  12)  nur  diese  Werthe  eingesetzt  werden,  und  aus  beiden  ergiebt  sich, 
dass  die  Lichtgeschwindigkeit  gleichzeitig  mit  der  Aetherdichtigkeit  wachse. 
Das  Licht  geht,  wie  ich  schon  anderwärts  erwähnte,  durch  den  Aether  nicht 
hindurch  wie  eine  Kugel  durch  ein  Brett,  sondern  der  Aether  ist  der  Träger 
des  Lichtes. 

Es  bleibt  mir  noch  übrig ,  den  Fall  zu  besprechen ,  der  eintritt ,  wenn 
ein  Medium  die  Farben  zerstreut. 
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Hier  ist  in  Oleichung  i)  statt  e  der  Formel  8)  e,  der  Formel  11)  za  sab- 

stitniren.    Was  nun  zunächst  das  Glied  t-  •  t;  •  —  anbelangt ,  so  haben  wir 

b    N   r^ 

nach   dem,  was  ich  anderwärts*  hierüber  bemerkt  habe,  o=s2s=n   zu 

y   0  ,    .  ö    P  r^ 

setzen,  und  es  wird  also  der  Werth  1  +t^  —  constant.   Das  Glied  T-.-Tr«";: 

b  N  b    N  rP 

i>^  g^Q&  die  vorhergehenden  nur  sehr  unbeträchtlich,  and  es  vermag  wohl, 
das  Aasbleiben  der  Farbendispersion  zu  verhindern ,  weil  der  Elasticitäts- 
coefficient  dem  Quadrate  der  Entfernung  nicht  mehr  genau  umgekehrt  pro- 
portional ist,  aber  dass  um  dieses  Gliedes  willen  die  Abnahme  von  e  lang- 
samer erfolge  als  die  Zunahme  von  r,  dazu  ist  es  von  viel  zu  untergeord- 
neter Bedeutung.  Auch  bei  den  die  Farben  am  stärksten  zerstreuenden 
Körpern  ist  die  Differenz  der  Farbengeschwindigkeiten  gegen  die  Brechung 
stets  nur  klein ,  und  es  kann  daher  die  erstere  nur  als  eine  Art  von  kleiner 
Unregelmässigkeit  der  letzteren  betrachtet  werden*  Darum  ist  es  auch 
kaum  denkbar,  dass  für  die  Medien  mit  Farbendispersion  eine  wesentlich 
andere  Norm  gelte,  als  für  diejenigen  ohne  dieselbe,  und  wenn  für  letztere 
das  Gesetz  gilt,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  der  Quadratwurzel 
der  Dichtigkeit  des  Aethers  proportional  sei,  so  kann  man  bei  den  zer- 
streuenden Medien  nur  annehmen,  dass  dieses  Gesetz  nicht  mehr  genau 
erfüllt  sei,  nicht  aber,  dass  einer  grösseren  Aetberdichtigkeit  eine  geringere 
Lichtgeschwindigkeit  entspreche. 


Neben  der  Dichtigkeit  der  Aetherth eilchen  eines  Mediums  ist  auch 
deren  Gruppirung  zu  berücksichtigen.  Die  Aethertheilchen  des  allgemeinen 
Kanmes  sind  so  gegeneinander  gestellt,  dass  die  auf  ein  gegebenes  dersel- 
ben von  sämmtlichen  übrigen  ausgeübten  Wirkungen  sich  aufheben;:  wenn 
dieses  sich  in  der  Huhelage  befindet.  Gleichzeitig  muss  auch  die  absolute 
Summe  aller  dieser  Wirkungen  ein  Minimum  sein ,  denn  wäre  dieses  nicht 
der  Fall,  so  würde  die  Ruhe  des  Aethertheilchens  nur  der  des  im  labilen 
Gleichgewichte  befindlichen  Körpers  entsprechen.  Das  Minimum  der  Wir- 
kungen kann  aber  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Entfernungen  aller  ein- 
ander benachbarten  Theilchen  unter  sich  ganz  oder  möglichst  gleich  sind. 
Sind  die  Entfernungen  ungleich ,  so  ist  bei  gleichem  äusseren  Drucke  die 
Dichtigkeit  geringer.  Wäre  die  Dichtigkeit  der  des  allgemeinen  Raumes 
gleich,  wären  aber  unter  den  einzelnen  Distanzen  mehr.  Verschiedenheiten, 
so  müsste  die  absolute  Summe  der  auf  ein  Aethertheilchen  von  seiner  Um- 
gebung ausgeübten  Wirkungen  grösser  sein,  und  darum  auch  die  Kraft, 
welche  es  in  seine  Gleichgewichtslage  zurückführt ,  sobald  es  dieselbe  ver- 
lässt.    Die  ungleiche  Anordnung  der  Aethertheilchen  würde  für  sich  dahin 


*  Jahrg.  XVm,  2,  147  dieser  Zeitschrift. 
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führen,  dass  der  Brechungscoefficient  des  Lichtes  abnähme.  Die  Geschwin- 
digkeit des  Lichtes  nimmt  daher  durch  ungleiche  Entfernung  langsamer  ab, 
als  es  bei  gleicher  Abnahme  der  Dichtigkeit  ohne  Aenderung  der  Grup- 
pirung  der  Fall  wäre ,  und  es  wäre  daher  sogar  möglich ,  dass  selbst  bei 
geringerer  Aetherdichtigkeit  infolge  der  Anordnung  desselben  der  Brech- 
ungscoefficient kleiner  wäre,  als  im  allgemeinen  Räume.  Die  Lichtgeschwin- 
digkeit im  allgemeinen  Räume  ist  für  die  dortige  Aetherdichtigkeit  ein 
Minimum,  und  wenn  in  einem  Körper  die  Lichtgeschwindigkeit  noch  ge- 
ringer ist,  so  lässt  sich  mit  aller  Bestimmtheit  auf  einen  dünneren  Aether 
schliessen ,  während  andererseits  bei  Vergleichnng  zweier  Körper  ein  klei- 
nerer Brechungscoefficient  nicht  nothwendig  auf  eine  grössere  Aether- 
dichtigkeit schliessen  lässt,  wenn  dieses  auch  im  Allgemeinen  ziemlich 
zusammentreffen  mag. 

Die  Beobachtung  lehrt,  dass  in  allen  Körpern,  die  untersucht  sind,  die 
Lichtgeschwindigkeit  kleiner  ist,  als  im  allgemeinen  Räume,  und  es  muss 
daher  bei  ihrer  Bildung  eine  Aetherverdtinnnng  stattgefunden  haben.  Die 
Ursache  dieser  Verdünnung  sind  offenbar  die  Atome,  denn  durch  deren 
Anwesenheit  unterscheidet  sich  ja  der  Körper  von  dem  allgemeinen  Räume, 
und  da  jede  Wirkung  in  der  Nähe  ihrer  Quelle  am  grössten  ist,  so  muss, 
wenn  sich  um  ein  Atom  mehrere  Schichten  von  Aether  lagern,  die  Dichtig- 
keit derselben  um  so  geringer  sein,  je  näher  sie  an  den  Atomen  sind. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  es  sei  ein  Körper  gegeben,  in  welchem 
zwar  die  erwähnte  Aethergruppiruug  um  die  Atome  herum  stattfindet,  bei 
dem  aber  die  Atome  selbst  nach  allen  Richtungen  gleichmässig  geordnet 
sind.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  muss  dieselbe  auch  für  die  als  Ganze 
betrachteten  Schichten  von  Aethertheilchen  um.  die  Atome  gelten,  jedoch 
ohne  dass  darum  die  Verschiedenheiten  der  einzelnen  Schichten  der  Hüllen 
aufhörten.  Dieser  Körper  wird  das  Licht  einfach  brechen,  aber  um  der 
Verschiedenheit  der  einzelnen  Schichten  und  darum  auch  der  einzelnen 
Aetherdistanzen  willen  wird  die  Lichtgeschwindigkeit  grösser  sein ,  als  sie 
bei  der  gleichen  Aetherdichtigkeit  im  allgemeinen  Räume  wäre.  Denken 
wir  uns  nun  die  gegenseitige  Stellung  der  Atome  in  der  Weise  geändert, 
dass  ohne  Aenderung  des  Gesammtvolnmens  die  in  den  verschiedenen 
Horizontalschichten  befindlichen  auseinander-,  die  in  einer  und  dersel- 
ben Schichte  liegenden  zusammenrücken,  so  müssten  die  Aetherschichten 
die  gleiche  Bewegung  machen,  und  es  entsteht  dadurch  ausser  den  bereits 
vorhandenen  Distanzverschiedenheiten  der  Aethertheilchen  eine  neue,  eine 
Verschiedenheit  nach  den  Richtungen.  Diese  Aenderung  macht  den  Körper 
doppeltbrechend,  und  ausserdem  muss  die  mittlere  Lichtgeschwindigkeit 
eine  grössere  sein,  als  sie  ursprünglich  war. 

Wenn  andererseits  ein  Körper,  in  welchem  eine  Verschiedenheit  der 
Znsammensetzung  nach  den  Richtungen  vorhanden  ist,  einer  derartigen 
Aenderung  ausgesetat  wird,  dass  diQ  Verschiedenheitsich  vermindert,  so 
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folgt  unier  sonst  gleichen  Umständen  eine  Abnahme  der  Geschwindigkeit 
des  Lichtes. 


Olas,  welches  schlierenfrei  und  langsam  abgekühlt  ist,  zeigt  eine  Grup- 
piruog  der  Moleküle,  die  nach  allen  Kichtungen  die  nämliche  ist,  und  das- 
selbe findet  auch  für  die  die  Moleküle  umgebenden  Aetherbtillen  statt. 
Wenn  nun  ein  Lichtstrahl  durch  dieses  Glas  geht,  so  befindet  er  sich,  in 
welcher  Kichtung  er  auch  gehen  oder  schwingen  möge,  stets  unter  den 
gleichen  Verhältnissen,  er  pflanzt  sich  daher  stets  mit  gleicher  Geschwin- 
digkeit fort,  das  Glas  ist  einfach  brechend. 

Uebt  man  nun  auf  einen  Würfel  solchen  Glases  in  der  Kichlung  von 
oben  nach  unten  einen  Druck  aus ,  so  werden  die  senkrecht  übereinander 
befindlichen  Schichten  des  Gases  sich  gegenseitig  nähern,  die  Theile  einer 
und  derselben  Uorizontalschichte  werden  sich  wegen  der  Vergrösserung 
derselben  etwas  voneinander  entfernen.  Dasselbe  muss  auch  bei  dem  im 
Glase  enthaltenen  Aether  eintreten ,  und  die  Dichtigkeit  desselben  ist  je 
nach  der  Richtung,  die  man  in  dem  Glase  zieht,  eine  verschiedene,  sie 
erreicht  ein  Maximum  in  verticaler,  ein  Minimum  in  horizontaler  Richtung. 

Geht  nun  ein  Lichtstrahl  in  horizontaler  Richtung  durch  das  Glas,  so 
zerlegt  er  sich  in  zwei  senkrecht  aufeinander  polarisirte  sichtbare  Strahlen, 
von  denen  der  eine  vertical,  also  in  der  Richtung  der  grössten,  der  an- 
dere horizontal,  d.  i.  in  der  Richtung  der  kleinsten  Aetherdichtigkeit, 
schwingt. 

Geht  der  Lichtstrahl  in  verticaler  Richtung,  und  zerlegt  er  sich  wieder 
in  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  schwingende,  so  gehen  die  sichtbaren 
»Schwingungen  eines  jeden  derselben  senkrecht  auf  der  Richtung  des  Druckes, 
aUo  in  der  Richtung  des  kleinsten  Aetherdruckes  vor  sich.    » 

Ist  die  Richtung  des  Strahles  weder  vertical,  noch  horizontal,  so  zer* 
Vlgt  er  sich  ebenfalls  in  zwei  senkrecht  aufeinander  schwingende.  Die 
Schwingungen  des  einen  vollziehen  sich  in  der  Richtung  der  geringsten 
Aetberdichtigkeit,  die  des  andern  in  einer  Verticalebene,  die  durch  die 
Richtung  des  Strahles  geht.  In  dieser  Ebene  ist  aber  die  Aetberdichtigkeit 
nach  der  auf  der  Richtung  des  Strahles  senkrecht  stehenden  Geraden  eine 
verschiedene,  und  ist  ein  Minimum,  wenn  der  Strahl  vertical,  ein  Maximum, 
wenn  er  horizontal  geht.     ' 

Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  das  Glas  durch  die  Compression  eine  Aen- 
dernng  erleidet ,  welche  dasselbe  zum  Analogon  eines  einazigen  Krjstallea 
macht,  in  welchem  die  Axe  senkrecht,  also  in  der  Richtung  des  Druckes 
steht,  und  ich  will  hier  zunächst  der  Annahme  folgen,  nach  welcher  der- 
jenige Strahl,  dessen  Schwingungen  horizontal,  also  senkrecht  auf  der  Axe 
vor  sich  gehen,  der  ordentliche  ist,  während  die  Schwingungen  des  ausser  - 
ordentlichen  Strahles  in  der  Verticalebene  sich  vollziehen. 
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Wenn  der  ausserordentliche  Strahl  bezüglich  seiner  Geschwindigkeit 
sich  von  dem  ordentlichen  unterscheidet,  so  kann  daran  die  Gruppirung  der 
Aethertheilchen  Schuld  sein ,  die 

a)  in  der  Richtung  seiner  Fortpflanzung, 

b)  seitwärts  von  der  Schwingnngsebene , 

c)  in  der  Schwingungsebene  selbst  Hegen. 

ad  a).  Wenn  diejenigen  Aethertheilchen  maassgebend  sind,  die  in 
der  Fortpflanzungsrichtung  des  Strahles  selbst  liegen,  so  kann  eine  Ver- 
schiedenheit zwischen  ordentlichem  und  ausserordentlichem  Strahle  nicht 
eintreten,  denn  wenn  ^ias  Licht  senkrecht  auf  die  Glasflächen  aufgefallen  ist, 
was  hier  vorausgesetzt  werden  soll,  so  ist  die  Fortpflanzungsrichtung  des 
ausserordentlichen  Strahles  die  nämliche ,  wie  die  des  ordentlichen. 

ad  b).  Ist  die  Gruppirung  der  seitwärts  von  der  Schwingungsebene  des 
Strahles  befindlichen  Aethertheilchen  maassgebend ,  so  pflanzt  sich  der  im 
Hauptsehnitte  schwingende  Strahl  fort  unter  dem  Einflüsse  des  Aethers  von 
der  geringsten  Dichtigkeit.  Geht  das  Licht  parallel  der  Druckrichtnng,  so 
schwingen  beide  Strahlen  unter  dem  Einflüsse  von  Aether  der  geringsten 
Dichtigkeit.  Geht  das  Licht  senkrecht  auf  der  Dnickrichtong ,  so  hat  einer 
der  beiden  Strahlen  seitwärts  seiner  Schwingnngsebene  dttnnen,  der  andere 
dichten  Aether.  Während  der  parallel  der  Druckrichtung  schwingende 
Strahl  stets  Aether  von  der  geringsten  Dichtigkeit  zu  seinen  Seiten  hat,  hat 
der  senkrecht  auf  der  Druckrichtung  schwingende  einen  Aether  neben  sich, 
der  von  der  grössten  Dichtigkeit  (bei  horizontaler  Fortpflanzung)  zur  klein- 
sten (bei  verticaler  Fortpflanzung)  variirt. 

Das  ganze  Ergebniss  wäre  also,  dass  nicht  der  oben  als  ordentlicher 
Strahl  bezeichnete  der  ordentliche  wäre,  sondern  der  im  Hauptschnitte 
schwingende. 

Wenn  ntui,  wie  ich  oben  |;ezeigt  habe,  VergrÖsserung  der  Aetherdich- 
tigkeit  eine  Zunahme  der  Lichtgeschwindigkeit  zur  Folge  bat,  so  findet  man, 
dass  in  dem  Glase  der  von  der  geringeren  Aetherdichtigkeit  zunächst  $if^ 
hängige  ordentliche  Strahl  langsamer  geht,  als  der  ausserordentliche,  und 
das  gepresste  Glas  entspricht  aUo  dem  negativen  einaxigen  Krystalle, 
dessen  Axe  mit  der  Richtung  des  Druckes  zusammenfällt. 

Gilt  der  Satz,  dass  das  Licht  im  dünneren  Aether  rascher  geht,  so 
muss  das  Analogen  des  positiven  Krystalles  zum  Vorschein  kommen. 

ad  c).  Wenn  die  Gruppirung  des  in  def  Schwingungsebene  eines 
Strahles  befindlichen  Aethers  für  die  Geschwindigkeit  desselben  zunächst 
maassgebend  ist,  so  ist  derjenige  Strahl  der  ordentliche,  der  senkrecht 
auf  der  Druckriehtung  schwingt.  Er  vibrirt  unter  dem  Einflüsse  dünneren 
Aethers.  Der  ausserordentliche  im  Hauptsehnitte  schwingende  Strahl  hat 
in  der  Richtung  seiner  Schwingungsebene  Aether,  dessen  Dichtigkeit  vom 
Minimum  (wenn  die  Fortpflanzungsrichtung  vertical  ist)  zum  Maximum  (bei 
horizontaler  Fortpflanzung)  wechselt. 
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Das  Endergebniss  ist,  wie  bei  bX  dass  das  Analogon  eines  negativen 
Krystalles  entstehen  mass,  wenn  Zunahme  der  Aetberdiclitigkeit  eine  Zu- 
nahme der  Lichtgeschwindigkeit  bedingt;  im  entgegengesetzten  Falle  ent- 
steht das  Analogon  eines  positiven  Krystalles. 

Wird  das  Glas  gedehnt,  so  wird  es  im  Oegensatze  zu  dem  vorigen 
Falle  einen  positiven  Krjstall  reprttsentiren,  wenn  die  Lichtgeschwindigkeit 
mit  der  Aetherdichtigkeit  wächst. 

Der  Versuch  lehrt  bekanntlich,  dass  gedrücktes  Olas 
einen  negativen  Krystall  vorstellt,  dessen  Hauptaxe  mit 
der  Richtung  des  Druckes  zusammenfällt,  während  gedehn- 
tes Olas  einen  positiven  Krystall  repräsentirt.  * 

Wie  man  sieht,  lässt  sich  die  Frage,  ob  der  ordentliche  Strahl  in  dem 
Hauptschnitte  oder  senkrecht  daraufschwinge,  auf  die  vorstehende  Weise 
nicht  entscheiden,  wohl  aber  die  Frage,  in  welchen  Beziehungen  Licht- 
geschwindigkeit und  Aetherdichtigkeit  zueinander  «tehen ,  und  diese  Frage 
beantwortet  sich  dahin,  dass  die  Zunahme  der  Lichtgeschwindig- 
keit mit  der  der  Aetherdichtigkeit  verbunden  sei. 

In  dem  gepressten  Glase  findet  eine  gegenseitige  Annäherung  der 
Tbeilchen,  also  eine  grössere  Dichtigkeit  in  der  Richtung  des  Druckes  statt, 
und  wenn  durch  die  Compression  das  Glas  zum  Analogon  des  negativen  Kry- 
stalles wird,  so  lässt  sich  schliessen,  dass  die  Dichtigkeit  in  diesen  Kry* 
stallen  in  der  Richtung  der  optischen  Aze  ein  Maximum,  senkrecht  darauf 
ein  Minimum  sei,  während  bei  den  positiven  Krystallen  der  entgegengesetzte 
Fall  eintritt. 

Es  könnte  auch  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  nicht  infolge  der 
Compression  des  Glases  eine  Abscheidung  von  Aether  stattfinde,  was  dann 
die  Umänderung  des  Glases  in  einen  doppeltbrechenden  Körper  znr  Folge 
hätte.  In  meinen  Moleculargesetzen  (S.  05)  habe  ich  gezeigt,  dass  sich  die 
optischen  Beziehungen  der  Gase  ganz  einfach  durch  die  Annahme  erklären 
lassen,  dass  die  Luftarten  ans  Atomen  mit  ihren  Aetherhttllen  bestehen,  die 
dann  noch  ausserdem  in  freiem  Aether  zerstreut  sind,  gewissermassen  darin 
schwimmen.  Durch  Compression  eines  Gases  wird  dann  mehr  und  mehr  des 
freien  Aethers  abgeschieden  und  so  das  optische  Verhalten  der  Gase  ver- 
anlasst. 

Wflrde  bei  den  festen  Körpern  ein  analoger  Vorgang  stattfinden,  so 
würde,  wenn  die  Aethertheilchen  in  der  Nähe  der  Atome  weniger  dicht  bei- 
einander sind,  als  fern  davon,  wie  ich  es  angenommen  habe,  der  nach  der 
Compression  des  Glases  bleibende  Aetherrest  weniger  dicht  sein,  als  vor 
derselben,  da  durch  den  Druck  ofl'enbar  die  den  Atomen  zunächst  liegenden 
Tbeilchen  zuletzt  von  diesen  abgeschieden  werden.     Die  Folge  der  Com- 


*  Die  meines  Wissens  neaesten  Versuche  hierüber  finden  sich  in  Mach,  Op 
tisch -akustische  Versoche. 
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preBfiion  wäre  also  eiue  Abnahme  der  Aetberdichtigkeit,  die,  wenn  sie  nach 
verschiedenen  Richtungen  verschieden  ist,  zunächst'  die  Richtung  des 
Druckes  treffen  muss.  Es  müsste  also  in  dem  gedrückten  Körper  in  der 
Druckrichtung  dünnerer  Aether  sein,  als  senkrecht  darauf,  es  müsste  ein 
positiver  Krystall  entstehen. 

Folgt  man  der  gewöhnlichen  Annahme,  dass  die  Dynamiden  in  der 
Nähe  der  Atome  dichteren  Aether  enthalten,  als  fern  davon,  so  ergiebt  sich 
im  Gegensatze  zu  dem  vorigen  Falle ,  dass  durch  den  Druck  ein  Körper 
entstehen  muss ,  dessen  Aether  in  der  Richtung  des  Druckes  das  Maximum 
der  Dichtigkeit  erreicht.  Nach  dieser  Annahme  bewegt  sich  aber  das  Licht 
in  dem  dichteren  Aether  langsamer  als  im  dünneren,  und  es  müsste  also 
auch  hier  durch  Druck  ein  positiver  Krystall  zum  Vorschein  kommen. 

Wie  man  sieht,  widerspricht  die  Annahme  der  Aetherabscheidung  unter 
allen  Umständen  der  Beobachtung;  dasselbe  thut  aber  auch  die  Annahme, 
dass  der  Aether  in  der  Nähe  der  Atome  dichter  sei,  als  fern  davon,  während 
das  Licht  im  dichteren  Aether  langsamer  geht.  Nur  die  Voraussetzung, 
dass  der  Aether  in  den  Körpern  weniger  dicht  sei,  als  ausserhalb  derselben, 
und  dass  das  Licht  in  dichterem  Aether  schneller  gehe,  als  in  dünnerem, 
harmonirt,  wie  oben  gezeigt  mit  der  Rechnung,  so  hier  mit  der  Beobachtung. 

Eine  zweite  Art,  die  Doppeltbrechung  des  Glases  hervorzubringen,  ist 
die,  dass  man  einen  Glasstab  in  longiludinale  Schwingungen  versetzt. 
Kundt*  hat  nachgewiesen,  dass  die  Doppeltbrechung  des  Glases  periodisch 
sei.  Die  Theile  des  Stabes  bewegen  sich  gegen  den  Knoten  hin  und  von 
ihm  weg,  und  es  entsteht  so  abwechselnd  eine  Contraction  und  eine  Dilata- 
tion in  der  Richtung  der  Längsaxe  des  Stabes ,  die  im  Knoten,  in  welchem 
allein  eine  Doppeltbrechung  wahrzunehmen  ist,  ein  Maximum  erreicht. 
Bereits  Mach**^  hat  daraufhingewiesen,  dass  der  Stab  bei  der  Contraction 
optisch  negativ,  bei  der  Dilatation  positiv  werden  muss. 


Wenn  ein  Körper  erwärmt  wird,  so  dehnt  er  sich  aus,  und  die  gleiche 
Quantität  von  Aether  ist  darum  auf  einen  grösseren  Raum  verbreitet,  er  ist 
also  verdünnt,  und  die  Folge  davon  sollte  ein  Anwachsen  des  Brechuugs 
coefficienten  sein.  Andererseits  ist  durch  die  Temperaturerhöhung  der 
Aether  in  Schwingungen  versetzt,  und  wenn  dieses  geschieht,  so  ist  damit 
eine  Vergrösserung  der  von  den  einzelnen  Theilchen,  den  Atomen  sowohl, 
als  von  den  Aethertheilchen  anf  ihre  Nachbarn  ausgeübten  Abstossung  ver- 
bunden. Ist  die  Wirkung  bei  der  absoluten  Temperatur  0^  aufgedrückt 
durch 

'»'  A')  =  -[;^  +  ,^,  +  ..-]. 

♦  Pogg.  Ann.  123,  S.  541. 
••  A.  a.  O.  S.  34. 
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so  wird  sie  bei  der  Temperatar  f^  vie  ich  anderwärts  *  gezeigt  habe : 

»)  AM=-[a+i+-)+^'0+.i;S-.(^))+  •  ]• 

Wird  die  Abstossnng  grösser,  so  wird  es  anch  der  Elasticitätscoeffi- 
eient  nnd  mit  diesem  die  Lichtgeschwindigkeit.  Wir  haben  darum  einen 
doppelten  Einfluss  der  Temperatar  auf  die  Lichtgeschwindigkeit;  aber  die 
beiden  Wirkungen  sind  in  entgegengesetztem  Sinne  thätig. 

Die  Gesaromtänderung  der  Lichtgeschwindigkeit  beruht  auf  der  Diffe- 

rens  zweier  sich  entgegengesetzten  Wirkungen,  und  es  ist  leicht  einzusehen, 

.dasa  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  Abnahme  des  Brechungscoefficieu- 

ten  um  so  grösser  sein  wird,  je  geringer  der  Ausdehnungscoefficient  eines 

Körpers  ist. 

Was  die  Beobachtungen  anbelangt,  die  hier  zu  verwenden  wären,  so 
sind  wir  hier  nicht  am  besten  daran,  denn  in  der  Regel  kennt  man  die  Aus- 
debnungscoefficienten  derjenigen  Körper  nicht,  deren  Aenderung  der  Brech- 
ungscoefficienten  bestimmt  ist,  oder  umgekehrt. 

Stefan**  hat  die  Aenderungen  defiBrechungscoefficienten  für  einige 
Stoffe  angegeben ,  und  namentlich  auf  die  starke  Verminderung  derselben 
itir  Steinsalz  und  Sylvin  aufmerksam  gemacht.  Seine  Beobachtungen  geben 
die  auf  die  Linie  D  reducirten  Aenderungen  dn  des  Brecbungscoefficienten 
ffir  100®  C.  Temperaturzunahme : 

Steinsalz  rfn  c=  —  0,00373, ' 
Sylvin  —0,00345, 

Flussspath  —  0,00123. 

Ausserdem  hat  man  nach  Fizeau  ***: 

Bergkrystall  dn^  =  — 0,00054 , 

.  rfwe  =  — 0,00063, 

Kalkspath      rfw^  =  +  0,00006 , 

rfn^=  + 0,00108. 
Stefan  sagt:  „Ob  zwischen  diesem  ausgezeichneten  Verhalten  des 
Steinsalzes  und  des  Sylvins  und  ihrer  bekannten  grossen  Diathermansie  eine 
naheliegende  gesetzmässige  Beziehung  stattfindet,  diese  Frage  zu  beantwor- 
ten ist  jetzt  noch  nicht  möglich.  Es  besitzen  diese  Körper  auch  relativ 
kleine  Ausdehnungscoefficienten ;  sie  dehnen  sich  durch  die  Wärme  nur 
|roal  so  stark  aus*,  als  Flussspath,  und  sticht  gegen  dieses  Verhältniss  das 
der  Aenderungen  der  Brecbungscoefficienten,  nämlich  3:1,  um  so  bedeuten 
der  ab,  in  demselben  Grade,  wie  die  Verschiedenheit  in  der  Diathermansie 
dieser  Substanzen.    Und  ebenso  stellt  sich  das  Verhältniss  zwischen  Stein- 


\ 


^  Jahrg.  XVni,  2,  154  dieser  Zeitschrift. 

•*  Sitzung-sber.  d.  k.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  1871,  Februarheft  7. 
***  Pogg.  Ann.  CXIX,  87  und  CXXHI,  515. 
Zelttdurlft  f.  Matfitnstllc  n.  FIfeTffIr,  XX,  1.  5 
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salz,  SylTin  und  Bergkrystall,  welche  nahe  gleiche  cnbische  Ansdehnnngs- 
coef&cienten  besitzen.'* 

Was  nun  zuerst  die  von  Stefan  angedeuteten  Beziehungen  zwischen 
Steinsalz  and  Sylvin  einer-  und  Flussspath  andererseits  anbelangt,  so 
ergiebt  sich  leicht  die  Ursache  der  stärkeren  Aenderung  des  Breohungs- 
coefficienten  bei  den  beiden  ersten  Snbstanzen.  Die  Ursache  ist  die  ge- 
ringere Ausdehnung,  welche  sie  infolge  der  Temperaturerhöhung  zeigen, 
und  die  von  Herrn  Stefan  bemerkten  Verschiedenheiten  zwischen  dem 
Verhältnisse  der  Ausdehnungscoefficienten  und  der  Aenderung  der  Licht- 
brechungscoefficienten  sind  darauf  zurückzuführen,  dass  letztere  auf  einer 
Differenz  zweier  entgegengesetzten  Wirkungen  beruht,  und  darum  das  Ver- 
hältniss  derselben  leicht  ein  anderes  sein  kann ,  als  das  der  Ausdehnungs- 
coefficienten. 

Für  uns  gilt  folgender  Satz :  Ist  bei  Steinsalz  und  Sylvin  die  Ausdeh- 
nung kleiner,  so  ist  es  auch  diejenige  Wirkung,  die  den  Brechungscoeffi- 
cienten  vergrössert,  und  unter  sonst  gleichen  Umständen  muss  darum  der 
Breohungscoefficient  des  Lichtef%  bei  Steinsalz  und  Sylvin  rascher  ab- 
nehmen (oder  langsamer  wachsen),  als  bei  dem  Flussspath.  Würde  das 
Licht  in  dichterem  Aether  langsamer  gehen,  als  in  dünnerem,  so  müsste  bei 
kleinerer  Ausdehnung  eines  Körpers  der  Brechungscoefficient  rascher  wach- 
sen (oder  langsamer  abnehmen).  Die  Beobachtung  spricht  gegen  diese  An- 
nahme ;  sie  spricht  für  aie  meinige. 

Bei  dem  Quarze  beträgt  der  Brechungscoefficient  des  ordentlichen 
Strahles  bei  gewöhnlicher  Temperatur  1,548,  der  des  ausserordentlichen 
1,&58,  und  durch  Erhöhung  der  Temperatur  um  100®  C.  nimmt  ersterer  um 
0,00054,  letzterer  um  0,00063  ab.  Durch  die  Temperaturerhöhung  nähert 
sich  also  der  Bergkrystall  den  einfach  brechenden  Körpern,  und  die  Aether- 
gnippirung  in  seinem  Innern  wird  also  bef  der  Temperaturerhöhung  eine 
gleichartigere.  Wenn  sich  die  Aethergruppirung  der  des  allgemeinen  Rau- 
mes nähert,  so  nähert  sie  sich  derjenigen,  bei  welcher  aus  den  oben  an- 
geführten Gründen  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  Lichtgeschwindigkeit 
ein  Minimum  ist^  und  letztere  wächst  daher  bei  dem  Uebergange  in  diese 
Gruppirung  weniger,  als  man  es  bei  der  unbedeutenden  cubischen  Aus- 
dehnung des  Bergkrystalls  erwarten  sollte.  Die  Aenderung  des  Brechungs* 
coefficienten  ist  bei  dem  Steinsalze  bei  gleicher  Ausdehnung  durch  Wärme 
darum  grösser,  als  bei  dem  Quarze ,  weil  bei  letzterem  durch  die  Verände- 
rung der  Gruppirung  der  Aethertheilchen  eine  Erscheinung  eintritt,  die  für 
sich  den  Brechungscoefficienten  vergrössert,  während  bei  dem  Steinsalze 
als  einem  einfach  brechenden  Krystalle  diese  Aenderung  der  Gruppirung 
gar  nicht  oder  nur  in  geringem  Maasse  vorhanden  ist.  Auf  diese  Weise 
dürfte  sich  die  von  Herrn  Stefan  bemerkte,  oben  angeführte  Anomalie 
erklären. 
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Bei  dem  Kalkspathe  ist  die  nSmliche  Erscheinung,  aber  in  vergrösser- 
tem  Maassstabe,  vorbanden,  wie  schon  die  weitaus  stärkere  Doppeltbrech- 
iiDg  «Heaes  Krystalles  erwarten  lässt.  Nach  Fize  an  ändert  sich,  wie  bereits 
erwähnt,  der  Brechnngscoefficient  des  ansserordentlichen  Strahles  bei  100^ C. 
TemperatarzQnahme  um  +0,00108,  der  des  ordentlichen  um  +0,00006.  Da 
nun  die  ursprünglichen  Werthe  der  Coefficienten  1,483  und  1,054  sind,  so 
ergiebt  sich  hieraus ,  dass  bei  der  Temperaturerhöhung  der  Kalkspath  sich 
viel  rascheren  Schrittes  dem  einfach  brechenden  Medium  nähert,  als'  der 
Bergkrystall,  und  die  Folge  dieser  Aenderung  ist,  dass  die  Brechungscoeffi- 
cienten  des  Lichtes  nicht  nur  nicht  abnehmen ,  sondern  sogar  wachsen. 

Annäherung  an  die  einfach  brechenden  Substanzen  hat  eine  Abnahme 
der  Lichtgeschwindigkeit  zur  Folge ,  und  umgekehrt. 


£8  möge  mir  nun  gestattet  sein,  bezüglich  des  im  Vorstehenden  be- 
sprochenen Uebergehens  der  Aethergruppirung  in  die  normale  etwas  abzu- 
schweifen und  in  ein  paar  Seispielen  nachzuweisen,  auf  welche  Ursache  die 
Umänderung  der  Grappirung  zurückzuführen  sei. 

Es  sei  eines  der  Tetraeder  gegeben,  die  ich  in  meiner  Abhandlung 
„Ueber  die  Art  der  Bewegung,  die  wir  Wärme  nennen"  *  zu  Grunde  gelegt 
habe.  Das  Tetraeder  sei  ursprünglich  so  gestellt,  dass  sein  Mittelpunkt  mit 
dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  zusammenfällt,  sein  eines  Eck  in  der 
Axe  der  Z  steht,  während  ein  anderes  in  der  Ebene  der  XZ  ist.  Man  drehe 
nun  das  Tetraeder  um  die  2- Axe  um  den  Winkel  g),  dann  um  die  rr- Axe 
am  den  Winkel  '^^  und  die  Coordinaten  der  einzelnen  Ecke  werden  sein : 

o;,  =0,     y^t^r  sin'^^     Zi=r  cos^^; 

xr,  =  --- ys cosq>j     yj  =  ~  j/sViw  q>  coät/;  +  —  sin  t/;, 
3  3  3 

r  .     ^     y—   . 

t,  = CöStJ;-| yBstfKpstn^'^ 

ö  3 

.T,  =  —  j/Scos (g)  + 120) ,     i^,  =  —  j/ssin  (g)+ 120)  cos  ^  H sin g> , 

8  3  3 

«,  =  —--  co^^H ys  sin{q>+ 120)  sin^f] 

3  3 

«4  =  --  ^8  cos(q>+2¥i) ,      ^4  =  —  ^8  sin  (<p  +  240)  cos  riß  -i sin  i^f, 

3  3  3 

«4  =  —  ■—  cos  ^  H y%  sin  (<p+240)  siw'^, 

3  3 

Die  Mitte  des  Tetraeders  nimmt  die  Massenkngel  ein,  an  den  vier 
Ecken  befindet  sich  eine  Aetherkngel,  und  r  ist  die  Summe  der  Radien  von 
Aether-  and  Massentheilchen.  Befindet  sich  nun  in  der  Z-  Axe  in  der  Ent- 
femong  R  von  dem  Anfang8punkte  ein  weiteres  Aethertheilchen ,  und  ist 


*  Jahrg.  Will,  2  dieser  Zeitschrift. 
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^w«.^^V^^''^^'-^'^.^-«--^v-^.^.^  • 


die  Einwirkang  W  za  suchen,  welche  das  Tetraeder  auf  dieses  Aethertheil- 
chen  ausübt ,  so  findet  man 

fr=  --  ^  r  4 + "  (<?o^*  (^<'^*"  —  l  ^  *') 

15)  I  \    y.8 

+  — m^(5t>ig)»  — 3co5g>')j-+... 

r» 
oder,  wenn  man  den  Coefficienten  von  5;  der  Kürze  wegen  durch  A  ersetzt: 


le)  '^=-*[ä*+^  +  "} 


Diese  Gleichung  entspricht  ganz  der  Oleichung  4) ,  die  ich  in  dieser 
Zeitschrift  XVIII,  2,  147  gegeben  habe,  und  sie  beruht  auch  auf  den  näm- 
lichen Voraussetzungen ;  man  hat  in  der  letzteren  Gleichung  nur  fi,  die  trftge 
Substanz  eines  Aethertheilchens,  =1  und  —-^^6=^  zu  setzen.  Die  Gleich- 
ung 16)  entspricht  auch  der  oben  angeführten  C^leichung  13) ,  und  man  hat 
dort  nur  n  =:  2 ,  p  =  5  und  y^^Ar*  und  das  dortige  r  =  /?  zu  nehmen ;  man 
kann  darum  auch  aus  16)  eine  der  14)  analoge  Formel  ableiten.  Geht  nun 
RiTk  R'\-^r  über,  so  erhält  man 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  mit  A  multiplicirten  Glieder  äusserst  rasch 
abnehmen,  wenn  R  wächst.  Nun  hängt  aber  der  Einflnss,  den  ein  Atom  anf 
die  Aethergruppirung  im  Innern  des  Krystalles  ausübt,  gerade  von  dem 
Werthe  dieser  Glieder  ab,  und  die  Abnahme  desselben  ist  um  do  rascher, 

r 
je  kleiner  -=  wird.    Dieser  Ausdruck  repräsentirt  um  so  kleinere  Grössen, 

je  mehr  die  Aethertheilchen  von  dem  Atome  entfernt  sind,  und  eben  dieser 
Fall  tritt  bei  uns  ein,  da  es'  sich  hier  zunächst  um  die  Aethergruppirung  der 
den  Atomen  ferner  stehenden  Hüllentheile  handelt.  Je  geringer  nun  der 
Ginfluss  des  Atomes  auf  die  Aethergruppirung  ist,  um  so  mehr  tritt  diejenige 

Aenderung  in  ihr  Rocht,   welche  im  allgemeinen  Räume  stattfindet,  und 

« 

daraus  ergiebt  sich  die  Annäherung  an  den  einfach  brechenden  Körper, 
wenn  durch  Temperaturerhöhung  eine  Ausdehnung  des  Krystalles  hervor- 
gerufen wird. 

Wenn  in  der  Gleichung  1)  meiner  eben  citirten  Abhandlung  n=  oder 
wenig  ^3  gesetzt  wird,  so  entsteht,  wie  ich  in  meinen  Moleculargesetzen 
gezeigt  habe,  ein  Krystall  des  Tesseralsystems;  ist  aber  11=  oder  wenig 
^2,  so  kommt  ein  Kristall  des  Hexagonalsystems  zum  Vorschein.  Ein 
solches  Molekül  besteht  in  seiner  einfachsten  Form  aus  einer  Massenkugel, 
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aaf  welcher  in  einem  grössten  Kreise  drei  Aetherkogeln  je  120°  voneinander 
entfernt  sich  befinden. 

Liegt  dieses  Molekül  ursprünglich  in  der  Ebene  XY  so ,  dass  das  eine 
der  Aetberatome  in  der  X-Aze  sich  befindet,  und  dreht  man  wieder,  wie 
oben,  um  die  Winkel  g>  und  ^,  und  sucht  man  wieder  die  Einwirkung  des 
Moleküles  auf  ein  in  der  Z-Axe  in  der  Entfernung  B,  befindliches  Aether- 
theilchen ,  so  erhält  man 

18)  W [^_.|^(i_|m^«)  +  ...j. 

Das  Ergebniss  ist  ein  dem  vorigen  Falle  ganz  analoges. 

Es  wäre  gewagt,  aus  dem  Resultate  von  zwei  Specialfällen  einen  all- 
gemeinen Schluss  zu  ziehen  und  zu  sagen,  dass  bei  allen  Atomen,  welcher 
Gestalt  sie  auch  sein  mögen,  der  nämliche  Erfolg  eintreten  müsse;  was 
aber  gestattet  ist,  das  ist  die  Annahme,  dass  das  gefundene  Verhalten 
schwerlich  vereinzelt  dastehen  wird,  und  gerade  die  zwei  Krystalle,  bei 
denen  der  Uebergang  in  das  einfach  brechende  Medium  bei  Temperatur- 
erhöhung eintritt,  der  Bergkry stall  und  der  Kalkspath,  gehören  dem  Hexa- 
gonalsystem  an,  fiir  welches  eben  clie  Thatsache  der  raschen  Abnahme  der 
Einwirkung  des  Moleküles  auf  die  Aethergruppirung  nachgewiesen  wurde. 


Nach  dieser  Abschweifung  will  ich  mich  wieder  den. Schlüssen  bezüg- 
lich der  Aetherdichtigkeit  zuwenden ,  zu  welchen  die  Erhöhung  der  Tem- 
peratur des  Bergkrystalles  und  des  Kalkspathes  führt. 

Pf  äff*  hat  gefunden,  dass  der  Bergkrystall  bei  einer  Temperatur- 
erhöhung von  100°  G.  sich  ausdehnt: 

in  der  Richtung  der  Hauptaxe      um  0,0008073 , 
„     „         „      '    senkrecht  darauf  „  0,0015147. 

Der  Brechungscoefficient  des  Liichtes  lindert  sich  bei  der  gleichen  Erwär- 

^  für  den  ausserordentlichen  Strahl  um  —  0,00063 , 

„     „    ordentlichen  >»        n    —  0,00054. 

Nach  dem  Obigen  ist  für  den  ausserordentlichen  Strahl  mehr  die 
Aetherdichtigkeit  in  der  Richtung  der  Aze  bestimmend,  für  den  ordent- 
liehen  Strahl  die  Dichtigkeit  senkrecht  auf  der  Axe.  In  der  Richtung  der 
Hauptaxe  ist  die  Ausdehnung,  also  die  Verdünnung  durch  Wärme,  kleiner 
als  senkrecht  darauf,  und  da  die  Verdünnung  für  sich  den  Brechnngscoeffi- 
cienten  vergrössert,  so  ist  auch  die  Abnahme  desselben  in  der  Hauptaxen- 
richtung  grösser,  als  senkrecht  darauf. 

Deutlicher  lässt  sich  der  Satz  bei  dem  Ealkspathe  nachweisen.  Bei 
diesem  ist  nach  demselben  Autor  die  Ausdehnung 


♦  Pogg.Aon.  CVn,  150. 
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in  der  Riobtang  der  Hauptaze  0,00^6261 , 

„     „  „        senkrecbt  darauf —0,0008105. 

Die  AenderuDg  des  Brecbungscoefficienten  ist  für  die  gleiche  Temperatar- 

erhöbuDg 

für  den  ausserordentlichen  Strahl  um  0,00108 , 

„      „    ordentlichen  „       „  0,00006. 

Während  bei  dem  Quarze  die  den  Brecbungscoefficienten  verkleinernde 
Wirkung  [Anwachsen  der  Elasticität  nach  Gleichung  14)]  die  beiden  ver- 
grössernden  (Ausdebnung  und  Uebergang  der  Aethergruppirung  in  die  nor- 
male) überwog,  ist  bei  dem  Kalkspatbe  der  entgegengesetzte  Fall.  Die  ver- 
grössernde  Wirkung  der  Ausdehnung  tritt  ein  in  der  Richtung  der  Haupt- 
axe,  und  der  Brechungscoeffioient  wächst  darum  auch  für  den  von  dem 
Aether  dieser  Richtung  zunächst  abhängigen  Strahl  für  den  ausserordent- 
lichen. 

Bei  der  Annahme,  dass  der  Brechungscoeffioient  mit  der  Dichtigkeit 
wachse,  mttsste  in  jedem  der  vorstehenden  Fälle  das  Entgegengesetzte 
eintreten. 


Aus  dem  Vorstehenden  lassen  sich  folgende  Schlüsse  ziehen: 

1.  In  den  wägbaren  Körpern  ist  die  Aetherdichtigkeit  kleiner,  als  im 
allgemeinen  Weltenraum. 

2.  In  den  positiven  hexagcnalen  Krystallen  erreicht  die  Aetherdichtig- 
keit in  der  Richtung  der  Hauptaxe  einen  kleinsten,  senkrecht  darauf  einen 
grössten  Werth.  Für  die  negativen  Kristalle  findet  das  Entgegengesetzte  statt. 

3.  Die  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  vorgeführten  Zeichnungen  von 
Dynamiden  geben  eine  ganz  unrichtige  Vorstellung  von  der  Gruppirnng  der 
Aethertheilchen  um  die  Atome,  denn  erstere  sind  in  der  Nähe  der  letzteren 
nicht  nur  nicht  dichter,  sondern  ihre  Dichtigkeit  nimmt  sogar  mit  der  Ent- 
fernung von  den  Atomen  ab. 


IV. 

Ueber  die  nmnerische  Anflösnng  zweier  Oleichnngen 

mit  zwei  unbekannten. 

Von 

H.  Zimmermann 

in  Carlnmhe. 


Die  beiden  unbekannten  x  und  y  seien  ans  den  beiden  (algebraischen 
oder  transcendenten)  Gleichungen 

1)  A^iy)==o,   9>(«,y)=o 

EU  bestimmen.  Es  wird  angenommen,  dass  die  Elimination  einer  der  beiden 
Unbekannten  nicht  auf  einfache  Weise  zu  bewerkstelligen  sei  und  daas  drei 
Paare  von  Nfthernngswerthen :  . 

bekannt  seien.  Dann  ist  die  Aufgabe  die,  mit  Hilfe  dieser  Nttherungs- 
werthe  und  der  Gleichungen  1)  ohne  Zuhilfenahme  von  Construc- 
tionen  beliebig  genaue  Werthe  für  <c  und  y  zu  finden. 

Lasst  man  nun  xy  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  im 
Räume  bedeuten,  so  stellen  die  Gleichungen 

zwei  Flächen  dar.  Nimmt  man  (des  kürzeren  Ausdruckes  wegen)  die  xy- 
Ebene  horizontal  an,  so  bedeuten  die  Gleichungen 

d.  h.  unsere  Gleichungen  1),  die  Horizontalspuren  dieser  Flächen.  Für  alle 
Dnrehschnittspunkte  beider  Horizontalspuren  gelten  die  Gleichungen  1)  zu- 
sammen. Die  gesuchten  Werthe  von  x  und  y  können  also  als  die  Coordina- 
ten der  Durchschnittspunkte  der  Horizontalspuren  der  Flächen  2)  aufgefasst 
werden. 

Setzen  wir  nun  die  Näherungswejrtbe  von  x  und  y  in  die  gegebenen 
Functionen  ein,  so  verschwinden  dieselben  nicht,  sondern  ergeben  gewisse 
Werthe  z,  reap.  {;,  die  auf  folgende  Weise  bezeichnet  werden  m($gen: 
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.  ^x^<>\^V^^>^^./N/>^V^%'V^''«^^ 


!h  =  /"(^n  yt)  1  &  =  V  (a:,,  yi) ; 
^t  =  /*(^ti  yt)  I  ?t  =  V  («f » yt ) ; 
«8  =  /"(^«i  ys) ,    ti  =  9  («II  ys)- 

Wenn  die  Näherangswerthe  nicht  sehr  stark  von  den  wahren  Werthen, 
beziehungsweise  von  einander  differiren,  so  liegen  die  drei  Flächenpankte 

^tPi^it  a?,y,z,,  x^y^z^ 
einander  nahe,  so  dass  eine  Ebene,  die  man  dnrch  dieselben  legt,  sich  der 
Fläche  ziemlich  eng  anschliesst,   also  auch   für   eine  kurze  Strecke  an- 
nähernd dieselbe  Horizontalspar  besitzt.    Die  Gleichung  dieser  Ebene  sei 

4)  z  =  ax  +  by  +  c. 

Dann  müssen  natürlich  die  Coefficienten  a,  6,  c  den  folgenden,  zu  ihrer  Be  • 
Stimmung  hinreichenden  Bedingungen  genügen,  die  ausdrücken,  dass  die 
Ebene  4)  durch  die  in  Rede  stehenden  drei  Flächenpunkte  geht: 

5)  2,  =aa:, +öy, +c,     2t  =  axt  + by^  +  c,     z^^ax^  +  by^  +  c. 
Die  Gleichung  der  Horizontal  spur  dieser  Ebene  ist 

0  =  aa;-|-^y  +  c. 
Legt  man  durch  die  drei  Flächenpankte 

(^tyiiu  ^tytS^)  «sys&i 

in  analoger  Weise  eine  Ebene,  deren  Gleichang 

6)  f=«a?  +  /?y-hy 

sei,  dann  sind  die  Bedingungen,  denen  die  Coefficienten  ^^  ß^  y  genügen 
müssen ,  die  folgenden : 

7)  &  =  aa;, +/?y, +  y,     (i  =  «a?, +  /5y,  + y,     ^8  =  ««8  + /^ys  +  y. 
und  die  Gleichung  der  Horizontalspur  der  Ebene  6)  lautet:^ 

0  =  ax  +  ßy  +  Y, 

Die  beiden  Horizontalsparen  schneiden  sich  nun  in  einem  Punkte  x^y^^ 
dessen  Goordinatenwerthe 


8)  x^ 


—  c  b 

^  -y  ß 


a  — c 


a   b 

a   ß 


aß  —  ba 


by  —  cß  OL  — y.       ca  —  ay 

^aß-ba'     **""    ja    b 

I«   ß 

im  Allgemeinen  den  wahren  Werthen  von  x  und  y  näher  liegen  werden,  als 
die  ursprünglichen  drei  Paare  von  Näherungswerthen.  Wurden  diese  näm- 
lich passend  gewählt ,  so  fallen  die  geradlinigen  Horizontalspuren  der  Ebe- 
nen 4)  und  6)  nahezu  mit  den  entsprechenden  krummlinigen  Spuren  der 
Flächen  2)  zusammen,  so  dass  also  aach  der  Schnittpunkt  der  geradlinigen 
Horizontalspuren  sehr  nahe  bei  dem  der  krummlinigen  liegen  mass. 

Um  nun  x^  und  y^  als  Functionen  der  je  drei  Näherungswerthe  von  x 
und  y  expHcite  zu  erhalten,  wären  a,  6,  e  aus  5),  a,  /3,  y  aus  7)  za  entwickeln 
und  in  8)  einzusetzen.  Diese  Elimination  geschieht  kurz  auf  folgende  Weise. 
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Aas  5)  und  7)  folgt  durch  Multiplication  und  Subtraction 

^tiz  —  2.?t  =  {aß  —  fra)(a?ty8  —  ^iVt)  +  (<^a  —  öy)(.t:,--a:t) 

Analog : 
und 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  setzt  man  zur  Abkürzung 

«)  ^j  yt  —  J^iVx  +^%y\—  ^1 ' » +  ^t  ys  —  ^»yt  =  ^i 

8o  findet  man 

Multiplicirt  man  andererseits  die  obigen  drei  Gleichungen  der  Reihe 
nach  mit  x^y  a?t>  x^  und  ein  anderes  Mal  mit  yi,  ytt  ^si  so  ergiebt  die  Ad- 
dition die  folgenden  beiden  Gleichungen : 

Aus  den  letsten  drei  Gleichungen  ergeben  sich  nun  Nenner  und  Zfthler 
der  Brüche,  die  zufolge  8)  die  gesuchten  Grössen  x^  und  y^  darstellen. 
Diyidirt  man  die  letzten  beiden  Gleichungen  durch  die^ vorhergehende,  so 
kommt 

*     ^  yi (^tgs  —  ^t&)  +  yt (gjSt  —  gi  tt)  +  ysC^i &  —  ^tCO 
^'  (2.  t.  -«.&)  +  (^,  t.  -  2i  fa)  +  («rs.  -  ^t  £.)      ' 

Nimmt  man  zu  den  so  erhaltenen  beiden  N&herungswerthen  wieder 
zwei  Paar  wenig  davon  verschiedener  an,  oder  combinirt  man  x^  und  y^  mit 
den  nächstliegenden  Paaren  der  ursprünglichen  Nftherungswerthe ,  so  kann 
man  durch  Wiederholung  des  ganzen  Verfahrens  x  und  y  beliebig  genau 
erhalten.  —  Hiermit  wäre  die  Aufgabe  im  Princip  gelöst« 

Der  hier  gebrachte  Entwickelungsgang  ist  der  algebraischen  Analysis 
▼on  Prof.  O.  Schlömilch  entnommen.  Es  lassen  sich  dazu  einige  Bemer- 
kungen machen  und  bedeutende  Vereinfachungen  der  Formeln  10)  vor- 
nehmen; namentlich  wird  es  vortheilhaft  sein,  dieselben  so  umzugestalten, 
dass  alle  Rechnungen  mit  grossen  Zahlen  vermieden  werden« 

Zunächst  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Formeln  10)  unter  Um- 
ständen für  x^  und  y^  endliche  bestimmte  Werthe  ergeben  können,  wäh- 
rend thatsächlich  diese  Werthe  unbestimmt  sind.  Dies  kann 
am  so  eher  zu  sehr  misslichen  Fehlern  Veranlassung  geben,  als  man  dem 
Endresultat  die  Fehlerhaftigkeit  nicht  ansieht.  Es  ist  nämlich  bei  der 
DiTision ,  durch  welche  die  Ausdrücke  für  x^  und  y^  gebildet  werden ,  der 


1 
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Factor  S  im  Zähler  nur  dann  mit  Recht  gegen  denselben  Factor  im  Nenner 
zu  streichen,  wenn  S  von  Null  yerscbieden  ist.  Andernfalls  ergiebt 
sich  sofort ,  dass  x^  sowohl ,  wie  y^  die  Form  ^  annehmen ,  insofern  Nenner 
und  Zähler  mit  5=0  multiplicirt  sind.  Als  Bedingung  für  die  6il- 
tigkeit  der  Gleichungen  10)  ist  also  noch  hinzuzufügen 

S^O. 

Die  Nothwendigkeit  dieser  Bedingung  lässt  sich  übrigens  auch  leicht 
durch  eine  geometrische  Betrachtung  darthun.    Es  ist  nämlich  offenbar 

1       1       1 
S=    a,     a:,     sc, 

yx    Vt    y% 

Nun  stellt  bekanntlich  diese  Determinante  den  doppelten  Inhalt  des 
Dreiecks  dar,  welches ,  in  der  xy  -  Ebene  liegend ,  die  drei  Punkte  mit  den 
Coordinaten 

9^y^^  a?«y,,  «,Sf, 
als  Eckpunkte  bat.     Dass  dieser  Inhalt  nicht  Null  sein  darf,  wenn  die 
Gleichungen  10)  giltig  bleiben  sollen,  heisst  natürlich  nichts  Anderes,  als 
dass  die  drei  Punkte,  welche  die  Nähernngswerthe  als  Co- 
ordinaten haben,  nicht  in  gerader  Linie  liegen  dürfen. 

Die  Nothwendigkeit  dieser  Bedingung  ist  aber  geometrisch  klar;  denn 
fallen  die  drei  Punkte  in  eine  Gerade ,  so  fallen  die  beiden  Ebenen ,  durch 
deren  Horizontalspuren  ein  nener  Punkt  bestimmt  werden  soll ,  zusammen, 
der  Schnitt  der  Horizontalspuren  wird  unbestimmt  u.  s*  w. 


Die  Bedingung  5^0  lässt  sich  nun  auf  folgende  Form  bringen  [die 
vor  0)  den  Vorzug  bequemerer  Rechnung  hat]. 
Zunächst  ist 


1 

1 

1 

1 

0 

0 

a?i 

rr, 

aj, 

= 

X, 

X^-^Xt 

a?3 — x^ 

Vx 

Vt 

y» 

Vi 

Vt-Vx 

Vi-Vt 

=  (^t  — ^i)(y8^yt)  —  (a^s— a:,)(y,--y,), 

und  wenn  dies  von  Null  verschieden  sein  soll,  so  muss  , 

(a?, — X, )  (y, — y,)  ^  (x,  —  a:,)  (y,  -  y , ) 
oder 

11^  ??_ — *'  ^  ^»     ^t 

Vt  —  yx  <  yz-^yi 

sein.    In  dieser  Form  hätte  sich  die  in  Rede  stehende  Bedingung  natürlich 
auch  leicht  direct  auf  geometrischem  Wege  finden  lassen. 


Die  Formeln  10)  sind  sehr  unbequem,  besonders  wenn  die  Näherungs» 
werthe  grosse  Zahlen  sind,   die  eine  logarithmische  Rechnung  orfordern. 
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Durch  die  folgenden  Transformationen  lassen  sich  nun  Gleichungen  erzielen, 
die  nur  sehr  kleine  Zahlen  enthalten  (also  directe  Ansführong  der  Mnltipli* 
eationen  oder  Anwendung  des  Rechenstabes  a.  dergl.  gestatten) ,  oompen- 
didser  sind,  als  die  Gleichungen  10)  und  bei  kleinerem  Zablenaufwand  die 
gleiche  Genauigkeit  liefern. 

Sind  a?|,  x^^  Xg  die  drei  wenig  von  einander  verschiedenen  Nfthernngs- 
werthe  von  x,  so  kann  man  stets  eine  Grösse  m  (einen  gewissen  Mittelwerth 
von  x)  so  annehmen ,  dass  die  aus  den  Gleichungen 

resultirenden  Grössen  |„  £,,  1,  sehr  klein  sind« 

Man  kann  nun  offenbar  die  Gleichungen  10)  auch  in  der  Form  schreiben : 


X, 


«1 

x^ 

Xz 

h 

«t 

«I 

& 

£. 

U 

1 

1 

1 

«1 

2t 

«8 

ii 

& 

& 

y«= 


Vx 

yt  Vz 

h 

2,  «, 

ii 

£.  i. 

1 

1    1 

«1 

r,    z, 

ii 

j^t    ^« 

Setst  man  zur  Abkürzung  für  die  Determinante  im  Nenner  J^  und  fttr 
op,  x^  x^  die  Werthe  ans  12) ,  so  kommt 


•^  +  Sl        f^  +  U       »»  +  $8 

1     1      l 

\l^     £.     £. 

X^ .   ^  =          Z|                   2t                  Zt 

—  m. 

z,    z,    z, 

+  '2|       ^t      «8 

ti         £t        i^s 

A      St      ts 

:;.  ^>  & 

oder,  da  der  Factor  von  m  die  Determinante  J  ist: 

§1     £.    £. 

1 

18)                                   x^  =  m  + 

Z,       Z,      2, 

l 

&     t. 

AM 

Ganz  analog  erhält  man  mit 

14)  yi=.w  +  i?i,     j/t  =  «  +  ^ti     i?8  =  «  +  i?s- 

»?i    ^t    ^8 

15)  1^4=«  + 


%x    Zf    Zg 

ii  if  f  8 

Hier  ist  wieder  zu  bemerken ,  da'Ss  die  Gleichungen  18)  und  18) 
nur  so  lange  gelten,  als  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

1     I      ] 
15)  ii    I.   I. 

Vi   Vt   Vt 

Diese  Bedingung  ergiebt  sich  nftmlich  sofort  aus  der  früheren  il),  wenn  man 
darin  für  die  Nflherungswerthe  von  x  und  y  ihre  Werthe  aus  12)  und  14) 
einführt. 

Jetzt  kommen  in  den  Formeln  zur  Berechnung  von  x^  und  y^  die  mög- 
licherweise sehr  grossen  Zahlen  a?j,  x^j  d:,;  ^i,  yt^y^  nicht  mehr  vor,  sondern 


rt  1  Sf"ll    >   l8""lt 

0    oder    <^  " 

Vi  —  Vt      Vi—Vt 
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nur  deren  Unterschiede  gegen  die  Mittelwertbe  m,  resp.  n.  Die  Werthe  von 
z  4ind  i  sind  natürlich  um  so  kleiner,  je  weiter  schon  die  Näherung  ge- 
diehen ist. 

Die  obigen  Formeln  sind  jedoch  noch  einer  weiteren  Vereinfachung 
fähig;  denn  es  hindert  durchaus  Nichts,  einen  der  Werthe  x,  resp.  y 
selbst  als Mittelwerth  anzunehmen.  Nähme  man  gar  zwei  gleiche  Werthe 
von  Xy  resp.  y  an,  so  träte  eine  noch  grössere  Reduction  der  Formeln  ein. 
Es  ergiebt  sich  dies  leicht  aus  dem  blossen  Anblick  der  im  Folgenden  Über- 
sichtlich geordneten  Regeln.  Die  Rechnungsweise  I  dürfte  sich  besonders 
eignen,  wenn  man  ein  Paar  verbesserter  Näherungswerthe  mit  swei  Paaren 
der  ursprünglichen  zu  einer  neuen  Rechnung  combiniren  will,  während  II 
vorzuziehen  wäre,  wenn  man  nach  Berechnung  eines  Paares  genauerer 
Werthe  zwei  Paare  naheliegender  willkürlich  annehmen  und  damit  die 
Rechnung  wiederholen  will. 

I. 

Gegeben  (oder  angenommen) 

J^n^tJ^sJ     yutftyyi* 
ein  Paar  Werthe      x^  y^, 

die  die  Gleichungen  ^/       x      ^         i       ^      ^ 

mit  grösserer  Annäherung  erfüllen,  als  die  gegebenen  Werthe. 
Man  bestimme  zunächst  ||,  $t  und  17,,  17,  aus 

Dann  muss  sein 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  wird 

^4  =  ^8+  n\  — ^ —  +  nt  — j — » 

»nd  \l''  y  ^ j   die  Beträge,  um  welche    |  ^f^'^M  von  Null   abweicht, 

wenn  man  die  Näherungswerthe  ^1,  ^1 ;  ^ti  Vt  ^^^  ^tylfi  einsetzt.  —  Die 
Bequemlichkeit  gleicher  Coefficienteu  von  ^|  und  171,  sowie  |t  und  17t  moti- 
virt  die  Wahl  zusammengehöriger  Werthe  x^  y  als  Mittelwertbe. 

n. 

Gegeben  (oder  angenommen) 


Xfj  x^  —  a:,; 

yi=*yt,  »j. 

Oesucht 

*4 

Ji- 
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'**  ^w^*^w> 


Hier  ist  die  Gmndbediiigiing  5^0  immer  erfüllt.    Man  bestimme  g|  und 

^j  ans 

a?,  es  m  +  §, ,     a?t  =  m ,     aJ,  =     m , 

»1=      "»         yt  =  '»f      y8  =  »  +  i?i. 
Dann  wird 


^4  =  ^i  +  Sl  ^ 


2«  ^  — gf& 


2f 

wo  A^  z  und  ^dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  früher. 

Die  letzten  beiden  Gleichungen  lassen  sich  direct  geometrisch  denten. 
Sie  stellen  gewissermassen  die  auf  den  Ranm  Übertragene  Regtda  falsi  in 
einfachster  Form  dar. 
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I.   lieber  die  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichnng 

Zäz  +  Fdy  +  Xdx^O. 

Ich  nehme  an,  die  Coefficienten  der  Gleichung  ZdZ'\'Ydy  + Xdxs=:0 
erfüllen  diejenige  Bedingung,  der  zufolge  das  Integral  eine  Function  der 
Veränderlichen  zyx  ist.  Diese  Gleichung  ist  schon  von  Euler  integrirt 
worden.  In  der  neueren  Zeit  sind  noch  andere  Integrationsverfahren  auf- 
gestellt worden,  welche  neben  dem  Eni  er 'sehen  insofern  Berechtigung 
haben,  als  dieselben  gewisse*  EigenthtimÜQhkeiten  aufweisen,  welche  dem 
Eule  raschen  Verfahren  fremd  sind.  Ich  erwähne  die  Methoden  der  Herren 
Natani  und  P.  du  Bois-Reymond.  Das  Verhältniss  dieser  Methoden 
zu  der  Eule  raschen  giebt  Anlass  zu  weiteren  Erörterungen.  Ich  werde 
nachstehend  einige  Hücksichten  hervorheben,  von  welchen  mir  nicht  be- 
kannt ist,  dass  sie  anderswo  in  Erwägung  gebracht  seien. 

§  1.     Die  Integration  der  vollständigen  Differential- 
gleichung Zdz  +  Ydy-i-Xdi^O  nach  Euler. 

Das  Integra]  der  vollständigen  Differentialgleichung  sei  dargestellt 
durch  die  Gleichung  (p{zyx)==c.  Die  Function  tp  muss  so  bestimmt  wer- 
den, dass  sie  gleichzeitig  den  beiden  Differentialgleichungen 

a)  zl^-f^  =  0,     2l?-X^  =  0 

'  dy  dz  dx  dz 

genügt. 

Man  integrire  die  Gleichung 
1)  Zdz  +  Fdyc=o, 

in  welcher  x  als  beständige  Grösse  gedacht  wird.  Das  Integral  sei  a  =  a, 
wo  a  eine  bestimmte  Function  der  Veränderlichen  zyx^  und  a  eine  willkttr- 
liche  Beständige  ist.  Man  macht  die  erste  der  Gleichungen  a)  zu  einer  iden- 
tischen, indem  man  (p^=a  setzt.  Auch  der  Werth  q>=^x  genügt  dieser 
Gleichung ,  und  man  erhält  deren  allgemeines  Integral ,  indem  man  9  einer 
willkürlichen  Function  von  «  und  x  gleichsetzt. 
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Es  soll  nun  ^p  als  Fanction  von  a  und  i;  anch  der  andern  Gleicbnng  a) 
genagen.  Wollte  man  eine  Function  von  zyx  bestimmen,  welche  der  zwei- 
ten Gleichung  a)  Genüge  leistet,  so  wfirde  man  die  Gleichung 

2)  Zrft  +  Zrfjr  =  0 

integriren,  in  welcher  y  als  beständige  Grösse  aufgefasst  wird.  Nun  aber 
setzt  man  die  neue  Veränderliche  a  an  die  Stelle  von  t  in  die  zweite  Gleich- 
ung a)  ein.   Dieselbe  geht  über  in 

(ix      \    (ix  dz/  da 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  vollständige  DifiPerentiaigleichung  ein 
Integral  q>(^zyx)s=c  habe,  gestalten  sich  die  Coefficienten  der  vorliegenden 
Gleichung  als  Function  von  a  und  x^  da  nämlich  dnrch  die  Elimination  von 
z  mittels  er  auch  die  Veränderliche  y  hinausgebracht  wird.  Man  integrire  die 
Gleichung 

2')  Zda  -(zi^  -Ä^)  rf.r  =  0, 

^  \    dar  dz) 

und  das  Integral  der  vollständigen  Differentialgleichung  Jiegt  in  der  Form 
7  (ax)  =  c  vor. 

Dies  ist  das  gewöhnliche,  schon  von  Eni  er  aufgestellte  Verfahren  zur 
Integration  der  vollständigen  DifiPerentialgleichung. 

§2.     Die  Methode  des  Herrn  Natani. 

In  dem  58.  Bande  des  Cr  eil  ersehen  Journals  S.  304  hat  Herr  Natani 
ein  anderes  Verfahren  znr  Integration  der  vollständigen  Differentialgleich- 
ung Zdz  +  Fdy  -|-  Xd^^  =  0  mitgetheilt.    Setzt  man 

Z^fizyx),     F^f,{zyx),     X^f^{zyx), 

so  schreibt  sich  die  Gleichung  1) 

f{zya')  dz  +  f^{zyx)dy  =  0. 

Das  Integral    dieser  Gleichung    sei   ^{zyx)  =  a.      Anstatt   nun   das   In- 
tegral der  vollständigen  Differentialgleicbnng  als  Fanction  von  a  =  '^f{zyx) 
■  und  X  darzustellen,  denkt  sich  Herr  Natani  dasselbe  nach  a  aufgelöst  und 

giebt  demselben  demzufolge  die  Form 

'^{zyx)  =  gf{xc), 

wo  (p  eine  noch  unbestimmte  Function  ist.  Setzt  man  y^=0,  so  bestimmt 
sich  aus  dem  Integrale  der  vollständigen  Differentialgleichung  die  Veränder- 
liche z  als  Function  von  x.  Indem  man  diese  Function  von  x  mit  z,  be- 
zeichnet, erhält  man  die  Gleichung 

'ilf{ziOx)^=(p{xc), 

Es  soll  dieselbe  zur  Bestimmung  von  q)  verwendet  werden.  Das  Integral 
der  vollständigen  Differentialgleichung  ist  daher 
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Man  setze  y  =  0  in  die  Gleichung 
2)  -  f{zyx)dz+f^{zyx)  dx  =  0 

ein ,  und  man  führt  dieselbe  über  in 

2^  f{ZiOx)dzt  +  ft{ztOx)dx  =  0. 

Das  Integral  f|f^(z^x)s=c  ist  diejenige  Oleichnng,  durch  welche  die  Ver- 
änderliche Zf  als  Function  von  x  bestimmt  ist. 

Ich  habe  die  N a tan i' sehe  Methode  hauptsächlich  deshalb  hier  mit- 
getheilt,  weil  dieselbe  der  dritten  Methode,  von  welcher  in  dem  folgenden 
Paragraphen  die  Rede  sein  soll,  zur  Grundlage  dient.  Was  deren  Verh&lt- 
niss  zur  Eni  er 'sehen  Methode  betrifft,  so  liegt  der  Unterschied  in  der  Dar- 
stellungsweise der  Gleichung  2').  Wenn  a  =  a  das  Integral  der  Gleichung 
1)  ist,  so  gestaltet  sich  das  vollständige  Integral  als  Function  von  a 
und  X.  Auf  Grund  dieser  Transformation  wird  nach  der  Euler*schen 
Methode  die  Gleichung  2)  in  die  Gleichung  2')  übergeführt.  Der  Natani  - 
sehen  Methode  zufolge  setzt  man  y  =  0  in  die  Gleichung  2)  ein,  um  aus  der- 
selben die  Gleichung  2')  herzuleiten.  Als  ein  Vorzug  der  letzteren  Methode 
wird  der  Umstand  angesehen,  dass  man  die  Gleichung  2^)  integriren  kann^ 
ohne  vorher  die  Integration  der  Gleichung  1)  ausgeführt  zu  haben. 

Bei  der  Vergleichung  der  beiden  Methoden  darf  indessen  eine  Rück- 
sicht nicht  unerwähnt  bleiben,  welche  Veranlassung  sein  kann,  in  der  Na- 
tani' sehen  Methode  die  Gleichung2  )  einer  Transformation  zu  unterwerfen. 
Es  ist  durch  die  Euler'sche  Methode  erwiesen,  dass  das  Integral  der 
Gleichung  2)  die  Form  q>(ax)=;=c  hat,  wenn  as=a  das  Integral  der  Gleich- 
ung 1)  ist.  Daraus  folgt,  dass  in  der  Na  tani*  sehen  Methode  das  Integral 
der  Gleichung 

2')  f{z^Ox)  dzt  +  ft(ziOx)  dx  =  0 

in  der  Form  g>{aQx)s=c  geschrieben  werden  kann.  Es  ist  o0  =  ^(;|Ox), 
wenn  a  =  ^{zyx)  gesetzt  wird.  leh  fasse  den  Fall  ins  Auge,  dass  die 
Grösse  ^(z,0«)  eine  nicht  ganz  einfache  Function  von  Zj  und  x  ist.  Un- 
zweifelhaft wird  in  diesem  Falle  eine  Vereinfachung  der  Gleichung  2') 
erzielt,  wenn  man  anstatt  z,  die  neue  Veränderliche  a^  einführt.  Die  in 
solcher  Weise  transformirte  Gleichung  2')  ist  identisch  mit  der  Gleichung  2') 
der  Euler* sehen  Methode,  nachdem  man  dort  a^  an  die  Stelle  von  a  gesetzt 
hat.  Der  Na  tan  loschen  Methode  zufolge  schreibt  sich  dann  das  Integral 
der  vollständigen  Differentialgleichung  in  der  Form  a  =  a^,  wo  «q  bestimmt 
ist  durch  die  Gleichung  q>{aQx)e=sc,  Meine  Absicht  war  zu  zeigen,  dass 
diese  Methode  in  die  Euler'sche  übergeht,  sobald  man  veranlasst  ist,  von 
der  Function  00=^^(^10^)1  welche  aus  dem  Integrale  der  Gleichung  1)  her- 
geleitet ist,  die  angegebene  Verwendung  zu  machen. 

§3.     Die  Methode  des  Herrn  F.  du  Bois-Reymond. 

Die  in  $  2  auseinandergesetzte  Methode  hat  ein  merkwürdiges  Resultat 
geliefert.    Man  hat  die  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung 
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•^^>^^^^^^^  ^ 


mit  drei  Veränderlichen  auf  die  Integration  einer  einzigen  Differential- 
gleipfanng  mit  nnr  zwei  Veränderlichen  zürdokgefQhrt.  Der  Natani* sehen 
Methode  zufolge  schreibt  man  das  Integral  der  vollständigen  Differential* 
gleichnng  in  der  Form 

wo  z,  zu  eliminiren  ist  mittels  der  Gleichung  ^,  (z,  a:)  =  r.  Die  letztere  ist 
das  Integral  der  Gleichnng 

2')  /"(z.Oa:)«?«, +/;(«,  Oa;)rfx:=0. 

Es  kann  nun  der  Fall  eintreten,  dass  der  Ausdruck  (^(z^  Ox)  verschwindet. 
Ans  der  Gleichung  2^^)  folgt  dann  »i=^c,  und  das  Integral  der  vollständigen 
Differentialgleichung  ist  in  diesem  Falle 

Zor  Beatiroronng  dioses  Integrals  bedarf  es  nur  der  einen  Gleichung 

1)  f(zyx)  dz  +/,  (zyx)  dy  «  0. 

Der  hier  vorgesehene  Fall,  dass  die  Gleichung  i\)^{z^x)^c  in  die  ein- 
fachere Z|=c  übergeht,  beruht  auf  einer  Eigenthümlichkeit  der  voUständi 
gen  Differentialgleichung,  welche  zwar  nicht  immer  von  vornherein  gegeben 
ist,  aber  durch  eine  einfache  Transformation  jedenfalls  hergestellt  wird. 
In  dem  70.  Bande  des  Grelle 'sehen  Journals  S.  807  führt  Herr  P.  du 
Bois-Reymond,  um  die  vollständige  Differentialgleichung  mit  drei  Ver- 
änderlichen auf  eine  einzige  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  Veränder- 

liehen  zurückzuführen,  anstatt  x  die  neue  Veränderliche  ti<B_  ein.    Die 

y 

vollständige  Differentialgleichung  gehl  über  in 

fdz+{f,+uf;)dy  +  yf^du^O, 
und  der  Augenschein  lehrt,  dass  die  Gleichung 

2)  fdz  +  yf^du^{^, 

wenn  y=:0  gesetzt  wird,  übergeht  in  cfz,  c=0.  Deren  Integral  ist  Z|B=c,  und 
man  bedarf,  um  das  Integral  der  vollständigen  Differentialgleichung  zu  be- 
stimmen,  im  Uebrigen  nur  der  einen  Gleichung 

O  fdz  +  ij,  +  uf^)dy=^0. 

Freilich  ist,  um  die  von  Herrn  du  Bois-Reymond  gegebene  Regel 
aufrechthalten  zu  können,  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  der  Ausdruck 
/*«:/*,  nachdem  man  in  denselben  x  =  uy  und  alsdann  ^=K)  gesetzt  hat,  nicht 
den  Wertb  oc  annehme.  Nnr  unter  dieser  Voraussetzung  folgt  t,  =  c  aus 
2^.  Wenn  diese  Voraussetzung  nicht  zutrifft,  so  vervollständigt  Herr  dn 
Bois  -Reymon'd  seine  Regel  in  der  Weise,  dass  er  anstatt  s  die  neue  Vor- 

inderliche  ue= S  einfuhrt.    Die  vollstindige  Differentiftlgleichaog  geht 

y-y« 

dann  Sber  in 

fdt  +  (f,  +  uf,)  dy  +  {y-y,)ft  rf«  =  0 , 

'/eltuhrllt  I.  Mathematik  u.  Physik,  XX,  1  0 
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und  es  steht  nim  Nichts  hn  Wege,  die  Beständigen  y^  und  x^  so  zn  wfthlen, 
dass  der  Ausdruck  f^if^  nachdeisi  nan  ^  =  ^o4'<<  (V'^9o)  ^°d  alsdann 
yss:  y^  gesetzt  hat ,  einen  endlichen  Werth  behält. 

§4.     Ist  die  Auffindung  des  Integrals  dnrch  die  Methode 
des  Herrn  P.  du  Bois-Reymond  gefördert? 

Wenn  die  beiden  Differentialgleichnngen 

1)2)  fdz+ftdy^O,     fd2  +  f^dx  =  0 

gegeben  itind,  nnd  man  aus  den.^elben  die  Veränderlichen  x  und  y  als  Fnnc* 
tion  der  drrtton  Veränderlichen  z  bestimmen  soll,  so  darf  man  die  Aufgabe 
als  wesentlich  vereinfacht  ansehen,  sobald  es  gelungen  ist,  diese  beiden 
Differentialgleichungen  dnrch  eine  einzige  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen  zu  ersetzen.  Denn  man  hat  dann 
eine  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  auf  eine  der  ersten  Ordnung 
zurückgeführt.  In  dem  vorliegenden  Falle,  welcher  von  der  Voraussetzung 
ausgeht,  dass  es  eine  Function  der  drei  Veränderlichen  zyx  gebe,  welche 
den  Gleichungen  1)  und  2)  gleichzeitig  genügt,  muss  die  Reduction  auf  eine 
oinzige  Differentialgleichung  anders  bourtheilt  werden.  Denn  hier  wird 
jedesmal  diejenige  Veränderliche,  deren  Differential  in  der  zu  integrirenden 
Gleichung  nicht  vorkommt,  als  Beständige  betrachtet. 

Das   Integral     der    vollständigen    Differentialgleichung    f  dz  +  /*,  dt/ 
-^  f^dx  =  0  genügt  auch  den  beiden  Gleichungen 

1)2)  fdi+fidy^O,     fdz  +  f^dx:=0. 

In  diesen  Gleichungen  ist  mehr  gesagt,  als  man  nöthig  hat,  um  das  In- 
tegral aufstellen  zu  können.  Anstatt  der  Gleichung  2)  kann  man ,  wie  Herr 
Na  tan  i  bemerkt  hat,  eine  andere  Gleichung  gebrauchen,  welche  weniger 
allgemein  ist,  da  man  an  die  Stelle  der  Veränderlichen  ^,  deren  Differential 
in  dieser  Gleichung  nicht  vorkommt,  irgend  einen  beständigen  Werth  y^ 
scitzen  darf.    Man  darf  die  Gleichung 

2')  f{zi  yo^)  dZi+ft  (t,  y^x)  da?  =  0 

an  deren  Stelle  setzen.  Es  ist  schon  in  S  2  gezeigt  worden,  dass  die  Gleich- 
ungen l)  nnd  2^)  ausreichend  sind,  um  das  Integral  der  vollständigen  Diffe- 
rentialgleichung zu  bestimmen. 

Wollte  man  vermittelst  der  Gleichungen  1)  und  2')  die  Gleichung  2) 
wiederherstellen,  so  wäre  dies  erst  dann  möglich,  nachdem  man  das  Integral 
der  vollständigen  Differentialgleichung  aufgestellt  hätte.  Selbstverständlich 
kann  man,  wenn  das  Integral  vorliegt,  durch  eine  partielle  Differentiation 
die  Gleichung  2)  wiederfinden.  Man  ist  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass 
die  Gleichungen  I)  nnd  2)  über  gewisse  Eigenschaften  des  Integrals  der 
vollständigen  Differentialgleichung  im  Voraus  einen  Aufschluss  geben,  wel- 
chen die  Gleichungen  I)  und  2'),  so  lange  deren  Integral  noch  unbekannt  ist,* 
nicht  geben  können.    Es  wird  eine  andere  Eigenschaft  des  Integrals  sein, 
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dnreh  welehe  die  Integration  vermittelt  wird,  wenn  man  der  Integration 
eine  Transformation  der  Verttnderlichen  voranBgehen  lässt 

Herr  P.  dn  Bois-Reymond  bedient  «ich  der  Transformation 

worin  die  Bestfindigen  y^  und  x^  in  geeigneter  Weise  bestimmt  werden.  Es 
ergeben  sich  die  Gleichnngen 

1)  fdz  +  {f+uf,)dy=^0, 

2)  fd2+{y-yo)fffiu=^0. 

Setxt  man  y^^y^  in  die  Gleichnng  2)  ein,  so  bat  man  die  Gleichung 2^), 
deren  Integral  z,  r=  c  ist.  Das  Integral  der  vollständigen  Differeptial- 
gleichnng  hat  dann  die  Eigenschaft,  dass  die  Veränderliche  u  daraus  ver- 
schwindet,  wenn  y  =  2^o  gesetzt  wird.    Das  Integral  hat  jedenfalls  die  Form 

{y  -  yo)  ^(«  y  «)  +  /(« y)  =  <^ , 

deren  erstes  Glied  ftir  den  Fall  y=yo  verschwindet.  Zu  dessen  Herleitang 
bedarf  ea  nur  der  Gleichung  l). 

Wenn  man  die  erwähnte  Forderung,  dass  die  eine  Veränderliche  aus 
dem  Integrale  der  vollständigen  DiiFerentialgleiehnng  verschwinde,  sobald 
die  zweite  Veränderliche  einen  beständigen  Werth  erhält,  an  dasselbe 
nicht  stellt,  so  kann  leicht  der  Fall  eintreten,  dass  das  Integral  der  Gleich- 
nng 1)  einfacher  ist,  als  das  Integral  der  vollständigen  Differentialglei«ifaang, 
da  sich  das  erstere  als  ein  Bestandtheil  des  andern  darstellt.  Dies  ist  un- 
zweifelhaft eine  Erleichterung  der  Integrationsanfgabe.  Man  miiss  auch  da« 
Gleichung  2)  integriren;  aber  es  ist  gerade  diese  Verwerthang  der  Gleich- 
ungen 1)  und  2),  was  im  Allgemeinen  der  Eni  er*  sehen  Integratia^tieme^bdde 
den  Vorzug  sichert,  weil  dann  die  Integrationsschwierigkeiten  in  zwei  ein- 
fachere Aufgaben  aufgelöst  sind. 

Mannheim.  A.  Wkilbr. 


n,    Heber  die  Integration  des  vollständigen  Systems  partieller 
Dfffereiitial|5^i®l^^>>M!f®>i  ^^^  linearer  Form. 

Es  soll  die  Function  q>  bestimmt  werden,  welche  den  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen 

dq>         .   dm    ,     ,   dw    .  ,     .  dg) 

'  dxt  dx^  f/4?8  "^»4-2 

Genfige  leistet.  Bekanntlich  giebt  es  fi+1  verschiedene  Functionen  der 
Veränderlichen  x^x^x^..,Xn^i^  welche  an  der  Stelle  von  <p  der  Gleichung 
I)  genügen.  Bezeichnet  msn  dieselben  mit  er, a«ff8. ..  On^-i,  so  erhält  man 
die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  1),  indem  man  tp  einer  wHIkürliclien 

0* 
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Function  von  «i  «t  a^  •••««4.1  gleiehsetst«  Diese  Fnnction  soll  nun  so  bestimmt 
werden ,  dass  ancb  die  Oleichnng  2)  befriedigt  ist.  Man  betrachte  deshalb 
in  der  Oleichnng  2)  die  Grösse  ip  nicht  mehr  als  Fnnction  von  XiXfX^  •••^»-hs  % 
sondern  als  Fnnction  von  aiOga,  ...««^.i.  Durch  die  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  entsteht  die  Gleichung 

worin  man  abkürzend  gesetzt  bat 


dxi  dx^  dx^  dXm'{'2 

Die  Lösungen  der  Gleichung  3)  sind  zugleich  die  den  Gleichungen  l)  und  2) 
gemeinsamen  Lösungen. 

Das  System  der  Gleichungen  1)  und  2)  hat  höchstens  n  verschiedene 
Lösungen.  Bezeichnet  man  dieselben  mit  yiytY9'"yn^  so  erhält  man  die 
allgemeine  Lösung  des  Systems,  indem  man  9  einer  willkürlichen  Function 
von  Yiyty$'  •*/•  gleichsetzt  In  dem  Folgenden  gehe  ich  von  der  Voraus- 
setzung ans,  dass  das  zu  integrirende  System  n  verschiedene  Lösungen  habe, 
und  werde  ich  dasselbe  in  diesem  Falle  ein  vollständiges  System  nennen. 
Das  vollständige  System  zeigt  gewisse  Eigenthttmlichkeiten ,  und  es  sind 
verschiedene  Methoden  aufgestellt  worden,  dieselben  bei  der  Integration 
des  Systems  zu  verwerthen.  Meine  Absicht  ist,  eine  kurze  Darlegung 
dieser  Methoden  zu  geben,  und  deren  Verbältniss  zu  einander  einer  Be* 
urtheilung  zu  unterwerfen. 

§  1.     Jaoobi's  Methode  zur  Integration  des  vollständigen 

Systems. 

Man  schreibe  die  partiellen  Differentialgleichungen 

dx^  dXf  dXf  dXfi^2 

abkürzend  A(j(p)vszO  und B{ip) » 0.  Unter  J[B{fp)]  ist  dann  derjenige  Aus- 
druck zu  verstehen,  welcher  entsteht,  wenn  man  in  A{q>)  an  die  Stelle  von 
tp  die  Grösse  B{q>)  setzt,  und  unter  B[A(g>y]  derjenige  Ausdruck,  welcher 
entsteht,  wenn  man  in  B(jip)  anstatt  q>  die  Grösse  A{(p)  setzt.  In  seinen 
Vorlesungen  Aber  Dynamik,  S.  258,  hat  Jacobi  gezeigt,  dass  die  Gleich- 
ungen ^(<p)ssO  und  B{fp)=:0  ein  vollständiges  System  bilden,  wenn  die 
identische  Gleichung  ^^^z  vt       «r  ^/  xt 

besteht.  Die  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  von  g>  heben  sich 
in  derselben  identisch  auf.    Es  bleiben  nur  die  Differentialquotienten  der 

ersten  Ordnung  von  9  Übrig;  und  es  soll  nun  der  CoefScient  von  -r^  ,  wo 

dx^ 
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f  jede  der  Zahlen  swiechen  1  und  it-t-2  iBt,  identisch  gleich  Nall  sein.   Ans 
dieser  Forderung  ergeben  sich  n+2  Bedingnngsgleichnngen 

welche  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichungen  A{ip)=s:0  und  5(^)b=3  0 
bestehen  sollen. 

Die  Richtigkeit  der  Jacobi 'sehen  Aufstellung  erweist  sich  leicht.  Es 
sei  9:=  ff,*  eine  Lösung  der  Gleichung  ^(^)  =  0.  Setzt  man  tpssm  in  die 
Gleichung  A[B{(p)]--BlA{q))]s=:0  ein,  so  geht  dieselbe  wegen  A{ai)^=0 
über  in  A[B{ai)]=0,  Weun  also  9  =  «i  eine  Lösung  der  Gleichung 
^(^)  =0  ist,  so  ist  auch  q>  =  B{ui)  eine  Lösung.  Da  man  dann  alle  Gpeffi* 
cienten  der  Gleichung 

aa^  aa^  (10,  ^«1,4-1 

als  Lösungen  der  Gleichung  A{(p)=>0  anzusehen  hat,  so  versteht  es  sich, 
dass  es  n  verschiedene  Functionen  von  Ot^iOf. ' .  ttnxi  giebt,  welche  der 
Gleichung  3)  an  Stelle  von  tp  gentigen ,  dass  also  die  Gleichungen  A{ip)=0 
und  B(fp)  =  0  ein  vollständiges  System  bilden. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  auch,  dass  man,  um  die  Gleichung  3) 
aufstellen  zu  können,  nur  eine  einzige  Lösung  der  Gleichung  A{q>)  durch 
Integration  zu  bestimmen  braucht.  Denn  wenn  eine  Lösung  ^  s=  0|  bekannt 
ist,  so  findet  man  die  Übrigen  Lösungen  qp  =  a,,  ^  ^=»  a^ . , » tp  ^=  Um^^i  der 
Gleichung  A{(p)=0  durch  Differentiation  gegebener  Functionen.  Man  er- 
hält  dieselben  der  Reihe  nach  in  der  Form 

«f=^(«i)i  «8=  ^(at)...«»  +  i  =  Ä(üf„). 

Die  Gleichung  A{q>)  =  0  hat  im  Ganzen  n-j-i  verschiedene  Lösungen. 
Ea  folget  daraus,  dass  der  Ausdruck  B{am^i)  nicht  eine  neue  Lösung  der 
Gleichung  A{<p)=0  sein  kann,  sondern  sich  als  Function  der  schon  be- 
kannten Lösungen  OiOiag... «,^^1  darstellt.  In  der  Regel  wird  nicht  erst 
der  Cuef&cient  ^(0114.1),  sondern  schon  irgend  einer  der  vorausgehenden 
CoefBcienten  der  Gleichung  8),  also  ^(014.1)  als  eine  Function  der  schon 
bekannten  Lösungen  «ifft^s**- ^<+i  vorliegen.  Die  noch  fehlenden  Lö- 
sungen der  Gleichung  J{ip)s=sO  sind  aber  entbehrlich,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  eine  Lösung  des  vollständigen  Systems  aufzustellen.  Denn  die 
Gleichung 

hat  t  verschiedene  Lösungen,  von  denen  jede  zugleich  eine  Lösung  des  voll* 
ständigen  Systems  ist. 

FQr  den  Fall,  dass  sich  schon  ^(«i)  als  eine  Function  von  a^  darstellt, 
ist  die  Kenntniss  der  einen  Lösung  9^5«,  nicht  mehr  ausreichend  ^ur  Her- 
leitnng  der  übrigen  Lösungen;  denn  die  Gleichung  3)  ist  m  diesem  Falle 
eingliedrig,  und  giebt  in  solcher  Gestalt  nicht  mehr  ein  Integral  des  Systems. 
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M«n  ist  dänur  allerdings  genlHhigt,  ^ine  eweite  Lteang  der  Gleichaog 
j4(jip)z=o  durch  Integratiba  zu  bestimmen. 

In  dem  Vorstehenden  ist  geseigt  worden,  dass  die  Gleichungen  i4  (9]  =  0 
und  B{<p)^=^0  ein  vollständiges  System  bilden,  wenn  die  identische  Gleich- 
ung-^[^(g?)] —^[i4(<)p)]  =0  besteht.  Nicht  aber  kann  man  behaupten, 
dass  umgekehrt  diese  Gleichung  identisch  bestehe,  wenn  die  Gleichungen 
A{<p)c=o  und  B{q>)=iO  ein  vollständiges  System  bilden.  Denn  geht  man 
von  solchen  Gleichungen  A{(p)^=iO  und  B(q>)^=0  aus,  welche  die  geforderte 
Bedingung  erfüllen ,  und  giebt  man  denselben  veränderliche  Factoren,  oder 
aekreibt  man  die  Gleichungen  iir(^)=:0  und  Z(9)  =  0,  indem  man  lineare 
Functionen  der  vorliegenden  Gleichungen  bildet,  so  hat  man  jedesmal  wie- 
der ein  vollständiges  System.  Man  durfte  aber  nicht  annehmen,  dass  die  Be- 
dingungsgleichung i^i^Cip)]  ~  L[iC{q>)] »  0  Bestand  habe.  Es  ist  vielmehr 
leicht  zu  sehen ,  dass  sich  in  diesem  Falle  die  linke  Seite  der  Bedingungs- 
gleichung als  eine  lineare  Function  der  Ausdrücke  ^{q>)  und  L(jip)  darstel- 
len wird. 

Das  vollständige  System  partieller  Differentialgleichungen  ist  von 
Herrn  Clebsch  ein  Jacobi'sches  genannt  worden,  wenn  dasselbe  jene 
Bedingungsgleichung  erfüllt.  Für  diesen  Fall  hat  Jacobi  das  vollständige 
System  integrirt.  Herr  Clebsch  hat  gezeigt  (VBrgl.  Bd.  65  des  Crel le- 
schen Journals,  S.259),  wie  man  das  vollständige  System  der  Gleichungen 
Af(^)  =  0  und  L{q>)=:0  in  ein  Jacobi^sches  verwandeln  kann.  Um  nach 
der  Regel  des  Herrn  Clebsch  zu  verfahren,  bestimme  man  die  Werthe 
A{<p)  und  B{(p)  aus  den  Gleichungen 

AT (qp)  =  A'Ccp^)  A  (9)  +  I^{q>a)  B  {g>)  , 

wo  unter  ipa  und  f>ß  zwei  beliebige  Functionen  von  XiX^x^ . . .  0:114-2  zu  ver- 
stehen sind.  Die  Gleichungen  A{(p)=saO  und  B{q>)=iO  erfüllen  die  Be- 
dingungsgleichung i4[^(v)]  — ^[i^(9)]  =  0,  und  bilden  daher  ein  Jacobi- 
sches System.    Durch  die  Auflösung  der  obigen  Gleichungen  erhält  man 

L{ipß)K{v)-l^{q,,)L(,p) 

und  man  ersieht  daraus ,  dass  g>  =  <pa  eine  Lösung  der  Gleichang  A  {<p)  s:  0 

und  tp^^a  eine  Lösung  der  Gleichung  B{q))=*0  ist,  dass  also  für  jede 

Gleichung  dieses  Jacobi'schen  Systems  sugleicb  eine  Lösung  gegeben  ist. 

Setst  man  (p^  =  x,  und  qp«  =:  tc, ,  so  bat  man  die  einfacheren  Werthe 
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woraus  folgt,  dass  das  yoUständige  System  der  Gleichungen  K{ip)ssO  und 
L(ip):=0  in  ein  Jacobi'sches  System  übergeht,  wenn  man  das  eine  Mal 

--^  eKminirt,  and  die  neue  Oleichnng  durch  den  Coefficienten  von  — ^ 

theilt,   dus  andere  Mal  -r^  climinirt,  uud  die  neue  Oleichang  durch  den 

äXf 

dtp 
Coeffieienten  yon  -r^  theilt. 

aar, 

§2.     Eine  andere  Methode  zur  Integration  des 

vollständigen  Systems. 

Die  Integration  des  vollständigen  Systems 

da>    .     .   ilfp    .         dtp  dq> 

uX^  aXf  aX^  »^n-fS 

läsat  sich  auf  eine  andere  Betrachtung  gründen ,  welche  unabhängig  ist  von 
der  Kenntniss  der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Bedingungsgleich- 
nng.  Man  führe  die  n+l  Lösungen  qf^»€c^^  9>='^*">V=^an^\  der  Gleich- 
ung y^(<p)  =  0  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  p(jff)esiO  ein.  Man 
erhält,  nachdem  man  die  transformirte  Gleichung  durch  ß(a,).getheilt  hi^t, 
die  Gleichung 

^  dir,"^^(a,)  flf«,"^Ä(a,)  rfcs"^"'^     Ä(a,)     d«.+i        * 

Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  liegen  zunächst  als  Function  der  n-f^ 
Veränderlichen  XfX^x^...  a;„4.2  vor.  Bringt  man  die  neuen  Veränderlichen 
afOtort  •  •  »^a-f  I  AB  die  Stelle  von  x^x^x^ . . . Xn-{'2%  so  wird  aneh  ji^i  aus  den 
Coeffieienten  hinausfallen. 

Dieser  Satz  folgt  ohne  Weiteres  aus  der  Annahme,  dass  die  beiden 
Gleichungen  A{qi)^=0  und  B{(p)^^0  ein  vollständiges  System  bilden,  dass 
es  also  n  verschiedene  Functionen  von  OiCtiai ...  «n-f  i  giebt,  welche  an  der 
Stelle  von  g?  der  Gleichung  3)  genügen.  Wollte  man  annehmen  i  dass  die 
Veränderliche  x^  neben  den  neuen  Veräuderlichen  a, a, cti..  an 4.]  in  den 
Coefficienten  der  Gleichung  3)  übrig  bliebe,  so  würde  durch  die  Differen- 
tiation dieser  Gleichung  nach  x^  eine  zweite  partielle  Differentialgleichung 
entstehen ,  welcher  dieselben  n  Lösungen  entsprechen ,  was  unmögliph  ist. 
Nach  der  Voraussetzung  ist  tp  als  unabhängig  von  x^  zu  betrachten.  Die 
Differentiation  der  Gleichung  3)  nach  x^  erstreckt  sich  deshalb  nur  über  die 
Coefficienten,  und  man  erhält 

ß{a^)d(p         B(a,)  dtp  ^    >     ß(at)        dtp 

+  _— — h  •  •  •  T 7- : =  0 1 


dxi      dttf         dxi      dag  dx^        da^^\ 
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•••  •*  -^x-  ^-^ 


eine  Oleichnng,   welche   wegen   des  fehlenden  - —  mit  der  Gleichung  3) 

nicht  identisch  sein  kann.    Die  Coefficienten  der  vorliegenden  Gleichung 
«  müssen  einzeln  genommen  gleich  Null  sein,  und  es  folgt  daraus  die  Bichtig- 
keit  der  obigen  Behauptung,  dass  die  Coefficienten  der  Gleichung  3)  von  x^ 
unabhängig  sind. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  folgt  auch,  dass  man  aus  zwei  Lö- 
sungen der  Gleichung  A[fp)^=i^  noch  weitere  Lösungen  dieser  Gleichung 
durch  Differentiation  herleiten  kann.  Wenn  <)p=:0|  und  9»«=  ex,  zwei  Lö- 
sungen der  Gleichung  i^(<7))=:0  sind,  so  ergeben  sich  weitere  Lösungen 
<p  =  0| ,  ^  =  «4 . . . ,  indem  man 

_g(«t)  _g(a,) 

setzt.  Man  kann  auch  die  Rechnung  so'  einrichten ,  dass  man  nur  eine  Lö- 
sung durch  Integration  zu  bestimmen  braucht ,  da  man  alsdann  die  übrigen 
Lösungen  der  Gleichung  durch  Differentiation  aus  dieser  Lösung  ableiten 

kann.    Man  eliminire  -^  aus  ^(<p)=0  und  &(9)=3  0.   Es  entsteht  die  neue 

Gleichung  .  .  .  . 

oder  abkürzend  C((p)  =  0,  eine  lineare  Verbindung  von  A{q>)=^0  und 
B{ip)  =  0,  welche  die  Lösung  9=30?,  hat.  Durch  Integration  bestimme  man 
die  Lösung  9=30;,,  und  man  erhält  die  übrigen  Lösungen  9=011  (p=af- 
<ps=crj,  indem  man 

__Bi«i)  _g(«t)  _g(«<-i) 

"» -/?(«:.)•     ''-B(x,) '■■'"-    B(x,) 

seist.  Die  Schlussgleichung  des  Systems,  oder  diejenige  Gleichung,  aus 
welcher  das  Integral  des  vollständigen  Systems  bestimmt  wird ,  ist  dann 

.  dy       ^(gQ  dfp      Bja^)  dtp  B{ai)    ^^^ 

^  dx^  "•■  ß  (a?,)  dflfj  "^  B  (x^)  d«,  ""■'*•  """  B{x^)  dai 

Man  kann  übrigens  die  lineare  Verbindung  von  A{ip)^=0  und  B{(p)=iO 
in  solcher  Weise  herstellen,  dass  nicht  ^p  =  x^,  sondern  eine  beliebige  Func- 
tion der  Veränderlichen  (p=iq>a  der  neuen  Gleichung  entspricht.   Setzt  man 

C{q>)  =  B{q>a)  A{q>)  -  A[q>a)  ß{(p)  , 
so  ist  in  der  That  9  =  9)0  ^ii^^  Lösung  der  Gleichung  C(q))  =  0.  Wenn 
eine  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  bekannt  ist,  so  führt 
man  dieselbe  als  neue  Veränderliche  in  die  Differentialgleichung  ein, 
weil  sich  dann  die  Anzahl  der  Veränderlichen  um  die  Einheit  vermin- 
dert. Diese  Rücksicht  ist  bei  der  Aufstellung  der  Gleichung  C{g))  =  0 
in  Betracht  zu  nehmen,  und  es  möchte  die  erstere  Annahme,  wornach  die 
Lösung  qpssor,  in  die  Gleichung  C{g>)^=0  aufgenommen  wird,  vor  der  andern 
Ann^mA  aus  diesem  Grunde  den  Vorzug  haben. 
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Die  hier  besprochene  Methode  aar  Integration  des  yollstftndigen  Sy- 
stems beruht  anf  einer  andern  Grundlage ,  als  die  im  vorigen  Paragraphen 
dargestellte.  Dieselbe  bietet  der  Integration  dieselben  Vortheile,  wie  die 
Jacob  lösche,  ohne  dass  die  Gleichungen  B(q>)i=0  und  (7(<p)  =  0  ein 
Jacob i'sches  System  bilden.  Indem  Herr  Clebseh  das  vollständige 
System  der  Oleichungen  A((p)^=0  und  B{q))=sO  auf  ein  Jacob  i'sches 
zurückführt,  setzt  er  zwei  neue  Gleichungen  an  deren  Stelle,  was  sich  als 
überfltissig  erweist,  da  es  schon  ausreichend  ist,  nur  die  eine  Oleichang 
^(^)z=o  durch  die  neue  Gleichung  C{q))=0  zu  ersetzen.  Ich  habe  diese 
Methode  schon  vor  elf  Jahren  veröffentlicht.  Der  Jahrgang  1803  dieses 
Journals  enthält  einen  Aufsatz  über  die  Integration  partieller  Differen- 
tialgleichungen, und  habe  ich  dort  in  den  SS  4  und  5  meine  Methode  mit- 
getheilt. 

Die  Schlnssgleichung  des  vollständigen  Systems,  deren  Aufstellung 
sich  die  besprochenen  Methoden  zur  Aufgabe  machen,  lässt  sich  leicht  in 
eine  Differentialgleichung  der  t^^''  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen  umwan- 
deln.   In  der  obigen  Schlussgleichung  4)  ist 

_Ä(a.)       „_Ä(«,) 

und  der  letzte  Coefficient  —-, — ^  ist  als  Function  von  o:,  0|  «•«■••  •  ^'i  ^^  ^^' 

trachten.    Man  schreibt  dieselbe  deshalb  in  der  Form 

dw  dq>  da  .  dq) 

Um  derselben  zu  genügen ,  darf  man 

doi  duf  dcti 

setzen ;  denn  man  findet  aus  diesen  Gleichungen  durch  die  Elimination  von 
ot  ff, ...  0/  die  Differentialgleichung  der  i^^^  Ordnung 

dXx 


--  =  t(;  1 2r,  a,  -— -   - — ^  . . .  -- — : — ;  1. 


Andererseits  hat  man ,  um  die  i  ersten  Integrale  dieser  Gleichung  zu  be- 
stimmen, die  partielle  Differentialgleichung 

dq)  _.    da   dq>       da^  dq>  ^^dai    dq)  

dXf      dXf  da,       dX|  da^      "'      dx^  dcr^         ' 

welche  identisch  ist  mit  der  obigen  Schlussgleichung  des  vollständigen  Sy- 
stems. Insofern  sich  ein  erstes  Integral  der  Differentiafgloichung  der  t**" 
Ordnung  leichter  angeben  lässt,  als  eine  Function  q)  der  obigen  Schluss- 
gleichung des  Systems,  mag  es  gerechtfertigt  sein,  die  Differentialgleichung 
der  i^°  Ordnung  an  die  Stelle  der  andern  Gleichung  zu  setzen« 


90  Kleinere  MUtfaeilungen. 


*  ^»vy^  ^  '',*V»^ 


§  3.     Die  Methode  des  Herrn  A.  Mayer. 

Wenn  das  Integral  der  vollständigen  Differentialgleichung  Zdt  +  ^^9 
-^Xdx^s^i  als  Function  der  drei  Veränderlichen  zyx  vorausgesetzt  werden 
darf,  so  ist  die  Aufgabe ,  diese  Qleichung  zu  integriren ,  als  ein  besonderer 
Fall  der  oben  gelösten  Aufgabe  zu  betrachten.  Denn  man  kann  diese 
Gleichung  durch  das  vollständige  System  der  Gleichungen 

ay  dz  ax  dz 

ersetzen,  und  es  handelt  sich  also  um  den  Fall  n=  1  der  oben  gelosten  Auf- 
gabe. Herr  P.  duBoisReymond  hat  gezeigt,  wie  man  eine  einzige  Diffe- 
rentialgleichung mit  zwei  Veränderlichen  aufstellen  kann,  deren  Integration 
das  Integral  der  vollständigen  Differentialgleichung  giebt.  In  gleicher  Weise 
kann  man  zeigen,  dass  die  Integration  einer  einzigen  partiellen  Differential- 
gleichung ausreichend  ist,  wenn  dag  Integral  des  vollständigen  Systems  der 
Gleichungen  A{(p)^=0  und  ^(^)s=0  bestimmt  werden  soll. 

Aus  den  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  eliminire  man  das 

eine  Mal    -r^ ,  das  andere  Mal  -r^.    Es  ergeben  sich  die  Gleichungen 
dx^  dxx 

Au  die  Stelle  von  x^  fähre  man  eine  neue  Vertf nderliche  u  ein ,  welche  sich 
aus  der  Gleichung  x^ — x^=^u{x^^x^^)  bestimmt.  Man  setze  also,  da  jt,* 
und  ^,®  als  Beständige  gedacht  werden  sollen : 

dq>      dip        I  d(p       dq>      dq>        u        ^ 

dxt^ du  Xi  —  x^^'     dXi      dXi      du  a:,— o:,"' 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  gehen  tiber  in 

rfa,      du  x,  — Xi**         'dar,  dx^  ^  d*«+2 

du  x^—x^^^    *d.r,^    ^dx^  ^  dx^j^^ 

Au  die  Stelle  der  ersteren  bringe  man  diejenige  Gleichung,  welche  durch 

die  Elimination  von  —  entsteht.    Das  neue  System  besteht  aus  den  Gleich- 

du  - 


ungen 


1) 


dw     *  dw  d  CD 

+  (^»+1+  «Ä»+2)  5^^  =  0, 
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K^  ^  ^    .     ^•^W^^«^-»'  -^«^ 


welche  abgekürzt  mit  K{(p)s=:0  und  L{g>)  =  0  bezeichnet  sein  sollen.  Ueber 
die  Beständigen  x,"  and  dP,*  ist  in  solcher  Weise  Verfügung  getroffen ,  dass 
die  Ooeffieienten  B^B^.,,Bn-^2  endliche  Werthe  behalten,   wenn  iri=ar,' 

gesetzt  wird.    Die  Gleichung  2)  geht  dann  für  diesen  Fall  Über  in  •—  =  0, 

und  das  Integral  des  vollständigen  Systems  hat  die  Eigenschaft,  dass  es, 
wenn  «|=dP,®  gesetzt  wird,  von  u  anabhängig  ist. 

Um  das  Integral  des  vollständigen  Systems  der  Gleichungen  1)  und  2) 
BU  erhalten,  verfährt  man  zunächst  ganz  nach  dem  Bisherigen.  Man  be- 
stimme eine  Lösung  q)^^%t  der  Gleichung  ^(g>)  ==  0.  Wenn  diese  Lösung 
für  den  Fall  x,  =  x,^  von  u  unabhängig  ist ,  so  darf  dieselbe  als  eine 
Lösung  des  Systems  angesehen  werden.  Im  Allgemeinen  aber  wird 
eine  Lösung  der  Gleichung  1)  nicht  auch  eine  Lösung  des  Systems  sein* 
Man  erhält  aas  derselben  weitere  Lösungen  «psssx,,  qp  =  x^ . . .  qi»  e=s  x,*  der 
Gleiebong  1),  indem  man  Xt=  ^(xt),  «t^  ^(^t)  •  -  •  xj  =  Z(x,..|)  setzt.  Wenn 
man  die  Lösungen  der  Gleichung  1)  als  neue  Veränderliehe  in  die  Gleich- 
ung 2)  einführt,  so  ergeben  sich  durch  die  Integration  der  transformirten 
Gleiebong  2)  die  Lösungen  des  Systems.  In  den  Mathematischen  Annalen 
Bd.  V  S.  463  hat  Herr  A.  Mayer  gezeigt,  wie  man  die  Lösung  des  Systems 
ohne  weitere  Integration  unmittelbar  aus  den  Lösangen  der  Glelckang  I) 
herleiten  kann ,  wenn  man  jene  Eigenschaft  des  Integrals  zu  Hilfe  nimmt, 
der  zufolge  dasselbe  von  u  unabhängig  ist,  wenn  X|S=X|^  gesetzt  wird. 

Es  bandelt  sich  hier  um  eine  Lösung  der  Gleichung  1),  welche  als 
Fonetion  von  x,  »  x,  a:^  . . .  ^«4.2  aufgefasst,  die  Eigenschaft  besitzt,  von  u 
unabhängig  zu  sein,  wenn  ar,=a:,®  gesetzt  wird.  Diejenigen  Lösungen  des 
voIlstäudigeB  Systems,  welche  sich  durch  die  Integration  der  transformirten 
Gleichung  2)  ergeben  würden,  seien  ausgedrückt  durch 

Da  dieselben  auf  diesem  Wege  als  Function  von  u  x,  X| . . .  x^  gefunden  wer- 
den, so  darf  man  auch  umgekehrt  die  Lösangen  der  Gleichung  1}  als  Func- 
tion von  ti  ft]  1»! . . .  fi,-  auffassen.  Die  den  bekannten  Lösungen  entsprechen- 
den Integrale  der  Gleichung  1)  schreibe  man  in  der  Form 

Xt  =  c, ,  X,  =  Cs  . . .  x^  =  c,- ,  X 

wo  etC^...Ci  willkürliche  Beständige  sind.  Setzt,  man  x^ssx^^^  so  gehen 
dieselben  über  in  0  __  .        0  _  0  — . 

*I    —  '^'l »    *t    —  Cj  .  .  .   X|    —  C/  , 

and  es  lassen  sich  aus  denselben  höchstens  t  verschiedene  Functionen  von 
«»x^...  0:94.2,  entsprechend  jenen  Lösangen  /iif4f«^<  des  vollständigen 
Systems,  ab  Function  von  u  und  der  Beständigen  C| c, . . .  c^  herleiten.  Ge- 
setzt, man  habe  eine  dieser  Functionen 
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aufgefanden.  Aa  die  Stelle  der  BeatXndigen  Ci  c, .  • .  Ci  setse  man  jene  Lö- 
sungen X|Xt...x(,  nnd  man  bat  anf  der  rechten  Seite  der  vorliegenden 
Gleichung  eine  Lösung  der  Gleichung  1),  welche  die  Eigenschaft  besitzt, 
von  u  unabhängig  zu  sein,  wenn  s^=sx^^  gesetzt  wird.  Denn  für  diesen 
Fall  geht  dieselbe  identisch  in  f{x^x^  * . .  ^n-f  2)  Über.  Die  verlangte  Lösung 
des  vollständigen  Systems  Ist  gp  =  ^  (u  x,  x,  . . .  x<). 

Wenn  zwei  partielle  DifferentialgleichuDgen  A{fp)^=^0  und  f(9)  =  0 
integrirt  werden  sollen,  welche  ein  vollständiges  System  bilden,  so  ist  der 
eine  Tb  eil  der  Integrationsarbeit  selbstverständlich  als  erledigt  zu  betrach- 
ten, sobald  die  Lösungen  der  Gleichung  ^(<p)sbO  aufgefunden  worden 
sind,  da  dann  nur  noch  die  Inlegration  der  Gleichung  ^(qE»)=sO  auszuführen 
ist,  deren  Integral  sich  als  Function  jener  Lösungen  darstellt.  Wenn  aber 
die  Gleichungen  A{ip)^=i(i  und  ^(^)  =  0  durch  jene  Gleichung  ür(9)  =  0 
ersetzt  werden ,  welche  allein  integrirt  zu  werden  braucht ,  um  das  Integral 
des  vollständigen  Systems  aufstellen  zu  können,  so  ist  man  nicht  ohne  Wei* 
teres  anzunehmen  berechtigt,  dass  damit  eine  Erleichterung  der  Integrations- 
arbeit gegeben  sei ;  denn  es  ist  die  Integration  einer  partiellen  Differential- 
gleichung unter  erschwerenden  Umständen  gefordert.  Man  gebe  dem  In- 
tegrale  des  Systems  nicht  die  oben  verlangte  Eigenschaft,  wornach  eine  Ver* 
änderliche  aus  demselben  verschwindet,  wenn  eine  zweite  Veränderliche 
einen  passeud  gewählten  beständigen  Werth  erhält,  und  man  ist  zu  der 
Annahme  berechtigt,  dass  es  eher  gelingen  könne,  jene  beiden  Gleichungen 
^((p)  s=0  und  ^((p)  =s=0  nacheinander  zu  integriren,  als  die  eine  Gleichung 
A^(^)  BsO.  Wenn  das  Integral  der  Gleichung  £'(9)==0  einmal  aufgefunden 
ist,  so  giebt  die  lÜIethode  des  Herrn  A.  Mayer  allerdings  eine  Abkürzung 
der  weiteren  Rechnung,  weil  dann  die  Integration  der  zweiten  Gleichung 
L(^)g=sO  durch  eine  algebraische  Operation  ersetzt  ist.  Aus  dem  vorher 
angegebenen  Grunde  aber  kann  dieselbe  im  Allgemeinen  nicht  jene  andere 
Methode  ersetzen,  welche  verlangt,  dass  die  beiden  Gleichungen  A{ip)  &sO 
und  B  {jp)  =  0  nacheinander  integrirt  werden.  / 

Mannheim.  A.  Wsilbr. 


m.   Heber  die  Diipenion  der  Farben  in  Oaaen. 

Arago  nnd  Biet  veröffentlichten  im  Jahre  1806  in  den  Memoiren  der 
Pariser  Akademie  bekanntlich  Versuche  über  die  Brechung  des  Lichtes  in 
Gasen  bei  verschiedener  Dichte  und  fanden  das  Gesetz,  dass  die  brechende 
Kraft  der  Gase  bei  verschiedenen  Dichtigkeiten  diesen  proportional  und  für 
Licht  aller  Farben  constant  sei,  dass  sich  also  im  Luftprisma  keine  Disper» 
sion  der  Farben  darbiete.  Du  lotig  benutzte  dieses  Gesetz  zur  Bestimmung 
der  Brecbutigsezponenten  einer  Reihe  von  Gasen.  Er  fand  in  Ueberein* 
Stimmung   mit  jenen   beiden   Physikern   und  Del  ambro   den  absoluten 
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Breehnngsexponenten  für  atmosphärische  Luft  gleich  1,000204  bei  der  Tem- 
perator  0*  und  dem  Drucke  760  Mm.  Der  dabei  beobachtete  gänzliche 
Mangel  an  Farbendispersion  war  de  nun  voraussetzen,  dass  in  dem  Werthe 
1,000294,  der  auch  fär  Wasserdampf  gilt,  zum  Mindesten  die  fünfte  Decimale 
noch  genau  sei.  Denn  setzen  wir  allgemein  die  Dichtigkeit  der  Luft  in  dem 
Prisma  gleich  d  und  den  Brechungsezponenten  bei  dem  üebergange  des 
Lichtes  aus  Luft  von  gewöhnlicher  Dichtigkeit  in  diese  gleich  n,  den  abso- 
loten  Brecbungsexponenten  der  Luft  von  der  als  1  angenommenen  Dichtig- 
keit bei  mittlerem  Drucke  gleich  «i,  so  wird 

n,  -1.     n,-f/^  ^_^,. 

Wenn  wir  nnn  nach  dem  Vorgange  von  Gancby  allgemein 

""'^"•"iö^r«"'"  10"  i^  "*"•■• 

setzen,  so  erhalten  wir  mit  Berttcksichtignng  des  zweiten  Gliedes 


und  für  starke  Compressionen  bis  zum  Flüssigwerden  des  Gases 

Für  Wasser  ist  nun 

«0  =  i  ,32332 ,     «,  =  0,003781 ,     d  =  773 : 0,625  =  1237, 

aIso  ^ 

^     .  0,00000406 
n,  =  l,0003(fö6  +  -—fj^' 

Für  die  Wellenlänge  des  rothen  Lichtes  B,  nämlich  Ar  =  0,0006874  Mm«, 
ist  also  fir»  1,000312;  für  die  Wellenlänge  des  violetten  Lichtes  i»=  0,0003029 
Mm.  iai  n^  =  1,000320.  Die  Beobachtungen  liefern  mit  einer  geringen  Ab- 
weichung sämmtlich  den  Werth  1,000294.  Die  Berechnung  giebt  für  beide 
Farbengrenzen  noch  einen  Unterschied  von  1,7  in  der  fünften  Decimale. 
Es  ist  also  nicht  sehr  unwahrscheinlich,  dass  die  Oase  bei  starker  Compres- 
sion  eine  Farbendispersion  deutlich  zu  erkennen  geben,  weil  sonst  der 
Coef&cient  o,  sieb  gegen  Og  ändern  müsste,  was  bis  jetzt  noch  nicht  erwiesen 
ist.  Dulong  giebt  indess  an,  dass  sich  noch  die  sechste  Decimale  bis  auf 
den  Fehler  einer  Einheit  genau  bestimmen  lasse;  ob  er  Licht  verschiedener 
Farbe  bei  seinen  Versuchen  angewandt  hat,  ist  unbekannt.  Es  würde  also 
von  grossem  Interesse  sein,  die  Brechungsverhältuisse  der  Gase  in  der  Nähe 
des  flüssigen  Aggregatzustandes  zu  untersuchen,  so  namentlich  die  des 
Schwefeläthers  bei  187^  C,  da,  wo  der  flüssige  Aggregatzustand  desselben 
an  den  Molecularzustand  des  gasförmigen  grenzt  Schwefeläther  wird 
sich  auch  besonders  seines  grossen  absoluten  Brechungsexponenten  wegen 
SU  dieser  Untersuchung  eignen.  Für  Schwefelkohlenstoff  stellt  sich  jene 
Differenz  am  grössten  heraus.   Für  diesen  ist  nämlich 
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^  ^   .  0,01292  .  0,000728 
n  =  1 ,5876  + -^-^    f    '     ,,,    , 

mithin  für  Roth  «^=:  1,00214,  für  Violett  «,,==  1,00234. 

Die  Dulong'schen  Beobachtungen  geben  den  kleineren  Werth 
n=  1,00150,  woraus  man  geschlossen  hat,  dass  die  brechende  Kraft  einer 
Substanz  im  flüssigen  Zustande  im  Allgemeinen  grösser  sei,  ais  die  im  luft- 
formigen.  Die  Genauigkeit  des  von  Dulong  angegebenen  Werthes  würde 
allerdings  voraussetzen,  dass  der  Raum,  in  welchem  sich  der  untersuchte 
Dampf  befand,  durchaus  frei  von  Jeder  andern  Gasart  gewesen  sei,  nament- 
lich von  Luft  und  Wasserdampf,  wodurch  der  wahre  Werth  beträchtlich 
verkleinert  werden  muss.  Bs  bedarf  dieses  der  Bestätigung  durch  wieder- 
holte Beobachtungen. 

Das  Arago^sche  Gesetz  erstreckt  sich  mit  geringen  Abweichungen 
auch  auf  die  festen  Aggregatzustftnde.    Es  ist  dem  Gesetze  gemäss 

rf:d,==(n*-l):(V-l), 
also  , 

Für  Wasser  gesetzt  d=l,  n  =  1,3360,  so  ist  für  Eis  d,  =0,905  und  dem- 
gemäss  n,=  1,308.  Die  Beobachtungen  ergeben  w,=  1,310.  Für  Cassiaöl 
von  10°  C.  gesetzt  d=l,  ferner  der  Ausdehnungscoefficient  gleich  dem 
anderer  ätherischer  Oele  1,0009  und  nach  Baden-Powell  n==  1,6249,  so 
ergiebt  sich  aus  obiger  Formel  für  22,6®  C.  w,=  1,6193.  Die  Beobachtungen 
ergeben  für  Cassiaöl  von  22,5®  C.  den  Werth  «,=  1,6174. 

Für  Wasser  von  18,8*  C.  ist  «=1,3358  (Fraunhofer)  und  c/  = 
1:1,091806;  ferner  ist  bei  15,8«'  0.  cf,=  1:1,000869,  also  nach  Arago's  For- 
mel «,=  1,3S70.    Nach  Baden-Powell  ist  «=1,3366. 

Baden-Powell  hat  für  die  Farbendispersion  des  Lichtes  dieFornu^l 

T 


w  =  ae 


aufgestellt,  wobei  er  den  Deductionen  Cauchy^s  folgt.  Sie  trifft  aber  in 
dieser  Form  nur  für  wenige  Substanzen  in  erster  Annäherung  zu  und  bringt 
die  partielle  Dispersion  nicht  zum  Ausdruck,  da  sie  mit  der  allgemeineren 
Formel  von  Cauchy  nur  in  den  beiden  ersten  Gliedern  übereinstimmt,  die 
partielle  Dispersion  aber  hauptsächlich  von  dem  dritten  und  allen  folgenden 
Gliedern  abhängig  ist.  Entwickelt  man  die  obige  Function  bis  zum  dritten 
Gliede,  so  erhält  man 

"'"''•'         n  g    ■"  **"  "^  6 .  lOU*  "^  360 .  10« k*' 

sin  —^ 
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Vergleicbt  ma1[i  Glied  fÖr  Glied  mit  der  Formel  von  Caucby 

so  mfisste  also  stets  a|'=  1,428  otq ort  sein.  Es  ist  nun  bei  allen  bisher  unter- 
BQchten  Substanzen  o^  positiv,  o,  hingegen  bald  positiv,  bald  negativ  im 
Widerspruche  mit  der  Fnnction  von  Baden^Powell.  Da  dieselbe  Func- 
tion schon  bei  der  IntensitHtsbestinimiiog  des  gebengten  Lichtes  vorkommt, 
so  ist  es  gerathen,  sie  aus  der  Theorie  der  Dispersion  gänzlich  zu  verban> 
nen ,  da  man  jede  beliebige  andere  dafür  setzen  kann,  z.  B. 


7t  Q  {  q\     Q 


Beispielsweise  setze  ich  einige  von  mir  für  die  partielle  Dispersion  berech- 
nete Formeln  her. 

«7                                              .  .«o*.  .  0,003781      0,0000868  ,       ,    „         ,    .    , 
Wasser:  n  =  1,32332  +   ^       , „         (nach  Fraunhofer) , 

^  0,004160      0,0000232   . 

Quarz :  n  c=  1,53270  +  -^^^ ^^^^^  (nach  Bsselbach)  , 

Schwefelkohlenstoff:  ri=  1,5876  +  ?2^f f J^  +  ^'??J!^  (neb. Baden-Powell), 

0  00504        0  002240 
CaHsiaol:  n  =  1,5667   +     ^^       +    '^^„^^     (nch.  Baden- Powell), 

A    •  «1  .  =w.^     .  0,007259  ,    0,000751   ,     ^  „    ,       ^ 

Anisöl :  n  =  1,5299   +   *^^^,    +  ^ajr  (°ch.  Baden-Powell), 

0,008635      0,0002989 
Gelbes  Flintglas:        n  =  1.75014  +  ,    +  '    »,4      (nach  Dutiron), 

Ol...  .  «^       .  0,006351      0,0001766  ,     ,    «    ,       ^ 

Salzuäure:  w  =  1,3924   +  "^r^eTt    ~     i^ii     (nch.  Baden-Powell). 

Bezeichnet  man  die  tausendfachen  Wellenlängen  der  Fraunhofer- 
seben Linien  B^  E,  ff  mit  /|,  /,  und  /,,  ihre  Brechungsexponenten  mit  n,,  rif 
und  n,,  so  sind  die  Constanten  Aq,  Ot  und  oft  berechnet  mittels  der  Formeln 

Sehr  wahrscheinlich  ist  die  partielle  Farbendispersion  abh&ngig  von 
dem  Lichte,  welches  die  Substanzen  durchlassen  uud  sbsorbiren.  Die  Sub- 
stanzen zerstreuen  diejenigen  Farben  am  meisten,  welche  sie  bei  dem 
Durchgänge  am  meisten  absorbiren.  So  Iftsst  Wasser  am  besten  Blau  und 
Violett  durch,  am  wenigsten  Roth;  dagegen  zerstreuen  und  absorbiren 
Cassiaol  und  andere  ätherische  Oele  am  wenigsten  die  rothen  and  gelben 
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Lichtstrahlen  ,  am  meisten  Blau  und  Violett.  Hiermit  steht  das  Vorzeichen 
des  dritten  Gliedes  in  innigem  Zusammenhange.  Bei  blauen  Flfissigkeiten 
ist  das  Vorzeichen  negativ,  bei  rothgelben  positiv.  Es  wäre  von  besonderem 
Interesse,  die  Farbendispersion  von  Kupferoxyd- Ammoniak  und  von  chrom- 
saurem Kali  in  schwach  gefärbten  Lösungen  zu  untersuchen. 

Setzt    man    nc=/'(A),    so   wird   die  partielle   Dispersion   ausgedrückt 

durch  jr  e=  f(^y    Diese  Function  kann  Maxima  und  Minima  innerhalb  des 

Spectrums  erhalten ,  wenn  a,  negativ  ist.  Ja  es  ist  nicht  undenkbar,  dass 
die  Function  negativ  werden  kann,  für  Werthe  von  k  nämlich,  welche 
kleiner  sind,  als  die  positiven  reellen  Wurzeln  der  Oleichung  f'{k)  =  0. 
Das  Spectrum  muss  sich  an  dieser  Stelle  umkehren  und  zum  Theil  das 
Vorangehende  decken.  Vor  wenigen  Jahren  wurde  diese  Eigenschaft  von 
Prof.  Kundt  an  alkoholischen  Lösungen  von  Fuchsin  entdeckt;  es  würde 
von  Interesse  sein,  die  Formel  für  die  Brechungsexponenten  dieser  Substanz 
aufzustellen. 

Rostock.  Prof.  Ludwig  Mättdibbsbn. 


^ 


•V. 

Die  Anzahl  der  Lösungen  diophanÜBcher  Gleichungen 

bei  theilfremden  Coefflcienten. ' 

Von 

Dr.  K.  Weihrauch, 

Docent  an  der  Universität  Dorpat. 


t. 

Die  Frage  nach  der  Zahl  der  Lösungen,  welche  eine  unbestimmte 
OleichuDg  vom  ersten  Grade  besitzt,  ist  sicherlich  eine  der  interessantesten 
im  ganzen  Gebiete  der  unbestimmten  Analysis,  aber,  wie  es  scheint,  bisher 
weder  beantwortet,  noch  überhaupt  behandelt  worden.  Es  soll  im  Folgen- 
den der  Versuch  gemacht  werden,  die  Aufgabe,  für  eine  grosse  Classe  von 
diophantischen  Gleichungen  wenigstens,  zu  lösen,  wobei  sich  freilich  das 
Resultat  zeigen  wird ,  dass  die  Darstellung  der  Lösungszahl  durch  Coeffi- 
cienten  und  Absolutglied  der  Gleichung,  wie  sie  erwartet  werden  müsste, 
nicht  vollständig  gelungen  ist,  aber,  so  scheint  es  nach  weiteren  Untersuch- 
ungen, auch  nicht  vollständig  gelingen  kann.  Selbstverständlich  kann  hier 
immer  nur  von  Gleichungen  mit  positiven  ganzzahligen  Constanten  die 
Rede  sein,  da  offenbar  ein  einziger  negativer  Coefficient  genügt,  um  die 
Ansaht  der  Lösungen  unendlich  gross  werden  zu  lassen.  Ehe  wir  die  eigent- 
lichen Untersuchungen  vorlegen,  mag  folgende  theoretische  Lösung  der 
Aufgabe  Erwähnung  finden. 

Heisst  die  zu  behandelnde  Gleichung 

kz=n 

1)  ^ö*a;it=y,  ^ 


80  entwickele  man  das  Product 

usr 

nach  Potenzen,  von  <;  wird  dann  erhalten 

ZtitMhxlft  f.  X»th«m»tik  u,  Fhytlk,  XX,  2. 
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.  r  «^  -»-«^^-fc.  -  «^^^  vvvx^v-^^'  •''■^^^^^1^^  ^  ^  ^  r  j^  . 


2)  TT  ^  «*a*  =^  C,  2«, 

dann  ist  offenbar  ca  die  Anzahl  der  Auflösungen  für  l).  Vielleicht  gelingt 
es  einmal,  diesen  Coefficienten  durch  ein  bestimmtes  Integral  darzustellen 
und  damit  die  ganze  Frage  zu  erledigen. 

Für  den  allgemeinsten  Fall,  in  dem  je  2,  3,  . . .  (w—  1)  der  Coefficienten 
cik  gemeinsame  Theiler  besitzen ,  sind  die  Untersuchungen  noch  nicht  zum 
Abschlüss  gekommen ;  der  Gang  der  Rechnung  und  die  Gestalt  der  Resul- 
tate compliciren  sich,  wie  uns  die  Behandlung  der  allgemeinsten  Gleichung 
mit  3  4  und  5  Unbekannten  ergab,  in  sehr  bedeutendem  Grade.  Wir  sind 
deshalb  genöthigt,  anzunehmen,  dass  in  allen  auf  ihre  Lösungszahl  zu  unter- 
suchenden Gleichungen  je  zwei  Coefficienten  theilfremd  seien.  Wir  wer- 
den unter  dieser  Voraussetzung  für  eine  Gleichung  mit  2,  3, 4,  5  Unbekannten 
das  Resultat  ableiten,  dabei  die  Methode  gewinnen,  wie  man  zu  der  Formel 
für  eine  Gleichung  mit  n  Unbekannten  gelangt,  wenn  die  für  eine  Gleichung 
mit  n^l  Unbekannten  bereits  vorliegt,  und  schliesslich  eine  Darstellung 
jener  Formel  geben. 

Vorausgehen  lassen  wir  einige  abkürzende  Bezeichnungen  und  folgen- 
den bekannten,  beständig  zu  gebrauchenden  Satz  aus  der  Zahlentheorie : 

Sind  m,  a,  TT  bestimmte  positive  Zahlen,  a  und  n  theilfremd,  und  hat 
man  die  Congrnenz 

3)  m  — Äa^VA(wotf«),     VA  ^^  > 

so  fallen,  wenn  ä  die  Reihe  der  Zahlen  von  1  bis  n  durchläuft,  die  Wertho 
V  bis  Vn  i^lt  dieser  nämlichen  Zahlenreihe  in  einer  gewissen  Ordnung  za- 
sataimen,  so  dass 

4)  yj^'^'^y^y!^' 

und  ferner,  wenn  h  bis  pn  geht,  wegen  der  Wiederkehr  der  nämlichen  Reste 
Wir  setzen  die  Gleichung  I)  voraus  und  führen  folgende  Bezeichnungen  ein  : 

7)  ^a*'  =  ^fi      V^ait'=ffi' 


Die  Anzahl  der  Auflösungen  für  die  Gleichung  l)  stellen  wir  durch 
f^{A)  vor. 
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i/^^K'>^%.^.^«^\^<W'  -^-^'^^f^^  ■-■N--  t^-^W    .^S^  W  «    »    .^«^  ^  V^*^  W^«^>^  WW   «*   ii^«^» 


2. 

Es  soll  nüD  zunächst  für  die  GleicLang 

8)  «1«, +a,a:,  =  irf 

ftiA)  bestimmt  werden.   Findet  sich  als  Form  für  dieselbe 

9)  art  =  a,  —  a,r,,     a:,  =  a,  +  a,r,, 

80  folgt  aus  den  Bedingungen  a;|>-0,  x^^O  sofort,  dass 

/i  wird  also  im  Ganaen  —  —  ( ^)  = =  »  Werthe  annehmen  können, 

d.  b.  fiCi^)  wird  gleich  A:P  sein.  Der  Ausdrnck  ist  allerdings  nicht  correct; 
ft{^  muss  eine  ganze  Zahl  sein,  und  es  kann  sich  sehr  wohl  treffen,  dass 
die  \n  AiP  enthaltenen  Ganzen  um  eine  Einheit  vermehrt  oder  (falls  A  =  qP) 
vermindert  werden  müssen,  um  /^(^  darzustellen;  die  Gorrection  wird 
später  angegeben  werden.  Auf  geometrischem  Wege  lässt  sich  das  Resultat 
folgendermassen  ableiten.  8)  stellt  eine  gerade  Linie  vor,  welche  in  ortho> 
gonalen  Coordinaten  die  Axenabschnitte  A:ai  und  ^:a,  liefert.  Zertheilt 
man  den  ganzen  ersten  Quadranten  durch  Normalen,  die  in  den  Entfer- 
nungen 1,  2,  3,...  vom  Ursprung  auf  den  Axen  errichtet  werden,  in  Qua- 
drate, 80  stellen  die  Coordinaten  aller  Quadratecken,  durch  welche  8)  hin- 
dorehläuft,  mit  Ausschluss  der  etwa  auf  den  Axen  liegenden,  die  sämmt- 
lichen  Lösungen  vor;  die  Fusspunkte  der  dazu  gehörigen  ort  -  Coordinaten 
sind  auf  der  Strecke  Aia^  der  Xi-Axe'vom  Ursprung  an  gleichmässig  im 
Abstände  a^  vertheilt,  man  hat  also  wieder /*,  (i^)  ss  ^^ :  aj  Of  =  ^ :  P,  mit  der- 
selben Incorrectheit ,  wie  früher.  Wir  nehmen  aus  dem  Bisherigen  Ver- 
anlassung,  zwei  um  Vielfache  von  P  verschiedene  A  hinsichtlich  der /*  zu 
untersuchen. 

Es  sei 

=  p 

10)  A^^m{modP)^     m^ 

und 

.  A^m 

II).  ~^=p- 

Hat  man  für  die  Gleichung  I  o^o;,  4-^^  =  ''>  ciio  Form  gefunden 

12)  «i=ft  — a,/,,     a;,  =  /3t  +  ai'i, 

so  genügt  der  Gleichung  II  a^Xf '{'  a^x^=^  A  =s  pP  +  m  offenbar  die  Form 

18)  «i=»ft— «t^i»     i»?i  =  i3|  +  fliP  +  ai*f 

Man  siebt  augenblicklich,  dass  Si  in  13)  genau  p  Werthe  mehr  annehmen 
darf,  als  t,  in  12),  d.  h.: 

14)  ir.(^)*p+/;w- 

Weiter  lässt  sich,  wie  es  scheint,  die  Sache  nicht  verfolgen;  die  Be- 
stimmung von  ft{fn)  durch  aj,  a^  und  m  ist  wahrscheinlich  theoretisch  un- 
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möglicb.     Als  Beispiel  diene  die  Oleichnng  21  o^i +29 ort  =  100000.     Man 

erhält 

i^srrOOO,  100000  =  124 (mod 609),    p=164, 

"^*^°  U  (100000)  =  164  +  /i  (124). 

Man  findet  nun  leicht,  dass  die  Gleichung  21ir|  +29a?t  =  i24  keine  Lösung 
besitzt,  dass  die  oben  vorgelegte  Gleichung  also  genau  164  Lösungen  hat. 
Auf  geometrischem  Wege  l%sst  sich  14)  ebenfalls  leicht  ableiten,  was 
wir  der  Kürze  wegen  tibergehen.  Derselbe  Weg  giebt  über  einen  Ausdruck, 
der  später  auftreten  wird,  Aufschluss.  Nehmen  wir  auf  dera:|-Axe  die  Strecke 
o«,  auf  der  OTfAxe  die  Strecke  a,  vom  Ursprung  an  und  verbinden  die  End- 
punkte, so  stellt  die  Linie  die  Gleichung  (ij  a:i  +  o^  a:,  =  a,  a,  =:P  vor.  Denkt 
man  sich  den  ersten  Quadranten  wie  früher  in  Quadrate  zerlegt,  so  zeigt  sich 
sofort,  dass  diese  Gleichung  keine  Lösung  haben  kann;  denn  die  Diagonale 
des  Rechtecks  aus  den  Seiten  a,  und  a,  kann  durch  kein  Quadrateck 
gehen  (die  auf  den  Azen  liegenden  Ecken  sind  ja  ausgeschlossen),  weil  das 
Verhältniss  a,  :a,  nicht  in  kleineren  ganzen  Zahlen  ausgedrückt  werden  kann. 
Für  eine  Linie  a,a:, +  0,0:2  =  m,  ^0  ^  ^^^  Bedingungen  in  10)  unterliegt, 
werden  die  Axenabschnitte  kleiner,  als  a,  und  o,,  d.  h.  die  Linie  ist  im  ersten 
Quadranten  ganz  innerhalb  des  durch  die  Diagonale  des  obigen  Rechtecks 
gebildeten  Dreiecks  mit  dem  Ursprung  als  dritter  Ecke  gelegen ;  sie  ist  der 
Diagonale  parallel,  kann  also  höchstens  eine  Quadratecke  treffen,  was  wie 
oben  bewiesen  wird.  Umgekehrt  entspricht  jede  innerhalb  des  erwähnten 
Dreiecks  liegende  Qnadratecke  einer  Linie  afO?!  -f-o^^f  luit  ganz  bestimmtem 

Werthe  von  m;  die  Anzahl-dieser  Ecken  ist  -— ~— K    Unter  sämmt- 

liehen  P  Gleichungen 

16)  ö,  a:,  +  ö,  a:,  =  m ,     m  =  1 ,  2 ,  3 , . . .  P 

befinden   sich  also  nur    — ~~^ = -^ ,   welche  eine  Lösung 

haben;  den  übrigen  fehlt  eine  solche.  ft(fn)  ist  also  0  oder  1  und  man 
erhält  die  später  zu  benutzende  Formel 

■•)  .'^M')-"-^- 

Es  ist  leicht,  dieSummation  weiter,  etwa  bis  zu  pP,  auszudehnen.  Einen 
algebraischen  Weg  zur  Ableitung  von  16)  werden  wir  später  kennen  lernen. 
Als  Beispiel  möge  die  Gleichung  AXi'^hx^^s^^m  dienen;  es  wird  hier 

2:A(m)  =  6; 

in  der  That  liefern  nur  die  Werthe  m  =s  9,  13,  14,  17,  18,  19  eine  Lösung. 

3. 

Es  liege  nun  die  Gleichung 
n)  a,  Xy  +  0,0-,  +  ö,ar,  =  .4 
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vor.  Es  lässt  sich  beweisen,  dass,  wie  von  vornherein  zu  vermnthen  war, 
als  Eintheilungsprincip  für  die  A  wieder  P^^a^a^a^  gelte.  Die  Entwicke- 
loDg  des  Products 


liefert  nur  Theilsätze  von  der  Form  /",(</)  .2^.    Tritt  -der  Factor  ^z*«^ 


hiQzn,  so  muss  in  dem  Resultate  A^'/bC^)-^'  ^^r  Ausdruck  f^{e)  ein  Ag- 
gregat von  Ausdrücken  wie  ftid)  sein.  Zwei  dieser  ^(d)  lassen  sich  aber 
nur  dann  auf  einmal  ^rttckftthren,  wie  aus  dem  vorhergehenden  Abschnitte 
erhellt,  wenn  die  betreffenden  d  um  Vielfache  von  n^-aia^  unterschieden 
sind.   Beim  Hinzutreten  des  dritten  Factors  werde  der  Ausdruck 

das  eine  Mal  mit  s*^,  das  andere  Mal  mit  z**^  multiplicirt;  sollen  die  Co* 
efficienten  der  neuen  Potenzen  z''*+/*+»«»  und  t»Ä+f»+w«i  aufeinander  redn- 
cirbar  sein ,  so  muss 

18)  VÄ  +  ^  +  pa,  ^  VÄ  +  fA  +  wa,  (morf»), 

19)  »  =  w  +  ;r  / 

sein.  Wir  schliessen  daraus ,  dass  eine  Reduction  nur  bei  denjenigen  Po- 
tenzen möglich  ist,  deren  Exponenten  um  Vielfache  von  Tra,,  d.  h.  P  von- 
einander verschieden  sind ,  sehen  uns  also  veranlasst,  die  Zahlen  A  in  Cias- 
sen  von  je  P  Gliedern  abzutheilen.    Es  sei  nun  für 

<P 

20)  A^m  (modP) ,     "» ^ ^ » 

21)  A'-m=^pP. 
Dann  ergiebt  sich 

22)  a,  Ä,  +  «lar,  =:pP  +  m  —  a,«, , 
folglich 

23)  ft{A)^h^f^{pP  +  m^a,h), 


wo  h  vom  Werthe  1  beginnend  so  lange  wachsen  muss,  bis  pP+m —  a,A 
eben  negativ  werden  will.  Man  erkennt  leicht,  dass  in  23)  folgende  Zer* 
legung  stattfinden  kann: 

A(^)«>;/i(p/>-hm-.a,A)+  >yt(iii-.a,A), 


wo  die  zweite  Summation  bis  zum  Abbrechen  fortzusetzen  ist;  sie  ist  indes- 
sen, wie  man  rasch  beim  Vergleich  mit  22)  erkennt,  genau  fz{fn)^  mithin 
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Um  diese  Summation  auszuführen ,  setzen  wir  gemäss  10) 
26)  pi^  +  m  —  öo  A  ^  VA  {tnodn) ,      v* 


wo  an  Stelle  von  A^  m^  P  und  p  in  10)  die  Ausdrücke  pP  + m  —  ajÄ,  va,  « 

,pP+m  — öoÄ  — VA  .    , 

und getreten  sind, 

n 

Man  hat  dann  nach  14) 

Berücksichtigt  man ,  dass 

ferner  nach  5) 

A=,m  ir^         p»(»+l) 

29)  >;  VA  =  py  ^  =  ^     ^^ 

und  analog  mit  Zuziehung  von  16) 

30)  Ta(v*)=p'5^A(v»)  =  ^^^^:^^^^ 


[a,=air|-a,  nach  7)],  so  entsteht  aus  27)  nach  einiger  Reduction,  wenn  a^n 
in  P,  «3  +  01  in  5|  zusammengezogen  wird ,  als  Endresultat 

31)  /■s(^)  =  ^  +  p(«-|)+A('«). 

Als  Zahlenbeispiel  wählen  wir  die  Gleichung 

6ap,  +  7a:,  +  ISrCj  =  1403, 
P  =  6a0,     m=*143,     pe=2,     5,  =  30, 


mithin 


/a  (1403)  =  ^  +  2. 128  +  /•3(l43). 


Um  die  Anzahl  der  Lösungen  für  die  Gleichung  507(4-  7d?,  +  18;p3=  143 
zu  finden,  hat  man  f^  für  folgende  Gleichungen  nach  14)  aufzusuchen: 
50?,  +  7X,  =  143—  18  =  125  /",  (125)  =  3  +  /,  (20)  =  3 
=  143—  36  =  107  /; (107)  =  3  +  /;  (2)  =  3 
=  143—  54=  89/;  (89)  =  2  +  /',(l9)  =  3 
=  143— .72=  71/;  (71)  =  2+/,  (l)  =  2 
=  143—  90=  53/,  (53)=l+/;(l8)  =  l 
=  143—108=    35/;   (35)  =0 

=143  —  126=    17/;    (17) =1 

/•3(143)  =  13. 
Die  Gleichung  5a:,+  7.r,  +  180:3  =  1403  hat  also  1529  Lösungen.    Nach 
Analogie  des  in  16)  gewonnenen  Resultates  müssten  wir  versuchen,   die 
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Summation   ^^  f^ifn)  anszuführen.    Auf  stereomotrischem  Wege,  wornach 

die  GleicIiQDg  a,  x^  -|-  a^x^  "h  ^s^s  "^  ^  ^'^^  Ebene  mit  den  Axenabschnitten 
Ofü^^  <Zi^3)  o^a^  bedeutet  und  man  den  ganzen  ersten  Octanten  in  Würfel 
zerfallt,  deren  Eckcoordinaten ,  wenn  die  Ecke  in  jene  Ebene  und  nicht 
zugleich  in  die  Coordinatenebenen  fällt,  Lösungen  der  Oleichung  vorstellen, 
scheint  ein  Resultat  schwer  erzielbar.  Dasselbe  gilt  von  einer  rein  alge- 
braischen Behandlung.  Da  nun  die  besprochene  Summation  voraussichtlich 
ebenso  bei  der  Untersvchung  der  Gleichung  mit  vier  Unbekannten  auftre- 

ten  wird,  wie  der  Ausdruck  ^^/t  (^a)  '^^  27),  so  liesse^sich  die  Bestimmung 

p 
von  ^^/*s(m)  auf  den  nächsten  Abschnitt  verschieben,  wenn  sich  ein  Prin- 
1 

A=« 

cip  ermitteln  lässt,  wornach  der  Werth  von  ^^ ft{vh)  &us  *^'7)  heraus,  ohne 

Kenntniss  von  16),  dargestellt  werden  kann.  Entwickelt  man  27)  mit  Hilfe 
der  darauf  folgenden  Gleichungen  ohne  Hücksicht  auf  16),  so  entsteht,  wenn 
nuch 

gesetzt  wird,  was  nach  4)  geschehen  darf: 
Ordnet  uiaD  nach  Potenisen  von  p,  so  erhält  man 

Nun  lässt  sich  ohne  Weiteres  behaupten ,  dass  der  Coefficient  von  p  hin- 
sichtlich der  Grössen  aj,  a,,  ^3  symmetrisch  sein  muss,  der  Ausdruck  2ftM 
muss  also  hinsichtlich  der  a, ,  ag,  a^  so  beschaffen  sein,  dass  er  die  übrigen 
Tbeilaätze  zu  symmetrischen  Grössen  abrundet,  er  muss  mithin  zunächst 
enthalten 

2        2  ' 

wodurch  der  Theilsatz  — ~  in übergeht.     Da  ferner  n;="a,  a,  durch 

01^3  +  ^t  ^3' symmetrisch  gemacht  wird,  ^^(^)  aber  nur  aj  und  a^  enthalten 

kann,  so  muss  diese  Summation  auch  liefern  -| — ,  wodurch  in  33) ver> 

2  '  ^2 

sehwindet,  und  es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  die  Summation  auch  noch 
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^.^  ^  ^  ^  ^^  ^  ^^^.j^.^  ^^^^.^^-^^   r  .^.  ^.^y^^--^^^^^  ^^■.^^^•^'.^■^^'^^•^^^  ^.^^^^ 


l,^*^-^^>»^  ^0 


den  numerischen  Theilsatz  —  \  zum  Verschwinden  bringen  moss;  es  wird 
also  schliesslich  _ 

wie  in  16).  '•""^ 

4. 

Bei  der  Gleichung  mit  vier  Unbekannten 

öjiTj  +  a,ap,  +  a^x^  +  a^x^^  =  A 

lassen  sich  dieselben  Reflexionen  über  die  Eintheilung  der  A  wie  in  S) 
wiederholen.  Für  i^Bsa^a^n^a^  wird  man  setzen 

<iP 


35) 

36) 
und  hat  dann 

37) 
und 

38) 

30) 


h^^) 


wenn  jetzt  9k  =  a^  a,  a, ,  und 


40) 


Setzt  man  wieder 


n 


so  müssen  an  Stelle  von  ^,  p,  P,  m,  iS^  in  81)  die  Ausdrücke  pP+m--^  ah^^ 
- — ^ ^,«,  VA,  <ri  =  a|+a,rj- antreten.  Itfan  gewinnt  so  durch  81) 


+ 


"4'+^*-^]+A(v4 


Berücksichtigt  man,  dass 


h=pn 


42) 


At= 


Ä  = 


»• 


Ä«  = 


p7t(pw  +  0(2pÄ+l) 


6 


2 
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w  ^  ^^^.^  ^-  ^  ^  .^  ^  ^  ^^■^•■•w    ^  ^^  ^  ^^  ^  ^  ^^  -    -    ,    ^  ^  ^  .y^.^.^^•-•.•'^^.•■•^>N^'^••^^*,-'^>■%,^.^-^  ^--  -.*^*-^^. 


*~'"A=/y'  ;^^p«(«+o  (2»+'o 


6  ■ 

SO  gebt  nach  einigen  leichten  Bednctionen  41)  über  in 

wobei  noch  ^i  :==  i^i  +  ^4 >  P=  » a^  benutzt  wurde. 

Gemäss  dem  am  Schlüsse  von  3.  entwickelten  Princip  der  Symmetrie 

^=« 
mu88  nun   ^^/gdü)  construirt  sein,  wie  folgt. 

Die  Summation  muss  die  Theilsätze  im  GoefEcienten  von  p 

"■e"'       4'    "^"T'    "'"4'    ""12 

vernichten.   Sie  muss  -^  durch 2.==  jl  und 

12  12  12 

4  4  4  8 

symmetrisch  ergänzen  zu  — ^  und  -*— — ■*. 
Man  hat  also 

2^/sW-g  +  4         4+4+12+12+       8 
oder  nach  einigen  Bednctionen 

«,  •v^.M=.'(-'.+-)'+'--'.^. 

Der  Coefficient  von  p  in  43)  wird  dann 


*\  2/         24 


~-^+^+ 


2  2      •   12  •         8 

so  dass  schliesslich 


«)..w-^'+^'(«-l)+4i(^-iy-l]+/.(.) 

wird. 

Zur  Verification  von  45)  wählen  wir  ein  sehr  einfaches  Beispiel.    £s 

li^e  vor 

OTj  +  a:,  +  2  0:3  +  3  0:4  =  20 . 
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Es  ist  P=6,  5i  =  7,  52  =  16,m  =  2,p  =  3,  also 

^  ,  ^.       27.36      9.6    3    .      /l     9       15\  .    ^  , 

AW^O,     /;(20)  =  128. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Gleichuug  wirklich  l23Lösai)geD  besitzt. 
Um  für  44)  ein  Beispiel  zu  geben ,  sei 

^i  +  ^^2  +  5a:g  =  |x ,     j*  =  1,  2, . . .  15 , 

TT  =  16,     öl  =  9,    02  =  35, 
also 

'*^'^,  .       3.7«+ 189 

=1 
In  der  That  ist 

fsM=0  für  fA=l,2,  3,4,  5.,6,7,8, 

=  1  „     f*  =  9,10,  11, 

=  2  „     |*  =  12,  13, 

=  3  „     fi  =  14, 

=  4  „     fA=15, 

5. 

Aus  dem  Bisherigen  ist  der  weiter  einzuschlagende  Gang  vorgezeich- 
net. Die  Rechnungen  gewinnen  indessen  so  sehr  an  Umfang ,  dass  wir  die- 
selben nicht  hierher  setzen  und  uns  mit  der  Angabe  der  Hanptresultate 
begnügen. 

Für  die  Gleichung 

wird 

47)  A^m(modP)^    »«C.^i    ^=  öiÖ2"3^4^6> 


48^  J  —  m^pP, 

Die  Summation  lässt  sich  ausführen,  nachdem  an  Stelle  der  Grössen 

^,  p,  Py  m,  ^1,  S^  In  45)  die  Ausdrücke  pP+m^ha^,  p    +m~    ^5  —  ^^^ 

n 

^1  ^A »  ^'i )  ^%  getreten  sind ,  wo  immer 

50)  pP-^m^ha^^^Vk  imodn). 

Durch  das  Princip  der  Symmetrie  gewinnt  man  als  Nebenresultat  für  die 
Gleichung  a^ x^  +  «2^2  "H  S^'3  "1"  ''4^4  ^^  I*  ^}^  Formel  {n  =  a^ a^tt^a^ ,  0^  = 

«l  +  Öf2+«3+Ö4>   <y2  =  «l*  +  «2*+Ö3Hö4*) 

51)  ^^^  (^)  ^  (7.^a,  +  l)«+(;r-~a,+1)(;.«^a,^l) 
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und  weiter  für  die  Gleichung  mit  fünf  Unbekannten 

+4K"-l)'-(»-l)i]+«"'- 

Für  die  Gleicliung  mit  sechs  Unbekannten 
53)  ^akXk=^ 


wird  j  wenn 

M)  J=:m{modP),    m         ,      ^=öia2«8«4«6<*6» 

55)  i4  —  m  =pP, 

«.')=is+ö-(„_|)+p^[i(„_i)-_i] 


+ 


^124  V  2/         2\  2/      24^1152^2880.]^'**^    ^ 


Als  Nebenproduct  wird  dabei  für  die  Gleichung  ^^  a]gXk  =  fi  gewonnen 


57)  fi^l 

_  Ibin-a^  +  iy  +  30  («-<yi  +  l)^(^^-<y2-l)  +  5  {n^'ö^-iy  -  2  (7t^-ff4-l) 

■^  5760 

fc=4 

p  Die  Ausdrücke  51)  und  57)  lassen  sich  durch  ^ie  Gleichungen  ^  Xk^=l 


*=5 

Und  ^^a:jt=l,  für  welche  die  Sammatiouen  Null  ergeben  müssen,  leicht 
▼erificiren« 

6. 

Um  einen  genaueren  Eiubliuk  in  den  Bau  der  Formeln  zu  gewinnen  und 
so  die  ConstroctioQ  der  Formel  für  die  Gleichung  mit  n  Unbekannten  zu 
ermöglichen»  stellen  wir  die  bisherigen  Resultate  für  die  Gleichungen  von 
2  ...  6  Unbekannten  zusammen ,  indem  wir  abkürzend 

58)  Ä  =  m ' 

2 

einführen  und  soviel  als  möglich  Facultäten  schreiben. 


60) 
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Es  sei  für  die  jedesmalige  Gleichung  2akXk=^A 

59)  j     ^  =  '"(»«>'*^).    "•>o* 

rk        u  *  f  A—m=pP, 

Dana  hat  man  ' 

;   f^(^)  =  Yl  +  fi('>^), 

/6^^)-5,^    +4r  ^^3!'     \2!       24/^2! '\3!       ^   iJ 
,      r/H     Ä«  S,  .    1  /SA»  ,    S.  T  .  ^  ,    , 
+  ''L4'!-^-il  +  .i!V2iJ  +2-8^J  +  ^<'^'"^- 
Daraus  geht  hervor,  dass  jede  Potenz ,  die  von  P  ausgenommen ,  beständig 
die  Facultät  ihres  Exponenten  als  Divisor  mit  sich  führt,  dass  p^  mit  P'^^ 
verknüpft  erscheint,   dass  die  Coefficienten  von  p^P'^'^^  homogene,  nach 
Potenzen  von  R  absteigende  Ausdrücke  vom  Grade  n — v  — 1  sind.     Man 
sieht  ferner,  dass  der  Uebergang  von  f^  auf /'s,  von  f^  auf /j  sehr  leicht  ist, 
dass  überhaupt  zum  Weitergehen  immer  nur  die  Kenntniss  des  Coefficienten 
von  p^  in  der  Formel  für  das  nächste  gerade  n  erforderlich  ist.    Für  /*g(^) 
hätte  man  als  Üoefficient  für  p*  der  Analogie  nach 

^^^  6!       41  •24*^2!  12  W  "'"2880J      ^' 

wo  Z  noch  zu  bestimmen  wäre.  Z  muss  offenbar  vom  sechsten  Grade  sein 
und  aus  den  Ausdrücken  ^2»  '^4>  ^e  bestehen,  kann  also  enthalten  5^^,  S^S^ 
und  Sq\  bemerkt  man,  dass  ^2  und  S^  constant  mit  den  Divisoren  24  und 
2880  versehen  sind ,  so  wird  man  schliesseu  müssen ,  es  sei 


-.Ml)+(ä)(4)+!- 


Der  Divisor  u  ist  noch  zu  bestimmen  und  das  kann  wieder  am  leichtesten 
durch  ein  besonderes  Beispiel  geschehen.  Man  zeigt  leicht,  dass  für  die 
Gleichungen  von  der  Form 

63)  2xk  =  q 

ff(q)=^q^i  (oder,  da  hier  immer /;  =  g—l  wird)         =  (p)^  , 

in  der  gewöhnlichen  Bezeichnungsweise  der  Binomialcoefficienten. 
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r  >-  .^*^^i^^■^^^-^.^,>■-^.^•^.^'^-^^    v^sy»w 


Entwickelt  man  den  Ausdruck  (p)«i»i ,  so  erhält  p^  für  ein  gerados  n 

den  Coefficienten  .      Wir  hätten  also  im   obigen    Falle   bei    /*«    ^^ 

n  — 1 

setzen 

und  der  ganze  Ausdruck  61)  müsste  =^  werden,  wodurch  es  leicht  wird, 
den  Werth  von  u  in  62)  zu  berechnen;  man  findet 
65)  tit=  181440, 

so  dass  5g  beständig  auftritt  in  der  Form        ^ 


^  ^  181440' 

Führt  man  die  analoge  Rechnung  für  S^  und  S^^  durch ,  so  zeigt  sich, 

S                    S 
dass  diese  Grössen  immer  erscheinen  als— — f— r  und  *^  — 


0676800  470001600 

Es  fragt  sich  zunächst,  welches  das  Bildangsgesetz  dieser  constanten 
Divisoren  ist.  Der  Umstand,  dass  bei  der  Ableitung  der  Formeln  Sum- 
mationen  der  natürlichen  Zahlenreihe  vorkommen,  führte  darauf,  die  Ber- 
nouilli^schen  Zahlen  als  in  den  Constanten  vorhanden  zu  vermuthen,  und 
es  zeigt  sich  in  der  That,  dass  die  Grössen  S^  soweit  wir  sie  bis  jetzt  kennen, 
mit  ihren  Constanten  geschrieben  werden  dürfen : 

2.216'    4.4130'    6.6142'    8.8!30'    10.10!66' 

wo  man  in  den  Factoren  2«  TV*  9^9'  ^'  TT«  ^'^  B er nou illi  ^ sehen  Zahlen 
B^y  ^3,  ßg,  Bjy  Bq  erkennt.  Da  uns  ein  allgemeiner  Beweis  der  Endformel 
bis  jetzt  nicht  gelang,  so  verstatten  wir  es  uns,  fortwährend  nach  Analogien 
ZQ  schliessen;  numerische  Prüfungen  haben  die  Richtigkeit  der  Schlüsse 
stets  bewährt«  Aus  dem  für  die  Grössen  S^  bis  S^q  Gezeigten  folgern  wir, 
dass  allgemein  ^2,  auftritt  in  der  Gestalt 

^2y^2»-l 

2v.{2v)! 

und  gehen  zu  der  Art  und  Weise  über,  wie  die  Grössen  C  zur  Bildung  der 
Coefficienten  von  R  herangezogen  werden.  Diese  Coefficienten  mögen  durch 
D  bezeichnet  werden  und  den  Namen  „diophantische  Summen**  tragen;  sie 
sind  homogene  Functionen  der  Coefficienten  a'vom  geraden  Grade;  für  ihre 
Bildung  ergiebt  sich  leicht  folgende  Regel. 

Man  stelle  alle  Combinationen  der  geraden  Zahlen  zur  Summe  2s  auf; 
D2s  wird  dann  gewonnen,  indem  man  die  geraden,  in  einer  Complexion  vor- 
kommenden Zahlen  zu  Indices  der  C  macht,  die  neuen  Complezionen  als 
Prodncte  auffasst,  gleiche  Factoren  zu  Potenzen  zusammenzieht,  jeder  Po- 
tenz die  Facultät  ihres  Exponenten  als  Divisor  beigiebt  und  alle  so  behan- 
delten Complezionen  addirt.   Hätte  man  z.  B. 

2a  +  4j3  +  6y  +  8Ä...=2* 


^)  ■;; — /^  M  =  ^2v  I 
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als  eine  der  Combinationen,  dann  ist  das  entspreohende  Glied  der  diophan- 
tischen  Summe  Di^  gleich 

a!  '/?!'y!-d!   "" 
Wir  lassen  eine  Anzahl  diophantischer  Summen  folgen: 


87) 


12      6!       4!     ^3!     *^2l    2!       2!     ®        *   *   *        *   *®       8! 


+  ^4^8+  ^  +^18 


'  n.  s.  f. 

Liegt  nnn 

68)  ^ak»h='A 


vor,  wo  die  a  anter  einander  theilfremd  sind,  und  ist,  wie  früher 
09)  j    A  =  fn{modP),    m ^^, 

so  schliessen  wir  aus  allen  l^sherigen  Bemerkungen ,  dass  die  TheilsXtze, 
welche  fn(A)  zusammensetzen ,  von  der  Gestalt  sind  (  A  =  m ^  j : 

oder,  wenn  <  ( -? )  die  Anzahl  der  in  den  -^  enthaltenen  Ganzen  bezeichnet 

wobei  2?^  a  1 ,  01  =  1  gerechnet  ist.    Man  erhält  dann  sofort 

als  endgiltiges  Ergebniss,  das  sich  folgend ermassen  aussprechen  Iftsst: 
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Nimmt  in  einer  gegebenen  diophantischeu  Gleichung  von  theilfremden 
Co^ffieieuten  das  Absolutglied  Werthe  an,  welche  Glieder  einer  arithmeti- 
schen Reihe  erster  Ordnung  mit  einer  Differenz  gleich  dem  Prodacte  aller 
Coefficienten  sind,  so  bilden  die  zugehörigen  Lösungsanzahlen  Glieder  einer 
arithmetischen  Reihe  bestimmt  höherer  Ordnung,  deren  sammtliche  Diffe- 
renzen bekannt  sind;  in  jedem  besondern  Falle  braucht  nur  das  An  Fangs - 
glied  ermittelt  zu  werden,  für  welches  sich,  wie  es  scheint,  keine  allgemeine 
Darstellung  geben  lässt. 

Wir  verzichten  auf  die  Wiedergabe  der  Formeln  für  7,  8,  0...  Un- 
bekannte, da  in  den  Ausdrücken  Ö7)  das  Material  zum  Aufbau  derselben 
bis  zu  einer  Gleichung  mit  15  Unbekannten  vollst^pdig  gegeben  ist,  und 
behalten  uns  für  eine  weitere  kleine  Abhandlung  die  Untersuchung  des 

Ansdrockes   ^^ /J, (m) ,  sowie  der  Art  und  Weise,  wie  die  Formel  71)  um- 
gestaltet  werden  kann,  vor. 


VI. 

üeber  die  Aasdrücke  S/n{m)  und  die  TJmgestaltangeii  der 
Formel  für  die  LöBungsanzahlen ;  Anwendung  der  Formel 

in  der 


Von 

Dr.  K.  Weihrauch, 

Docent  an  der  UniTersitilt  Dorpat. 


1. 

Bezeichnet  fn(j^)  wieder  die  Anzahl  der  Lösungen  fQr  die  mit  theil 
fremden  Goefficienten  behaftete  Gleichung 

i  .  t=5 

1)  ^akXk=rm 


und  hat  man 


£?"'=' 


2) 

<P 

m        , 
>0' 

80  ist  im  vorigen  Artikel  durch  die  Gleichungen  10),  44),  51),  57)  gezeigt 
worden,  dass  ^^ fn{^)  für  n  =  2,  3,  4,  5  darstellbar  ist  durch  P  und  die 
Grössen 


8)  Si^y(ay. 


Um  in  ähnlicher  Weise,  wie  in  V,  6.,  ein  allgemeines  Resultat  abza- 
leiten,  stellen  wir  die  in  V  gewonnenen  Ergebnisse  in  etwas  anderer  Ord- 
nung, als  dort,  zusammen  und  fägen  noch  den  direct  berechneten  Werth  der 
Summation  für  n  =  6,  der  in  V  fehlt,. bei.    Man  hat  so 

4)  yj,i^)^ ;r-^^ 


' 


Üeber  clie  Ausdrücke  ifn(fn)  etc.   Voo  t)r.  K.  Wbih&auoh.       llä 


m=iP 


iii=p 


m= 


*)    <  S 


'»^    ^       2!\         2         /  2.216      * 

■,„..(?^.±_')-_(-|.t.)(^^.), 

«"'=f,r-^)'-=M'-=f±-')*(\^) 

"''2!\     2.2!  6      /  '"'    4.4130     ' 

2',„ = i(-|.±i/-i(-|.+')'(^i^O 

«1=1 


+ 


V         2         /  L2I\     2.216      /  "*■     4.4180    J' 


Der  Anfbaa  dieser  Formeln  ähnelt  sehr  dem  der  Coefficienten  von  P 
in  V,  Gleichung  60),   wenn  an  Stelle  der  dortigen  R  nnd  St  die  Grössen 

P-S,  +  \       ^  Si  —  P^  +  l 

und  gesetzt  werden;  wir  verstatten  nns  deshalb  die- 

selben  Schlüsse ,  wie  /.  c, ,  setzen 

wo  iPjf— 1  wieder  die  q^  Bernonilli'scbe  Zahl  ist.    Man  hätte  so  z.  B. 

mrsl  • 

t=2 

eine  Formel,  die  man  darch  die  Gleichung  ^^Xk^^l^  für  welche  Nnll  als 

Resultat  entstehen  muss ,  leicht  verificirt.     Dem  System  07)  in  V  entspre- 
chend setzen  wir 

^2  ==  -^2  > 
8)  ^    Ö«  =  ^'  +  V«  +  -^«. 

74         7  8  ja 

®      3!       2!    *        *  •      21        * 
u.  s.  w. , 

wo  die  G  sich  ebenso  ans  den  J  zusammensetzen,  wie  in  V  die  />  aus  den  C» 
Man  hat  dann  für  die  Gleichung  1)  ganz  allgemein 

ZeltsohKift  f.  Mathematik  n.  Phytik,  XX,  2.  ^  8 


1 14  Üeber  die  Aasdracke  J?/*n(m)  etc. 


I 
l 


9) 


w^l  0=0  ^  ^' 


WO  ^0=1  gerechnet  werden  mus.s. 

2. 

Zwei  Umstände  waren  es,  die  zu  einer  ernenten  Behandlung  der  For- 
mel 71)  in  V,  welche  die  Lösnngsan zahl  darstellt,  aufforderten;  einmal  der, 
dass  in  der  obigen  Gleichung  0)  eine  ganze  Summe  solcher  Lösnngsan  zahlen 
durch  eine  einzige  Summation  dargestellt  erscheint,  während  in  V,  71)  für  den 
Ausdruck  fn{^)  ^^^^  doppelte  Summation  erforderlich  ist;  dann  aber  musste 
man  a  priori  vermuthen,  dass,  falls  in  V,  71)  die  Grössen  p,  P  und  R  ver« 
mittelst  der  Gleichungen  II,  69)  und  58),  soweit  thunlich,  ersetzt  würden, 
bei  der  schliesslichen  Entwickelung  der  Binomialpotenzen  die  Grössen  A 
und  m  vollständig  getrennt  nicht  in  demselben  Product  als  Factoren  auf- 
treten mttssten,  dass  also,  wenn  <jOy(a;t)  bestimmte,  noch  abzuleitende  Func- 
tionen der  Coefficienten  a^  bedeutet,  V,  71)  dürfe  umgestaltet  werden  in 

10)  fn{A)  -  fnipi)  =  1^  (^-m^)  if^iak). 

Wir  setzen  der  Deutlichkeit  wegen  den  Ausdruck  V,  71)  nochmals  hier- 
her, indem  wir  hinsichtlich  der  Bedeutung  der  Grössen  />,  welche  nur  aus 
den  O]^  gebildet  sind,  auf  V  verweisen.  Für  die  Gleichung  mit  theilfremden 
Coefficienten 

11)  ^akXk  =  A 
findet  sich  als  Lösungszahl  fn{A) 

WO 

^  '^        >0 

13)  l  A—m^pP, 

2 

Benutzt  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  13),  so  gelangt  man  zu 


Wollte  man  hier  noch  R  durch  m ersetzen  und  die  Potenzirungen 

ausführen,  so  dürfte  es  nur  schwer  gelingen  nachzuweisen ,  dass  die  Coeffi- 
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cienten  aller  Ausdrücke  wie  jfm^^  in  denen  u  und  v  gleichzeitig  von  Null 
venchieden  sind ,  verschwinden ;  auf  folgendem  Umwege ,  der  zugleich  auf 
die  einfachste  und  kftrseste  Form  für  fn{^  führt,  gelangt  man  leichter  zu 
dem  erstrehten  Ziele.  Stellt  man  in  12)  alle  Theilsätze  zusammeo,  in  denen 
Ut^  vorkommt,  so  entsteht 

Du  y.  .,      .^    ,^.    (-1)' 


(n— V— 1)!    ''      '  (v— 2fl)l 
oder  •="' 

Seist  man  v  —  2  g  =  v,  so  entsteht 

oder  •=• 

Wird  hier  13)  berücksichtigt,  so  erhält  man 

Hier  ist  nun  fni^Ä)  durch  eine  einfache  Summation  dargestellt  und  es 
erscheinen  A  und  m  ganz  voneinander  getrennt,  wie  es  oben  vermnthet 
wurde.  Zur  Ausrechnung  ist  16)  wohl  am  bequemsten.  Aus  diesem  Ge- 
trenntsein von  A  und  m  und  aus  15)  erschliessen  wir  sofort,  dass  14)  sich  in 
folgende  Gestalt  muss  bringen  lassen,  wenn  an  Stelle  von  R  der  Werth  ans 

13)  eingesetzt  wird : 

U{A)^fn{m) 

^P  Zi     ^       ^  («-V-1)!  ^     ^     ^\2/        'iv-^oW 


_  («-V-1)!  ^     ^       ^  \2/        •(v~2g) 

so  dass  wir  also  im  Ganzen  die  drei  Darstellungen  12),  16),  16)  für  die  Anzahl 
der  Lösungen  einer  diophantischen  Gleichung  mit  theilTremden  Coefficien- 
ten  besitzen.    Wir  geben  noch ,  der  Bequemlichkeit  beim  Rechnen  wegen, 
die  Gestalt  von  15)  für  die  speciellen  Fälle  /is=2,  8,  4,  5. 
Für  die  Gleichung  a^x^ '^ a^x^^ss  A  wird 

r,(^)=/i(«)+-p-. 

I     Für  ffj  a?,  +  ^2^«  +  ^g^8  ^^ ^  ^'^^^ 

«^.AW+i[K-t-)*-("-|)"J- 
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Für  a^  X^  +  «2^2  +  <»8^2  +  ^4^4  ~  ^  ^^^^ 

M^=M.)+i[K(^-l)"-("-l)')-S'— )]• 

Für  «1  arj  +  a^x^  +  a^x^  +  0^0:4  +  a^x^  =  i4  wird 

'.w=«^)+i[i(-f)*-{"-i)']-i[(-iy-("-in 

Als  Zahlenbeispiel  diene 

^i  +  ^2  +  a?s  +  2a:4  +  3aJ5  =  20, 

c 
/>=:6,'ms=2,     -i  =  4,     52  =  16,     >#  =  20, 

/5  (20)  = /-»(a)  +  ^  (^  (16*  -  2*)  -  ^  (16»  -  2») . 

also,  da  4(2)  =0:  /•,(20  =  441. 

Man  überzeugt  sieb  leicht,  dass  die  Gleichnng  in  der  Tbat  441  Lösungen 
besitzt. 

3. 

Die  Formel  12)  kann  benutzt  werden ,  um  die  Summe  der  Combinatio- 
nen  aller  Zahlen  von  1  bis  n  znr  h^^^  Classe,  falls  die  Complexionen  als  Pro- 
ducte  anfgefasst  werden  nnd  die  Wiederholung  ausgeschlossen  ist,  in  einer 
Weise  darzustellen,  welche  von  der  durch  Prof.  Schlömilch  gegebenen* 
wesentlich  abweicht  Es  mag  jene  Summe  durch  (S*(t,a)  bezeichnet  werden. 
Liegt  nun  die  Gleichung 

^a:t=jp  +  l 

vor,  so  hat  man,  wenn  für  dieselbe  /n(p  +  0  bestimmt  werden  soll  (s.  VJ: 

^  =  p+l,     P=l,     p  =  p,     m  =  l,     5,  =  n, 


2     '        '"^      2v.(2v)I' 

woraus  sich  die  Grössen  Dit  leicht  finden  lassen,  nnd  es  folgt  dann  nach 
12)  mit  leichter  Modification  wegen  des  negativen  Zeichens  von  J?,  da 
ausserdem  Ai(0=^^' 

..)  /.(p+O-  ^  ';i:_,).    jg  (-)•  (V)     5ÄFr 

Aus  V,  64)  folgt  aber,  dass /^(p-|-l)  auch  dargestellt  werden  kann  durch 

20)  /'-(P+1)  =  (P)— i  =  ^(-i)'?^,6*(i,«-j). 

»=0 


'■  *  Compendium  der  höheren  Analysis ,  Bd.  II,  Abschnitt  „Höhere  Di fferential- 
quotienten". 
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wonns  sich,  da  19)  and  20)  identisch  sein  mttssen,  sofort  ergiebt 

21)      6  „..-2,  =  (— -;;3I)!  ^  (- 0'  {-Y-)      (;;z:^j . 

ein  Aaadrack ,  der  die  verlangte  Darstellung  liefert.  Es  ist  offenbar  nur 
nötbig,  falls  S^i,«)  gefordert  wird,  hier  n  —2  durch  n  zu  ersetzen.  Dies  ist 
in  den  späteren  Beispielen  überall  geschehen.  Wir  geben  einige  der  Grössen 
J)^  wie  sie  in  21)  zur  Verwendung  kommen  und  aus  V,  60)  und  67)  leicht 
abgeleitet  werden. 


w*  n 


^4=;rr7TTTi+ 


22) 


n*  ii'         .         n*         .  «*         .        n 


2!  (4!)»  '  4!  6!* 

_    n*  w^  n' ^ .- 

«"^(40* "^2!  5!  (4!)»"*"4!(3!)27!"'"2!(4!5l)«"^2l5!8r 

Mit  Hilfe  von  22)  findet  man  aus  21)  mit  leichter  Mühe 

_{n  +  i)n 

^U,«)= 2 ' 

(;i  +  l)i,(n-l)(3n  +  2) 
6^(1,-)  = ^373 • 

(«  +  l)^;i«(;i-l)(n-2) 

(w  +  i)n(w  —  l)(n—2)(n  —  3)(l5w»+15n^— 10/1  —  8) 
^0,-)-=  2^3^5  ' 

(>i  +  l)^«^^-l)(>»-2)(n-8)(n-4)(3n^-ii-6) 
'^<*'-^""  2^3^5 

^  („  -j-l)yi(w—  l)...(w— 5)  (63/1^  —  315«»  —  224  w»+  140«  +  96) 

_  («+ l)»««(yi->l)(n— 2)...(yi  —  6)  (9«^  — ISn»  —  57n»  +  84« +  80) 
^<^'"^"'  2".  3*.  6.  7 

(n-H)yt(w-l)...(n--7)(l35«^-315w^-l575n54-735«H6320n»-h2820n^-1936w~ll52) 

21^.3'*.  5*.  7 
u.  s.  w. 


vn. 

üeber  du  Strahlensyttem  enter  Ordnang  nnd  erster 
Classe  nnd  den  linearen  Strahlencomplex. 

Von 

Dr.    SiLLDOBP 

in  Hagcleburg. 


Die  folgende  Abbaodlang  bietet  in  systematiacber  Entwickelang  za- 
nftcbflt  die  Beweise  sAmmtlicber  Lebrsätze,  welche  von  Herrn  Prof.  Reye 
im  09.  Bande  des  Joamals  für  die  reine  nnd  angewandte  Matbematik  in  der 
Abbandlong :  „Lebrsätze  über  das  Strablensystem  erster  Ordnung  and  erster 
Classe  und  den  linearen  Strablencomplex^^  obne  Beweis  aufgestellt  sind ;  so- 
dann aucb  neae  Lebrsfitze,  welcbe  denselben  Gegenstand  betreffen  and  mit  den 
B  ey  e'scben  Lehrsätzen  bei  meiner  Entwickelungsart  aas  gemeinsamer  Quelle 
fliessen.  In  dieser  Arbeit  ist  Alles  mein  Eigentbum,  mit  Ausnahme  erstens 
der  angefahrten  Lehrsätze  des  Herrn  Reye,  zweitens  der  Lehrsätze  und 
Beweise,  welche  im  Anhang  zu  desselben  Verfassers  Geometrie  der  Lage 
in  den  Nummern  155  bis  168  enthalten  sind.  Ich  konnte  mich  auf  diese  Num- 
mern nicht  unmittelbar  beziehen,  weil  ich  die  Eigenschaften  eines  Strahlen- 
systems erster  Ordnung  und  erster  Classe  von  Neuem  entwickeln  musste  bei 
Zugrundelegung  der  allgemeineren  Definition  von  Nr/163.  Was  endlich  die 
Beweise  betrifft,  welche  Herr  Reye  im  $4  seiner  Abhandlung  über  „col- 
lineare  Grundgebilde  und  ihre  Erzeugnisse*^  im  74.  Bande  des  Journals  f. 
d.  r.  u.  a.  M.  für  die  Eigenschaften  eines  Strahlensy^tems  erster  Ordnung 
und  erster  Classe  giebt,  so  habe  ich  dieselben  erst  kennen  lernen,  nachdem 
ich  selbst  die  diesen  Gegenstand  betreffenden  Entwickelungen  vollendet 
hatte.  Ich  werde  nicht  unterlassen,  auf  die  citirte  Abhandlung  an  gehöriger 
Stelle  zu  verweisen.  Schliesslich  sei  noch  gestattet,  zu  erwähnen,  dass  die 
Nummern  18,  19,  20,  21,  22,  23,  24,  34  diejenigen  Lehrsätze  enthalten,  welche 
von  mir  selbst  aufgefunden  sind. 


1.  Ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe 
besteht  aus  sämmtlichen  Strahlen ,  welche  die  Schnittlinien  sind  entspre- 
chender Ebenen  zweier  collinearen  Strablenbündcl,  welche  die  Verbindungs- 
linie ihrer  Mittelpunkte  entsprechend  gemein  haben,  ohne  dass  aber  jede 
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ibnen  gemeinflame  Ebene  auch  eine  entsprechend  gemeinsame  ist.   Seien  S 

and  5]  die  Mittelpunkte  der  collinearen  Strahlenbündel ,  in  welchen  SSi 
sich  selbst  entspricht.  Ist  P  ein  beliebiger  Pnnkt  des  Raumes,  so  ziehen  wir 

SP  und  denken  Qns  die  Ebene  von  5|  bestimmt,  welche  dnrch  P  geht  und 

den  Strahl  enthält,  welcher  dem  Strahle  SP  in  ^i  entspricht.  Dieser  Ebene 

entspricht  eine  Ebene  des  Ebenenbttschels  5P,  welche  mit  ihr  den  einzigen 
durch  P  gehenden  Strahl  des  Strahlensjsteros  erzeugt.  Ist  andererseits  n 
eine  beliebige  Ebene  des  Raumes,  so  schneidet  dieselbe  die  beiden  col- 
linearen Strahlenbündel  in  zwei  collinearen  ebenen  Systemen,  welche  den 

Schnittpunkt  von  S5|  und  n  entsprechend  gemein  haben.  Ausserdem  müssen 
sie  noch  eine  nicht  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  entsprechend 
gemein  haben,  denn  im  Allgemeinen  haben  zwei  in  derselben  Ebene  liegende 
coUineare  Systeme  die  Seiten  und  Ecken  eines  Dreiecks  entsprechend 
gemein,  von  welchem'  aber  auch  zwei  Seiten  und  Ecken  imaginär  werden 
können.  Dies  muss  hier  stattfinden,  da,  wie  wir  soeboi  gesehen  haben,  im 
Allgemeinen  durch  keinen  Punkt  zwei  Strahlen  des  StrL  lensystems  erster 
Ordnung  und» erster  Classe  gehen.  Doch  müssen  wir  ein  r  Ausnahme  Er- 
wähnung thnn.     Wenn  nämlich  die  beiden  ineinanderliegenden  projectivi- 

schen  Ebenenbüsehel  SSt  zwei  Ebenen  o  und  ß  entsprechend  gemein  haben, 
so  erkennt  man  sofort,  dass  in  a  und  ß  je  eine  Gerade  u  und  v  sich  befinden, 
welche  erzengt  werden  dnrch  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
von  S  und  S|.    Sei  P  ein  ganz  beliebiger  Punkt  von  u,  Q  ein  ebensolcher 

von  9\  sieben  wir  PQ^  so  entsprechen  den  Strahlen  SP^  SQ  die  Strahlen 
^1  Pi  ^iO  ▼Oll  '^f )  ^nd  der  Ebene  PSQ  entspricht  die  Ebene  P5,iß,  so  dass 
also  die  Gerade  PQ  als  Strahl  des  Systems  erscheint.  Jede  Gefade 
mithin,  welche  zwei  Punkte  von  u  und  v  verbindet,  ist  ein 
Strahl  des  S  trab  lensystems  erster  Ordnung  und  erster  Classe. 
Jede  Ebene  y  von  S  schneidet  auf  u  und  v  zwei  Punkte  P  und  Q  aus,  dnrch 
welche  die  entsprechende  Ebene  /i  von  iS,  gehen  muss;  daher  gilt  auch  die 
Umkehrung  des  vorigen  Satzes:  Jeder  Strahl  des  Strahlensystems 
erster  Ordnung  und  erster  Classe  schneidet  u  und  v. 

2.  Es  kann  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  Ebenenbüschel  SS^  nur 
eine  Ebene  a  entsprechend  gemein  haben,  in  welcher  alsdann  eine  Gerade 
u  sich  befindet,  erzeugt  durch  zwei  perspectivische  Strahlenbüschel.  Jeder 
Punkt  F  von  u  ist  Mittelpunkt  eines  Strahlenbüschels  erster 
Ordnung  von  Strahlen  des  Strahlensystems,  dessen  Ebene 
j$  durch  u  gehen  muss.  Wenn  der  Punkt  Pdas  gerade  Gebilde 
u  durchläuft,  beschreibt  die  zugehörige  Ebene  n  einen  zu 
diesem  projectivischen  Ebenenbüsehel  erster  Ordnung  mitti 
als  Axe.  Verbinden  wir  zum  Beweise  P  mit  S  und  &\,  dann  sind  die  Ebe- 
nenbüsehel erster  Ordnung  S  P  und  5,  P  in  perbpectivischer  Lage  und  erzen- 
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gen  einen  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  mit  P  als  Mittelpunkt.  Aber  die 
Ebene  dieses  Strahlenbüscbels  muss  durch  u  gehen.  In  der  That,  greifen 
wir  einen  beliebigen  Strahl  p  dieses  Strahlenbüschels  heraus  und  verbinden 

ihn  mit  u  durch  eine  Ebene  pu  =  n.   Diese  Ebene  schneidet  die  beiden  col* 

linearen  Strahlenbündel  S  und  5|  in  zwei  collinearen  ebenen  Systemen  £ 
und  2^j,  welche  die  Gerade  u  Punkt  für  Punkt  entsprechend  gemein  haben. 
Mithin  müssen  sie  auch  die  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  erster  Ordnung 
entsprechend  gemein  haben ,  dessen  Mittelpunkt  in  diesem  Falle  nur  auf  u 
selbst  liegen  kann ,  weil  andernfalls  sich  zwei  entsprechende  Strahlen  der 
Bündel  S^  S^  ausserhalb  der  Ebene  a  schnitten.  Dieser  Mittelpunkt  ist  der 
Punkt  pu  =  P^  also  liegt  der  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  den  die 
Strahlen  des  Systems,  welche  durch  P  gehen,  erfüllen,  in  der  Ebene  n.  — 
Seien  p,  p,  zwei  entsprechende  Strahlen  der  Bündel  S  und  5„  so  giebt  es 
eine  Regeischaar  von  Strahlen  des  Systems,  welche  g,  ^i,  u  zu  Leitstrahlen 
hat.    Durch  P  geht  immer  nur  ein  Strahl  p  dieser  Regelschaar,  welcher  die 

Ebene  j9t«  =  n  bestimmt.    Die  Strahlen  der  Regelschaar  vermitteln  die  pro- 

jectivische  Beziehung  der  Reihe  der  Punkte  P  und  der  Ebenen  n, 

3.  Wir  können  nun  zusammenfassend  sagen:  Durch  einen  Punkt 
des  Raumes  geht  ein  Strahl  eines  Strahlensystems  erster 
Ordnung  und  erster  Classe  und  in  einer  Ebene  des  Raumes 
liegt  ein  Strahl  desselben,  ausgenommen  die  Punkte  und  Ebe- 
nen zweier  oder  einer  bisweilen  existirenden  Geraden,  zu 
welchen  ein  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  von  Strahlen 
des  Systems  gehört.     (Reye,  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  M.,  Bd.  74.) 

4.  Denken  wir  jetzt  darch  SSi  zwei  beliebige  Ebenen  c  und  <F|  gelegt, 
welche  Träger  zweier  ebenen  Systeme  seien.  Durch  jeden  Punkt  von  a  geht 
ein  Strahl  des  Systems  und  trifft  cji  in  einem  Punkte,  welcher  dem  ersteren 
zugewiesen  werden  soll.  Eine  Gerade  g  von  a  schneide  SS^  in  A  und  werde 
von  S  aus  durch  einen  Strahlenbüschel  erstea  Ordnung  projicirt,  welchem 
ein  ebensolcher  im  Strahlenbündel  5,  entspricht,  der  natürlich  auch  projec- 
tivisch  ist  zu  dem  geraden  Gebilde  g»    Dem  Punkte  A  entspricht  der  Strahl 

S^S  des  Strahlenbüschels  ^|,  welcher  also  durch  den  ihm  entsprechenden 
Punkt  des  geraden  Gebildes  geht.  Die  Ebenen ,  welche  die  Punkte  von  g 
mit  den  entsprechenden  Strahlen  des  Büschels  Si  verbinden,  bilden  daher 
einen  Ebenenbüschel  erster  Ordnung ,  dessen  Axe  durch  ^,  geht.  Diesem 
entspricht  im  Strahlenbündel  S  ein  ebensolcher,  und  beide  erzeugen  die 
Strahlen  des  Strahlensystems,  welche  durch  die  Punkte  von  ^.  gehen.  Diese 
Strahlen,  welche  g  schneiden,  bilden  daher  eine  Regelschaar,  zu  welcher 

auch  SSi  gehört.  Da  nun  SS^  auch  in  Oi  liegt,  so  muss  in  derselben  Ebene 
noch  ein  Leitstrahl  p,  der  Regelschaar  liegen,  welcher  der  Geraden  ^  in  a 
entspricht.   Dem  Punkte  A  entspricht  der  Punkt  Ai  in  cji,  in  welchem  gt  die 


'r 
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Gerade  SS^  schneidet.  Somit  ist  erwiesen ,  dass  die  ebenen  Systeme 
0  and  0,  durch  die  Strahlen  des  Strahlensystems  erster  Ord- 
nang  and  erster  Classe  collinear  aufeinander  bezogen  wer- 
den (a.  a.  0.)* 

5.  Nehmen  wir  nunmehr  zwei  beliebige  Punkte  J,  J|  Auf  SSi  an,  so 
können  wir  jeder  Ebene  von  T  die  Ebene  von  J|  zuweisen,  welche  den  in 
jener  enthaltenen  Strahl  des  Systems  projicirt.  Wir  sahen  soeben,  dass  die 
Strahlen  des  Systems,  welche  einer  Geraden  g  begegnen,  die  durch  Tgeht, 
eine  Begelschaar  bilden,  von  welcher  ein  Leitstrahl  Qi  auch  durch  Ji  gehen 
moss.  Von  g  und  ^,  aus  wird  diese  Regelschaar  durch  zwei  Ebenenbüschel 
erster  Ordnung  projicirt,  woraus  hervorgeht,  dass  jedem  Ebenenbüschel 
von  T  ein  ebensolcher  von  Tf  entspricht.  Die  Strahlenbündel  T  und 
7*1  werden  daher  durch  das  Strahlensystem  collinear  aufein- 
ander bezogen  (a,  a.  0.). 

6.  "Weisen  wir  jedem  Punkte  P  des  vorerwähnten  ebenen  Systems  ö 
die  Ebene  9s  von  S  zu ,  welche  den  durch  P  gehenden  Strahl  des  Systems 
projicirt,  und  bedenken  wir,  dass  die  Strahlen,  welche  eine  Gerade  g  von  a 
sehneiden,  eine  Regelschaar  bilden,  von  welcher  auch  ein  Leitstrahl  durch 
5  gehen  muss,  so  erkennen  wir,  dass  das  ebene  Systeme  durch  das 
Strahleosystem  reciprok  auf  den  Strahlenbündel  S  bezogen 
ist  (a.  a.  O.). 

7.  Sei  nun  g  eine  beliebige  Gerade  des  Raumes.  Von  S  aus  projiciren 
wir  dieselbe  durch  einen  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  welchem  ein  eben- 
solcher von  5,  entspricht.  Der  letztere  erzeugt  mit  dem  zu  ihm  projectivi- 
sehen  geraden  Gebilde  g  einen  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung,  welchem 
ein  ebensolcher  von  S  entspricht.  Beide  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung, 
welche  perspectivisch  sind  zum  geraden  Gebilde  g^  erzeugen  die  Strahlen 

des  Strahlensystems,  welche  g  schneiden.  Legen  wir  nun  durch  SS^  die 
beiden  beliebigen  ebenen  Systeme  a  und  ap  Der  Ebenenbüschel  erster  Ord- 
nung, welcher  g  zur  Axe  hat,  bestimmt  in  a  einen  Strahlenbüschel  erster 
Ordnung,'  welchem  mittels  der  collinearen  Beziehung  zwischen  c  und  Jt  ein 
ebensolcher  in  tf|  entspricht.  Dieser  letztere  erzeugt  mit  dem  zu  ihm  pro* 
jectivischen  Ebenenbüschel  ^  eineCurve  zweiter  Ordnung,  welcher  eine  eben- 
solche in  a  entspricht.  Beide  Curven  zweiter  Ordnung  sind  perspectivisch 
zQm  Ebenenbtischel  g  und  erzengen  ebenfalls  die  Strahlen  des  Systems, 
welche  g  schneiden.  Aber  der  Strahlenbündel  S  ist  reciprok  bezogen  auf 
das  ebene  System  tf,  daher  ist  der  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung  mit  S 
als  Mittelpunkt  projectivisch  zu  der  Curve  zweiter  Ordnung,  welche  in- a 
Hegt.  Daraus  aber  folgt,  dass  das  gerade  Gebilde  g  projectivisch  ist  zu  dem 
EbenenbÜHchel  g  in  Ansehung  der  Punkte  und  Ebenen,  welche  demselben 
Strahle  des  Strahlensystems  angehören,  und  dass  die  Curve  zweiter  Ord- 
nung in  0  projectivisch  ist  zu  dem  geraden  Gebilde  g.   Beide  haben  aber 
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einen  Punkt  entsprechend  gemein  und  erzeugen  somit  eine  Regelschaar. 
Also:  Die  Strahlen  des  Strahlensystems,  welche  eine  be- 
liebige Oerade  des  Raumes  schneiden,  bilden  eine  Regel- 
schaar (a.  a.  0.). 

8.  Wenn  s  ein  beliebiger  Strahl  des  Strahlensystems  erster  Ordnung 
und  erster  Classe  ist ,  F  ein  beliebiger  Punkt  auf  demselben  und  n  eine 
beliebige  Ebene ,  welche  denselben  enthält ,  so  soll  jedem  Punkte  A  von  n 
die  Ebene  von  P  zugewiesen  werden ,  welche  den  durch  A  gehenden  Strahl 
des  Systems  projicirt.  Eine  Gerade  g  \n  n  wird  von  Strahlen  des  Systems 
geschnitten,  welche  eine  Regelschaar  bilden,  zu  welcher  auch  s  gehört. 
Durch  P  muss  ein  Leitstrahl  Qi  dieser  Regelschaar  gehen,  und  von  g  und  ^| 
aus  wird  die  letztere  durch  Ebenenbüschel  erster  Ordnung  projicirt,  woraus 
hervorgeht,  dass  der  Strahlenbändel  P  auf  das  ebene  System 
n  reciprok  bezogen  ist  durch  die  Strahlen  des  Strahlen- 
systems (a.  a.  0.). 

9.  Wählen  wir  auf  s  einen  zweiten  Punkt  jP,  und  legen  durch  s  eine 
zweite  Ebene  ^],  so  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  alle  Strahlen  des  Systems, 
welche  eine  Gerade p  schneiden,  eine  Regelschaar  bilden,  sofort  klar,  dass 
die  Strahlenbündel  P  und  Z',,  sowie  die  ebenen  Systeme  tc 
und  7F|  durch  das  Strahlensystem  collinear  aufeinander  be>* 
zogen  werden  (a.  a.  0.).. 

tO.  Hier  ist  der  Ort,  einen  Satz  und  seinen  Beweis  anzuführen,  wel- 
cher sich  findet  im  Anhang  zu  Reye's  Geometrie  der  Lage,  Nr.  159,  und 
folgend ermassen lautet:  „Das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und 
erster  Classe  ist  bestimmt  durch  vier  seiner  Strahlen,  wenn 
von  diesen  weder  drei  sich  gegenseitig  schneiden,  nochzwei 
in  einer  Ebene  liegen,  auf  welcher  auch  die  übrigen  beiden 
sich  schneiden,  noch  endlich  alle  vier  zu  einer  und  derselben 
Regelschaar  gehören.  Wenn  nämlich  zwei  von  den  vier  Strahlen  sich 
schneiden ,  so  muss  ihre  Ebene  durch  die  eine  Axe  des  Systems  gehen  und 
ihr  Schnittpunkt  auf  der  andern  liegen ;  diese  Axen  können  also  construirt 
werden,  weil  jede  derselben  aach  die  übrigen  beiden  Strahlen  schneiden 
muss.  Wenn  aber  keine  zwei  von  den  vier  Strahlen  in  einer  Ebene  liegen, 
so  beziehe  man  zwei  ebene  Systeme,  welche  durch  einen  s  dieser  vier  Strahlen 
gehen,  collinear  aufeinander,  so  dass  sie  den  Strahl  s  entsprechend  gemein 
haben  uud  von  jedem  der  übrigen  drei  Strahlen  in  zwei  homologen  Punkten 
geschnitten  werden.  Diese  coUinearen  Systeme  erzeugen  dann  das  Strahlen- 
System  miteinander.** 

11.  Wie  wir  wissen,  führt  jede  Gerade  g  des  Raumes,  welche  kein 
Strahl  des  Strahlensystems  ist,  zu  einer  Regelschaar,  welche  gebildet  wird 
von  allen  Strahlen  des  Systems,  die  von  den  Punkten  der  Geraden  g  aus- 
laufen.   Nehmen  wir  einmal  an ,  das  Strahlen&ystem  besitze  zwei  Axen  u 
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nnd  9,  welche  natürlich  für  alle  möglichen  Begelschaaren ,  die  aus  den 
Strahlen  des  Systems  gebildet  werden  können,  Leitstrahlen  sind.  Zu  irgend 
einem  gegebenen  Punkte  P  des  Raumes  kann  man  leicht  einen  andern  Py 
finden ,  welcher  jenem  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  alle  möglichen  Flächen 
zweiter  Ordnung,  welche  Trftger  der  erwähnten  Regeischaaren  sind.  Man 
braucht  nämlich  nur  die  einzige  immer  existirende  Gerade  zu  ziehen,  welche 
durch  P  geht  und  sowohl  u  als  v  schneidet,  und  auf  ihr  den  Punkt  zu 
bestimmen ,  welcher  durch  u  und  v  von  P  harmonisch  getrennt  ist.  Dieser 
80  erhaltene  Punkt  muss  der  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  irgend  eine  der 
genannten  Flächen  angehören.    Durchläuft  P  eine  Gerade  ^,  so  beschreibt 

der  Strahl  PP^  eine  Regelschaar,  welche  g^  ti,  v  zu  Leitstrahlen  hat,  und  der 
Punkt  P|  bewegt  sich  auf  dem  Strahle  ^,  der  Leitschaar,  welcher  durch  u 
und  V  von  g  harmonisch  getrennt  ist.  Sei  h  eine  zweite  Gerade,  welcher  in 
der  angegebenen  Weise  die  Gerade  A|  entspricht.  Von  einem  Punkte  A  aus 
projiciren  wir  h  durch  einen  Strahlenbüscbel  erster  Ordnung,  von  dessen 
Strahlen  g  ein  Repräsentant  sein  soll.  Den  Schnittpunkten  der  Geraden  g 
nnd  h  müssen  entsprechen  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g^  und  A|,  so  dass 
also  der  Punkt  Pj,  während  P  nacheinander  alle  Geraden  g  durchläuft,  mit- 
bin alle  Punkte  der  Ebene  gh  überstreicht,  sämmtliche  Punkte  der  £bene 

q^K  durchwandern  muss.  Die  Ebene  gh  muss  die  Axen  u,  v  in  zwei  Punk- 
ten schneiden,  deren  Verbindungslinie  ein  Strahl  des  Strahlensystems  ist 
nnd  auch,  wie  sofort  ersichtlich,  der  Ebene  ^i^i  angehören  muss. 

12.  Wenn  das  Strahlensystem  nur  eine  Axe  u  besitzt,  entstehen  die 
Begelschaaren  und  -Flächen  auf  folgende  Weise.  Sei  g  eine  beliebige 
gegebene  Gerade  des  Raumes,  welche  von  der  Axe  u  aus  durch  einen  Ehe- 
nenbüschel  erster  Ordnung  projicirt  wird.  Oben  ist  gezeigt,  dass  zu  diesem 
Ebenenbüschel  das  gerade  Gebilde  u  projectivisch  ist  und  dass  der  einer 
Ebene  n  entsprechende  Punkt  P  der  Mittelpunkt  des  Strahleubüschels  erster 
Ordnung  ist,  welcher  alle  in  der  Ebene  n  befindlichen  Strahlen  des  Systems 
enthält.  Verbinden  wir  den  Punkt  P  mit  dem  Schnittpunkte  von  te  und  p, 
so  geht  durch  die  projectivischen  Gebilde  u  und  g  eine  Regelschaar  hervor, 
and  die  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  derselben  als  Träger  dient,  wird 
in  P  von  der  Ebene  it  berührt.  Mithin  berühren  sich  längs  u  sämmtliche 
existirenden  Regelflächen.  Sucht  man  zu  einem  gegebenen  Punkte  P|  den 
in  Bezug  auf  alle  diese  Flächen  conjugirten ,  so  legt  man  durch  P^  und  u 
eine  Ebene  tt,  deren  auf  u  liegender  entsprechender  Punkt  P  der  gesuchte 
iiit«  Umgekehrt  sind  dem  Punkte  P  als  Berührungspunkt  der  Ebene  n  mit 
allen  Regel  flächen  sämmtliche  Punkte  der  Ebene  n  conjugirt. 

13.  Endlich  habe  das  Strahlensystem  keine  Axen.    Durch  einen  ge- 
.   gebenen  Punkt  P  des  Raumes  geht  ein  und  nur  ein  Strahl  s  des  Systems. 

Durch  s  legen  wir  zwei  ebene  Systeme  0  und  (f|,  welche  durch  das  Strahlen- 


124  Üeber  das  Strahlensystem  erster  Ordnung  etc. 


System  collinear  aufeinander  bezogen  werden,  und  deren  Träger  in  Bezug 
auf  eine  der  Regelflächen  des  Strahlensystems,  welche  F  heissen  und  den 
Strahl  s  nicht  enthalten  soll,  coDJugirt  sein  sollen.  Sind  S^y  S  die  Pole  von 
resp.  a,  Ci  in  Bezug  auf  F,  so  liegt  S  auf  a  und  Si  auf  a^.  Die  Punkte  5,  <S^| 
sind  zugleich  die  Pole  von  s  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte  Ar,  Atj, 

welche  die  Regelfläche  F  auf  a  und  a,  ausschneidet;  denn  SS^  ist  in  Bezug 
auf  F  die  reciproke  Polare  von  s.  Die  Pole  entsprechender  Geraden  in  col- 
lidearen  Systemen  sind  entsprechende  Punkte,  also  entsprechen  5,  Sf  ein* 
ander  in  den  coUinearen  Systemen  a,  Oi.  Dreht  sich  in  der  Ebene  a  eine 
Gerade  g  um  den  Punkt  S,  so  muss  sich  ihre  reciproke  Polare  gi  in  Bezug 
auf  F  in  der  Ebene  Uj  um  den  Punkt  S|  drehen.  Diese  Geraden  aber  sind 
entsprechende  in  den  collinearen  ebenen  Systemen.  In  der  That,  schneide 
g  den  Kegelschnitt  Ar  in  .Af  und  N^  so  gehen  von  M  und  N  Strahlen  des 
Strahlensystems  aus,  welche  auf  a^  die  Punkte  Mi  und  Ni  bestimmen,  die  M 
und  iV  entsprecheo.  D&  MSN  in  gerader  Linie  liegen,  so  befinden  auch 
M^Si  iV|  sich  in  gerader  Linie.  Die  eine  der  Ebenen,  welche  die  Regelfläche 

F  in  M  und  N  berühren,  enthält  den  Strahl  MM^^  die  andere  den  Strahl 

NNi ;  beide  aber  müssen  sich  in  der  reciproken  Polaren  ^,  von  g  schneiden, 

ihre  Schnittlinie  muss  also  in  der  Ebene  Oi  liegen  und  MiN^  sein;  MiN^  ist 
also  wirklich  g^.  Die  Punkte  G  und  £?, ,  in  welchen  g  und  gi  die  Gerade  s 
schneiden,  sind  entsprechende  in  a  und  Oi  und  conjugirt  in  Bezug  auf  ^, 
also  haben  die  auf  s  ineinander  liegenden  projectivischen 
geraden  Gebilde  in volutorische  L  age,  und  je  zwei  zugeord- 
netePunkte  dieser  Involution  sind  zugleich  conjugirt  in  Be- 
zug auf  die  Regel  fläche  F.  Bemerken  wir,  dass  das  in  volutorische 
gerade  Gebilde  (GG^)  keine  Ordnungspunkte  haben  kann,  weil  s  keinen 
Punkt  mit  F  gemein  hat,  da  das  Strahlensystem  im  gegenwärtigen  Falle 
keine  Axen  besitzt;  und  dass  je  zwei  zugeordnete  Punkte  des' involutori- 
schen  geraden  Gebildes  (GGi)  auch  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  Ar,  Ar, 
conjugirt  sind.  Man  kann  dies  kurz  so  ausdrücken:  Die  Kegelschnitte 
kf  kl  schneiden  s  in  denselben  zwei  imaginären  Punkten. 

14.  Sei  jetzt  (P  eine  andere  Regelschaar  des  Systems,  welche  die 
Kegelschuitte-  /  und  /,  auf  a  und  0i  ausschneide.  Die  Curven  /  und  /,  ent- 
sprechen einander  collinear  in  den  ebenen  Systemen  a  und  öi  in  Ansehung 
der  Punkte,  welche  demselben  Strahle  der  Regelschaar  <D  angehören.  Die 
Regelfläche  0  —  so  sagen  wir  kurz  statt:  die  von  der  Regelschaar  0 
erzeugte  Regelfläche  —  ruft  auf  s  ein  involutorisches  gerades  Gebilde  her- 
vor, dessen  zugeordnete  Punkte  in  Bezug  auf  <Z>,  also  auch  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  /  und  /,  conjugirt  sind  (denn  (P  spielt  hier  dieselbe  Rolle,  wie 
F  in  der  vorigen  Nummer).  Seien  J  und  B  ein  Paar  solcher  in  Bezug  auf  / 
conjugirter  Punkte ,  welche  wir  zu  d  rechnen  wollen.  Ihnen  müssen  in  Ci 
zwei  Punkte  Ji  und  Bi  auf  s  entsprecheUi  welche  ebenfalls  conjugirt  sind  in 
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Bezog  auf  /, ;  dann  sind  sie  es  aber  auch  in  Bezug  auf  /,  die  Punktepaare 
AB  xmd  ÄxBy  gehören  also  der  oben  besprochenen  Involution  conjugirtcr 
Punkte  an.  Bedenken  wir  auch,  dass  diese  Involution  Ordnungspunkte 
nicht  besitzen  kann,  dass  also  AB  und  A^B^  einander  trennen  müssen 
[AAx  B  5,).  Nun  aber  gehören  nach  dem  Früheren  auch  AA^  und  BBy^  als 
Pnnktpaare  einer  Involution  ohne  Ordnungspunkte  an,  nämlich  der  durch 
die  collineare  Beziehung  der  ebenen  Systeme  er,  g^  auf  b  hervorgerufenen ; 
also  müssen  anch  AAy  nnd  BB^  einander  trennen.  Dies  ist  aber  unmöglich, 
so  lange  man  von  der  Annahme  ausgeht,  dass  ABA^B^  vier  räumlich  ver- 
schiedene Punkte  sind;  es  bleibt  allein  die  Annahme  übrig,  dass  ^i  mit  B 

und  Bx  mit  A  zusammenfällt  (— --j.  Hieraus  folgt,  dass  die  Involu- 
tion der  in  Bezng  auf  <Z>  conjugirten  Punkte  identisch  ist  mit 
der  durch  die  collineare  Beziehung  von  aundai  auf  $  hervor- 
gerufenen. Oder,  mit  anderen  Worten:  Sind  zwei  Punkte  des 
Strahles  sin  Bezug  auf  eine  Eegelfläche  des  Strahlensystems 
conjugirt,  so  sind  sie  es  in  Bezug  auf  alle.  Oder,  noch  anders:  Alle 
Kegelschnitte,  welche  von  den  sämmtlichen  Kegelflächen 
des  Strahlensjstems  auf  der  Ebene  a  ausgeschnitten  werden, 
haben  den  Strahl  s  dieser  Ebene  zur  ideellen  gemeinschaft- 
lichen Secante.  Leicht  ist  zu  bemerken,  dass  die  Eegelflächen,  welche 
den  Strahl  s  enthalten  und  bisher  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  wur- 
den, keineswegs  eine  Ausnahme  machen,  da  jedem  Punkte  von  s  in  Bezng 
auf  eine  dieser  Flächen  jeder  Punkt  desselben  Strahles  conjugirt  ist  u.  s.  w. 

15.  Kehren  wir  noch  einmal  zu  der  Regelfläche  (P  und  den  von  ihr  auf 
0  und  0|  ausgeschnittenen  Kegelschnitten  /  und  /,  zurück.  Die  Pole  T  und 
7i  von  s  in  Bezug  auf  /  und  /{  sind  entsprechende  Punkte  in  tf  und  a« ,  also 

r7|  ein  Strahl  des  Strahlensystems.  Von  einem  Punkte  A  des  Strahles  $ 
ans  legen  wir  zwei  Tangenten  an  /,  welche  C  und  D  zu  Berührungspunkten 

haben.  Die  Verbindungslinie  CD  geht  durch  T  und  trifft  s  in  einem  Punkte, 
der  B  heissen  soll.  A  und  B  sind  conjugirt  in  Bezug  auf  /.  Denken  wir  uns 
jetzt  die  der  vorigen  entsprechende  Figur  in  tfj  construirt,  so  muss  der  dem 
Punkte  A  entsprechende  Punkt  A^  auf  B^  und  der  dem  ^  entsprechende  B^ 
auf  i4  fallen  (14.),  und  ebenso,  wie  CTDBj  liegen  C^T^D^B^  in  derselben 

Geraden.  Eine  Ebene,  welche  die  Tangente  AC  und  den  Strahl  CC^  ent- 
hält, berührt  CP  und  schneidet  a^  in  der  Geraden  ByC^]  eine  zweite  Ebene, 
welche  durch  die  Tangente  AD  und  den  Strahl  DD^  bestimmt  wird,  berührt 
ebenfalls  O  und  trifft  o^  in  ByD^.  Nach  dem  Vorigen  sind  aber  BiCi  und 
B^Di  identisch,  andererseits  ist  die  Schnittlinie  der  soeben  verwendeten 
Berührungsebene  von  d>  die  reciproke  Polare  der  Geraden  CD^  welche  die 
Berührungspunkte  verbindet;   mithin  ist  C,Z>,   (oder  B^C^  oder  B^D^) 
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clie  reciproke  Polare  von  CD  in  Bezug  anf  <D.     Dreht  sich  CD  um 

r,  ßo  dreht  sich  J\D^  um  Tj,  folglich  ist  T,  der  Pol  von  tf  und  Tder 
Pol  von  (fi  in  Bezug  auf  die  Regelfläche  <P,  oder  die  Ebenen 
0  und  01,  welche  in  Bezug  auf  die  Regelflftche  F  conjugirt 
sind,  sind  es  auch  in  Bezug  anf  jede  Begelflftche  Q>  des  Strah- 
lensystems.  —  Dass  das  Ausgesprochene  auch  für  die  durch  $  selbst 
gehend'en  Regelflächen  zutrifft,  bedarf  kaum  der  Erwähnung. 

16.  Wir  haben  uns  jetzt  zu  überzeugen,  dass  der  zuvor  mit  T  bezeich- 
nete Punkt  mit  jedem  Punkte  der  Ebene  0  zusammenfallen  kann.  In  der 
That,  denken  wir  uns  J  irgendwo  in  0,  so  muss  er  der  Pol  von  s  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  /  sein,  für  welchen  die  zugeordneten  Punkte  des  anf 
s  befindlichen  involutorischen  geraden  Gebildes  (^^i)  conjugirt  sind  (13.). 
Solcher  Kegelschnitte  /  giebt  es  unendlich  viele;  man  erhält  nur  einen, 
wenn  man  festsetzt,  dass  er  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll.*  Sei 
nnn  ein  solcher  Kegelschnitt  /  construirt,  so  entspricht  ihm  in  c^  ein  Kegel- 
schnitt /f ,  welcher  J|  und  s  zu  Pol  und  Polare  hat  und  b  in  denselben  ima- 
ginären Punkten  schneidet,  wie  /.  Es  fragt  sich  nun,  ob  die  Strahlen  des 
Strahlensjstems,  welche  die  entsprechenden  Punkte  von  /  und  7|  verbinden, 
einer  Regelschaar  Q>  angehören.  Greifen  wir  drei  Punkte  PQB,  von  / 
heraus,  dann  kann  /  durch  diese  drei  Punkte  und  die  Involution  conjugirter 
Punkte  auf  s  als  eindeutig  bestimmt  betrachtet  werden  (Reye,  Geometrie 
der  Lage,  I,  S.  145);  ebenso  ist  /,  durch  PiQtRt  und  die  Involution  auf« 

bestimmt.  Die  Strahlen  PP^  00^  RRi  bestimmen  eine  ßegelfläche  des 
Strahlensystems,   welcher  nach  dem  Früheren  die  Involution   auf  s  zu- 


*  Die  Involution  conjugirter  Punkte  auf  s  wollen  wir,  wie  früher,  mit  (GG^)  be- 
zeichnen, indem  wir  ein  Paar  GGi  als  repräsentirendes  herausheben.    Sei  A  der 

Punkt,  durch  welchen  der  gesuchte  Kegelschnitt  /  gehen  soll.  Wir  ziehen  AT,  welche 
s  in  C  schneide,  bestimmen  sodann  den  Punkt  By  welcher  durch  T  und  C  von  A  har- 
monisch getrennt  ist-    Dann  liegt  ß  anf  dem  gesuchten  /•    Verbinden  wir  noch  A  und 

B  mit  C| ,  dem  C  zugeordneten  Punkte  auf«,  so  müssen  ACi  und  BCi  die  Tangenten 
von  l  in  A  und  B  sein.  Projiciren  wir  die  Reihe  der  Punkte  G  von  A^  die  Reihe  der 
conjugirten  Punkte  Gf  von  B  ans,  so  erhalten  wir  zwei  projectivische  Strahlenbüschel 
erster  Ordnung,  welche  ein^n  Kegelschnitt  erzeugen,  der  durch  A  und  B  geht  und 

A  C|  und  BCi  zu  Tangenten  hat.  Denn  wenn  der  Strahl  AG  zu  ^wlrd,  also  die  Mit- 
telpunkte A  und  B  der  projecti vischen  Strahlenbüschel  verbindet,  wird  der  entspre- 
chende Strahl  zu  BCi,  also  zur  Tangente  in  B  u.  s.  w.  Dass  T  und  s  Pol  und  Polare 
sind  für  den  so  erzeugten  Kegelschnitt,  sowie  dass  C  und  C|  in  Bezug  auf  ihn  con- 
jugirt sind,  ist  ersichtlich.  Ziehen  wir  ausser  AG  und  BGi  noch  BG  und  AGiy  so 
erhalten  wir  ein  dem  erzeugten  Kegelschnitt  eingeschriebenes  Viereck,  dessen  Diago- 
nalpunkte  TG  G^  sind,  womit  bewiesen  ist,  dass  auch  G  G^  conjugirte  Punkte  sind  in 
Bezug  auf  den  durch  die  Strahlenbüschel  A  und  B  erzeugten  Kegelschnitt.  Dieser  ist 
also  der  gesuchte  /. 
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^eb$rt.  Die  KegelBchDiUe ,  welche  diese  Begelflftche  auf  0  und  a^  aus- 
schneidet,  gehen  durch  PQR^  resp.  PiQ^R^  nnd  die  imaginären  Ord- 
nnngsponkte  der  Involation  auf  s^  sind   also  mit  /  und  /,  identisch. 

Auch  die  durch  die  Regeischaar  {PPi^  QOtj  RRt)  bewirkte  projeotivische 
Besiehung  der  Curven  /  und  /|  ist  dieselbe,  wie  früher,  weil  jetzt,  wie 
vorher,  die  Punkte  PQR  und  Piöi^,  einander  entsprechen.  Die  Verbin- 
dnogsstrahlen  entsprechender  Punkte  der  Kegelschnitte  /  nnd  /,  bilden  also 
eine  Regelfläche  0  des  Strahlensystems,  so  dass  T^  T^^l^li^  <2>  jetzt  genau 
dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  Nr.  15.  Mithin  ist  auch  jetzt  der  con- 
jügirte  Punkt  von  7,  welcher  auf  dem  durch  T  gehenden  Strahle  des 
Systems  liegt,  der  Punkt  7,  in  aj.  Durchläuft  daher  ein  Punkt  T 
dieEbene  0,  so  durchläuft  der  Punkt  f j ,  welcher  dem  erste- 
reu  in  Bezug  auf  alle  Regelflächen  4  des  Strahlensystems 
cODJngirt  ist,  die  der  Ebene  e  conjugirte  Ebene  «Xi. 

17.  Bedenken  wir,  dass  wir  bei  unserer  Untersuchung  von  einem  be- 
liebigen Strahle  s  des  Strahlensystems  erster  Ordnung  und  erster  Classe 
und  einer  beliebigen  durch  denselben  gelegten  Ebene  0  ausgegangen  sind, 
80  können  wir  die  in  den  Nummern  11  bis  16  enthaltenen  Ergebnisse  mit  den 
Worten  des  Herrn  Reye  (Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik, Bd.  60)  aussprechen,  wie  folgt:  ,|Die  Polarebenen  eines 
beliebigen  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  im  Strahlensysteme 
enthaltenen    Flächen    zweiter    Ordnung    schneiden    sich    in 

einem  Punkte  P|,  und  zwar  ist  die  Gerade  PP,  ein  Strahl  des 
Systems.  Und  die  sämmtlichen  Pole  einer  Ebene  hinsichtlich 
jener  Flächen  liegen  in  einer  zweiten  Ebene,  welche  die 
erstere  in  einem  Strahle  des  Systems  schneidet.  Die  Punkte, 
sowie  die  Ebenen  des  Raumes  sind  also  paarweise  einander 
conjugirtin  Bezug  auf  alle  diese  Flächen. 

Hat  das  Strahlensystem  nur  eine  Axe  t/,  so  ist  jedem 
beliebigen  Punkte  ein  Punkt  von  u,  und  jedem  Punkte  von  u 
sind  die  sämmtlichen  Punkte  einer  durch  u  gehenden  Ebene 
eonjngirt.  Besitzt  dagegen  das  System  entweder  zwei  oder 
keine  Azen,  so  bilden  die  Paare  conjugirter  Punkte  und 
Ebenen  ein  involutorisches  räumliches  System.  Beschreibt 
nämlich  ein  Punkt  eine  Ebene,  so  beschreibt  zugleich  sein 
conjugirter  Punkt  die  conjugirte  Ebene.  Jeder  Strahl  des 
Strahlensystems  entspricht  in  dem  involutorischen  Systeme 
•ich  seibat,  nnd  seine  Punkte  und  Ebenen  sind  involutorisch 
gepaart,  indem  sie  einander  paarweise  conjugirt  sind.  Keine 
Gerade  des  Raumes,  ausser  den  Strahlen  und  Axen  des 
Strahlensystems,  hat  mit  ihrer  entsprechenden  einen  Punkt 
gemein.     Wenn   swei  Axen  vorhanden  sind,   so  trennen  die- 
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selben  je  zwei  conjngirte  Punkte  oder  Ebenen  harmonisch 
voneinander/* 

18.  Wir  nehmen  zwei  beliebige  Punkte  S  und  T  im  Räume  an.  Durch 
S  gebe  der  Strahl  s,  durch  7  der  Strahl  i  des  vorliegenden  Strahlensystems. 
Durch  B  legen  wir  beliebig  eine  Ebene  tf|,  welche  von  der  Kegelschaar,  welche 

die  ST  schneidenden  Strahlen  des  Systems  bilden,  einen  Leitstrahl  ^i  enth&lt. 
Die  Ebene,  welche  ^i  und  ^bestimmen,  heisse  tf  Dann  werden  die  Strahlenbän- 
del 5  und  7  auf  die  ebenen  Systeme  tf|  und  Ti  durch  das  Strahlensystem  reciprok 

bezogen,  jedoch  so,  dass  dem  S  und  T  gemeinsamen  Ebenenbüschel  5 7  oder 
g  das  den  ebenen  Systemen  ^i  und  r,  gemeinsame  gerade  Gebilde  g^  ent- 
spricht. Hierdurch  ist  die  reciproke  Beziehung  zweier  räumlichen  Systeme 
festgestellt ;  dem  einen  derselben  gehören  die  Strahlenbtindel  5  und  7,  dem 
andern  die  ebenen  Systeme  tf|  und  Xy  an.  Projiciren  wir  von  S  und  7  aus 
irgend  einen  Strahl  /  des  Strahlensystems  durch  zwei  Ebenen  er  und  /?,  so 
entsprechen  denselben  die  Punkte  A^  und  B^^  in  welchen  l  Cy  und  T|  schneidet. 
Der  Strahl  /  entspricht  daher  sich  selbst,  also  liegt  jeder  Punkt  von  /  auf 
der  ihm  entsprechenden  Ebene.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  geht  aber 
ein  Strahl  des  Strahlensystems,  daher  liegt  j e d e r  Punkt  auf  der  ihm  ent- 
sprechenden Ebene.  Dies  ist  aber  das  Charakteristische  eines  Null- 
systems.  Wenn  ein  Nullsystem  als  die  Gesammtheit  aller  seiner  Leit- 
strahlen aufgefasst  wird ,  führt  es  den  Namen  „linearer  Strahlencomplex'^ 
oder  kurz  „Complex*',  wenn  Verwechselung  nicht  möglich  ist.  Wir  werden 
beide  Bezeichnungen  brauchen.  Was  beim  Nullsystem  „Leitstrahl'',  ist 
beim  linearen  Strahlencomplex  „Complexstrahl**  oder  auch  kurz  „Strahl^'. 
Das  Vorstehende  fassen  wir  zusammen  in  dem  Satz:  Zu  einem  gegebe- 
nen Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  kann 
auf  unendlich  viele  Arten  ein  linearer  Strahlencomplex  con- 
struirt  werden,  welcher  das  Strahlensystem  enthält. 

19.  Denken  wir  uns  jetzt  zwei  lineare  Strahlencomplexe  C^  und  C^  ge- 
geben ,  welche'  einander  durchdringen.  Irgend  einem  Punkte  P  kommen  in 
den  beiden  als  Nullsysteme  aufgefassten  Complexen  zwei  Ebenen  n^  und  jt^ 
als  Polarebenen  zu,  welche  durch  P  selbst  gehen  und  sich  in  einem  Strahle 
p  schneiden ,  welcher  beiden  Complexen  angehört.  Die  Pole  irgend  einer 
Ebene,  welche  durch  den  Strahl  p  geht,  liegen  auf  p  selbst,  so  dass  alsop 
auch  als  Verbindungslinie  der  Pole  einer  und  derselben  Ebene  erscheint. 
Kurz  können  wir  sagen:  p  ist  ein  solcher  Strahl,  dass  die  beiden  Polar- 
ebenen von  jedem  seiner  Punkte  sich  in  ihm  schneiden  und  dass  die  beiden 
Pole  von  jeder  durch  ihn  gehenden  Ebene  auf  ihm  liegen.  Diese  Eigen-* 
Schäften  kommen  jedem  gemeinschaftlichen  Strahle  beider  linearen  Com* 
plexe  zu.  Bezeichnen  wir  mit  L  die  Gesammtheit  dieser  Strahlen.  Zunächst 
ist  evident,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  nur  ein  Strahl  von  L  geht 
und  dass  in  jeder  Ebene  nur  ein  Strahl  von  Z^  liegt.     Greifen  wir  einen 
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beliebigen  Strahl  p  nn »eres  Systems  heraas  und  nehmen  anf  demselben  einen 
Punkt  S  an.  In  jeder  Ebene  des  StrahlenbOndels  S  liegt  ein  und  nur  ein 
Strahl  von  Z.  Den  sämmtlichen  Ebenen  von  S  eutHprechon  in  dem  ersten 
Oomplexe  die  Punkte  eines  ebenen  Systems  Zy  und  in  dem  zweiten  Com- 
plexe  die  Punkte  eines  ebenen  Systems  2^,  Beide  ebenen  Systeme  sind  col- 
linear,  weil  beide  reciprok  sind  zu  S,  Die  Verbindungslinien  entsprechend f'r 
Punkte  von  J?,  und  Z^  sind  die  Strahlen  von  Z,  welche  in  den  Ebenen  von  S 
liegen.  Dem  Ebenenbüschel  p  von  S  entsprechen  in  beiden  Complexen  zwei 
gerade  Gebilde  mit  dem  gemeinsamen  Träger />,  daher  müssen  die  beiden  ebe- 
nen Systeme  Z  and  Zi  in  p  sich  schneiden  und  die  Gerade  p  als  Strahl  entspre- 
chend gemein  haben.  Diese  Erzeugung  des  Strahlensystems  L  ist  aber  dieselbe, 
wie  die  in  Nr.  4  angegebene  des  Strahlensystems  erster  Ordnung  und  erster 
Classe,  mithin  besteht  der  Satz:  Die  gemeinsamen  Strahlen  zweier 
linearen  Strahlencomplexe  bilden  ein  Strahlensystem  erster 
Ordnung  und  erster  Classe.  In  dem  besondern  Falle,  das^  den  Ebenen 
des  Ebenenbüschels  p  des  Strahlenbündels  S  in  beiden  Complexen  dieselben 
Pole  zukämen,  wenn  also  die  ineinanderliegenden  geraden  Gebilde  p  jeden 
ihrer  Punkte  entsprechend  gemein  hatten,  würde  das  Strahlensystem  erster 

Ordnung  und  erster  Classe  nur  eine  Axe,  n&mlich  den  Strahl  p,  besitzen. 

•  - 

20.  Bezeichnen  wir  mit  X  irgend  einen  Punkt  und  mit  |,  die  ihm  ent- 
sprechende Ebene  eines  linearen  Strahlencomplexes.  Ausserdem  gehe 
durch  X  der  Strahl  x  des  Strahlensystems ,  mit  dessen  Zugrundelegung  der 
lineare  Strahlencomplex  nach  Nr.  18  erzeugt  worden  ist.  Dem  Punkte  S  des 
Strahles  s  wurde  damals  die  Ebene  a^  als  Polarebene  zugewiesen,  daher 

mnss  dem  Ebenenbüschel  5Z  das  gerade  Gebilde  tf, ||  entsprechen,  dessen 
Träger  ein  Leitstrahl  der  Eegelschaar  ist,  welche  gebildet  wird  von  den 

Strahlen  des  Systems,  welche  SX  schneiden.  Dreht  sich  nun  <r,  um  «, 
während  S  festgehalten  wird,  so  wird  natürlich  der  lineare  Complex  ein 
anderer,  weil  dem  Punkte  S  nunmehr  eine  andere  Ebene  entspricht,  und 
auch  die  Ebene  |,  muss  sich  um  x  drehen.  Beide  Ebenen  a,  und  |,  proji- 
ciren  aber  gleichzeitig  denselben  Leitstrahl  der  unveränderlichen  Uegel- 

fichaar,  deren  Strahlen  dem  Strahlensy8t.em  angehören  und  S^A' schneiden. 
Daher  durchlaufen  o,  and  §,  projectivische  Ebenenbüschel 
erster  Ordnung  mit  den  Axen  s  und  x.  Wir  können  daher  den  Satz 
aussprechen:  Weist  man  einem  Punkte  S,  der  auf  dem  Strahle  s 
des  Strahlensystems  erster  Ordnung  und  erster  Classe  liegt, 
eine  durch  s  gehende  Ebene  a,  als  entsprechende  zu,  so  ist 
dadurch  jedem  Punkte  des  Raumes  eine  darch  ihn  gehende 
Ebene  zugeordnet  und  ein  linearer  Strahlencomplex  be* 
stimmt,  SU  dessen  Strahlen  sämmtliche  Strahlen  des  Strah- 
lensystems gehören.  Dreht  sich  ^i  am  «,  so  beschreibt  gleich- 
zeitig jede  Ebene  |, »  welche  einem  Punkte  X  zugeordnet  ist, 
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einen  Ebenenbttschel  erster  Ordnung,  welcher  projectivisch 
ist  zn  dem  von  Ot  beschriebenen,  und  dessen  Axe  der  dnrch 
den  Punkt  X  gehende  Strahl  x  des  Strahlensystems  ist. 

21.  Wir  können  aber  auch  anstatt  des  Punktes  5  die  dnrch  ihn  gehende 
Ebene  Ot  festhalten,  in  welcher  der  Strahl  $  des  Systems  liegt.  Irgend  eine 
andere  Ebene  |,  schneide  0|  in  ^,  and  enthalte  den  Strahl  x  des  Systems. 
Die  gi  treffenden  Strahlen  des  Systems  bilden  eine  Regelschaar,  zu  welcher 
auch  8  und  x  gehören.  Ein  Leitstrahl  g  muss  durch  S  gehen  und  x  in 
einem  Punkte  X  treffen.  Dieser  Punkt  ist  es,  welcher  der  Ebene  £,  in  dem 
schon  durch  S  und  tf|  bestimmten  Nullsysteme  (linearen  Strahlencomplexe) 
als  Pol  entspricht.  Bewegt  sich  S  auf  ^,  so  bewegt  sich  gleichzeitig  X  auf  x 
und  beschreibt  ein  gerades  Gebilde ,  welches  projectivisch  ist  zu  dem  von 
S  durchlaufenen,  weil  s  und  x  als  Strahlen  der  erwähnten  Regelschaar 
durch  deren  Leitstrahlen  projectivisch  aufeinander  bezogen  sind.  Daher 
der  Satz:  Weist  man  einer  Ebene  <r|,  welche  durch  den  Strahl  s 
des  Strahlensystems  erster  Ordnung  und  erster  Classe  geht, 
einen  auf  s  liegenden  PunktS  als  entsprechenden  zu,  so  ist 
dadurch  jeder  Ebene  des  Raumes  ein  in  derselben  liegender 
Punkt  -zugeordnet  und  ein  linearer  Strahlenc^mplex  be- 
stimmt, zu  dessen  Strahlen  sftmmtliche  Strahlen  des  Strah- 
lensystems gehören.  Bewegt  sich  S  auf  s,  so  beschreibt 
gleichzeitig  jederPunkt  X,  welcher  einer  Ebene  f|  zugeord- 
net ist,  ein  gerades  Gebilde,  welches  projectivisch  ist  zu 
dem  von  5  beschriebenen,  und  dessen  Träger  der  in  der  Ebene 
ti  enthaltene  Strahl  x  des  Systems  ist. 

22.  Wie  zuvor,  seien  s  und  t  zwei  beliebige  Strahlen  des  Strahlen- 
Systems  erster  Ordnung  und  erster  Classe  und  ^i ,  T|  zwei  beliebige  dnrch 
je  einen  derselben  gehende  Ebenen  ,  welche  sich  in  der  Geraden  ^,  schnei- 
den, ^t  >8^  Leitlinie  einer  Regelschaar  <P  des  Strahlensystems,  zu  deren 
Strahlen  auch  8  und  /  gehören.  Weist  man  der  Ebene  tf]  einen  Punkt  S  von 
s  als  Pol  zu,  so  ist  hierdurch,  wie  wir  wissen,  ein  linearer  Stralilencomplex 
(Nullsystem)  bestimmt,  und  den  Punkt  T,  welcher  der  Pol  der  Ebene  r,  ist, 
findet  man  dadurch,  dass  man  den  durch  S  gehenden  Leitstrahl  g  der 
Regelschaar  O  zieht,  welcher  t  in  dem  gesuchten  Punkte  trifft.  Werden  die 
Ebenen  ö^  und  T|  festgehalten  und  durchläuft  S  das  gerade  Gebilde  5,  so 
bewegt  sich  T  derart  auf  />  dass  die  beiden  geraden  Gebilde  s  und  /  projec- 
tivisch sind.  Halten  wir  noch  einen  Punkt  A  auf  s  fest,  so  werden  dem- 
selben in  den  verschiedenen  Nullsystemen ,  welche  durch  die  Lage  von  5 
bedingt  werden,  andere  und  andere  Ebenen  «i  entsprechen.  Bekanntlich 
wird  der  Strahlenbündel  T  durch  das  Strahlensystem  reciprok  auf  das  ebene 
System  r,  bezogen  —  eine  Beziehung,  welche  oben  zur  Constituirung  des 
Nullsystems  verwendet  wurde.     Dem  Strahle  TÄ  muss  im  Nullsystem  die 
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Gerade  a,  von  r,  eBtsprecheD,  welehe  der  in  dieser  Ebene  befindliche  Leit- 

strah)  der  Regelschaar  ist,  welche  dem  Strahlenfiystem  angehört  und  TA 
som  Leitstrabi  hat.  .Die  Ebene,  welche  A  mit  a,  verbindet,  ist  die  Polar- 
ebene  von  Ä  in  dem  Nnllsystem,  welches  durch  die  angenbÜckliche  Lage 
fies  Panktes  T  hervorgerufen  wird.    Wenn  T  sich  auf  <  bewegt,  beschreibt 

der  Strahl  A  T  einen  zum  geraden  Gebilde  /  projectivisclien  Strahleubflnchel 

erster  Ordnung   mit  A  als  Mittelpunkt.     Die  Ebene  At  dieses  Strahlen- 

biisclicls  wird  anf  die  Ebene  T)  durch  das  Strahlensystem  coUinear  bezogen, 
Ro  dass  dem  Strahlenbüschel  Ä  ein  projectivischer  in  T|  entspricht,  dessen 
Mittelpunkt  der  Punkte  'x^  ist,  und  dessen  Strahlen  aus  den  Geraden  a,  be- 
stehen. Der  EbenenbUschel,  welcher  von  A  aus  diesen  letzteren  Strahlen - 
hu6cliel  projicirt,  hat  s  zur  Ax£,  besteht  aus  den  Polarebenen  a,  von  A  und 
ist  in  letzter  Instanz,  wie  leicht  zu  sehen,  projectivisch  zu  dem  geraden 
Gebilde,  welches  S  durchläuft. 

Sei  jetzt  /?,  irgend  eine  Ebene  von  s,  welche  wir  unbeweglich  denken 
wollen.  In  jedem  Nullsystem  hat  diese  Ebene  einen  andern  Pol  B^  und  es 
fragt  sich,  wie  B  sieb  mit  S  bewegt.  Um  B  zu  finden,  schneiden  wir  T| 
darch  ßi  in  6, ,  welche  durch  den  Pankt  s'x^  geht.  Die  Regelschaar'  des 
Strablensystems,  von  welcher  b^  ein  Leitstrahl  ist,  hat  auch  s  nnd  /  zu 
Strahlen,  welche  daher  von  ihrer  Leitschaar  projectivisch  geschnitten 
werden.  Derjenige  Strahl  dieser  Leitschaar,  welcher  von  T  ausgeht, 
schneidet  s  in  dem  gesuchten  Punkte  B^  dem  Pol  der  Ebene  ^,.  Sofort  ist 
«ersichtlich,  dass  B  ein  gerades  Gebilde  auf  s  beschreibt,  welches  projec- 
tivisch ist  zu  dem  von  S  beschriebenen. 

Wir  können  alle  Nnllsysteme  oder  linearen  Strahlencomplexe,  welehe 
das  betrachtete  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  enthalten, 
auch  erzengen  dadurch,  dass  wir  dem  oben  mit  A  bezeichneten  Punkte  der 
Reihe  nach  die  Ebenen  et,  als  Polarebenen  zuweisen ;  dann  durchläuft  der 
Punkt  5,  welcher  von  einer  festen  Ebene  0|  der  Pol  ist,  ein  gerades  Ge- 
bilde, das  projectivisch  ist  zum  Büschel  der  Ebene  «,.  Zusammenfassend 
sprechen  wir  die  Sätze  aus: 

Weist  man  einer  Ebene  a, ,  welche  durch  einen  Strahl  8 
eines  gegebenen  Strahlen  Systems  erster  Ordnung  und  erster 
Classe  geht,  nacheinander  jeden  anf$  liegenden  Punkt  5  als 
Pol  zu,  so  werden  hierdurch  alle  linearen  Strahlencomplexe 
oder  Nullsysteme  bestimmt,  welche  das  gegebene  Strahlen- 
system enthalten.  Die  Ebenen,  welche  einem  festgehalte- 
nen Punkte  A  von  s  der  Reihe  nach  in  diesen  Nullsystemen 
als  Polaren  entsprechen,  erfüllen  einen  Ebenenbüschel 
erster  Ordnung  mit  s  als  Axe,  welcher  projectivisch  ist  zu 
dem  von  S  durchlaufenen  geraden  Gebilden»  Ebenso  durch- 
laufen  die  Punkte  B^  welche  nacheinander  einer  festgehal- 

9» 
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tenen  Ebene  /?,  von  s  als  Pole  entsprechen,  ein  gerades  Ge- 
bilde mit  8  als  Träger,  welches  projectivi^sch  ist  anr  Reihe 
der  Punkte  S.  Werden  die  erwähnten  Nullsysteme  durch 
Zuweisung  eines  festen  Punktes  S  von  8  und  einer  um  8  roti- 
renden  Ebene  di  als  Pol  und  Polare  erseugt,  so  beschreiben 
die  Polarebenen  eines  festen  Punktes  von  8  einen  Ebenen- 
büschel,  und  die  Pole  einer  festen  Ebene  von  8  ein  gerades 
Gebilde,  welche  projectivisch  sind  zum  Bttschelder  Ebenen  af 

23.  Halten  wir  diesen  Lehrsatz  mit  den  in  20  und  21  ausgesprochenen 
zusammen,  so  bemerken  wir^  dass  durch  die  allmälige  Zuweisung  der 
Punkte  des  Strahles  8  und  der  Ebene  o,  als  Pol  und  Polare  zwischen  allen 
geraden  Gebilden,  deren  Träger,  und  allen  EbenenbUscheln  erster  Ord- 
nung, deren  Axen  die  sämmtlichen  Strahlen  des  Systems  sind,  Frojecti- 
vität  waltet,  insofern  die  geraden  Gebilde  von  dem  Pol  einer  festen 
Ebene,  die  Ebenenbfischel  von  der  Polarebene  eines  festen  Punktes  des 
Trägers  oder  der  Axe  durchlaufen  werden.  Die  Gesammtheit  aller  linearen 
Complexe,  welche  ein  gegebenes  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster 
Classe  enthalten,  wollen  wir  einen  Büschel  linearer  Strahlen - 
complexe,  öder  kurz:  Complexbttschel  nennen.  Ein  solcher  enthält 
ebenso  viele  lineare  Complexe,  als  eine  Gerade  Punkte.  Vier  Complexe, 
welche  dadurch  hervorgehen,  dass  vier  harmonische  Punkte  eines  Strahles  s 
der  durch  denselben  gehenden  festen  Ebene  tf,  der  Reihe  nach  als  Pole 
zugewiesen  werden,  sollen  vier  harmonische  Complexe  heisseu. 

Zwei  Strahlensysteme  erster  Ordnung  und  erster  Classe  S  und  T  wollen 
wir  als  gegeben  denken.  Aus  dem  ersteren  greifen  wir  einen  Strahl  8,  aus 
dem  letzteren  einen  Strahl  /  heraus  und  beziehen  die  geraden  Gebilde  s 
und  /  projectivisch  aufeinander.  Alsdann  legen  wir  durch  8  eine  Ebene  tf|, 
durch  /  eine  Ebene  r,  und  weisen  diesen  beiden  als  fest  betrachteten  Eben«*n 
nach  der  Reihe  je  zwei  entsprechende  Punkte  der  projectivischen  geraden 
Gebilde  8  und  t  als  Pole  zu.  Die  durch  diese  Zuweisung  hervorgerufenen 
linearen  Complexe  sollen  entsprechende  heissen,  wenn  ihre  „erzeugenden 
Pole'*  —  so  wollen  wir  kurz  sagen  —  entsprechende  Punkte  der  geraden 
Gebilde  s  und  t  sind.  Wir  erhalten  so  zwei  projectivisch  anfein- 
ander  bezogene  Büschel  linearer  Strahlencomplexe,  insofern 
je  vier  harmonischen  Complexen  des  einen  Büschels  vier  ebensolche  des 
andern  entsprechen.  Je  iwei  entsprechende  Complexe  derselben  haben  ein 
Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  gemein  (19),  die  Ge- 
sammtheit aller  dieser  Strahlensysteme  soll  das  Erzeugniss  der  projectivi- 
schen Complexbttschel  sein. 

Sei  P  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes.  Durch  denselben  geht  von 
jedem  der  „fundamentalen  Strahlensysteme*'  S  und  7,  wie  wir  sie  nennen 
wollen,  ein  Strahl.     Diese  Strahlen  seien  a  und  b.     Die  Polarebenen  des 
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PaDktes  P  bilden  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  a  uud  6, 
m  denen  je  swei  Ebenen  einander  entsprechen ,  welche  in  enti^prechenden 
Complezen  die  Polarebenen  des  Pauktes  P  sind.  Die  Schnittlinie  sweier 
solcher  Ebenen  ist  offenbar  ein  gemeinsamer  Strahl  der  beiden  entsprechen- 
den Gomplexe,  mithin  ein  Strahl  des  Ersengnisses  der  beiden  projectivi- 
fcchen  Complexbfischel.    Wir  haben  daher  den  Sata: 

Die  Strahlen  des  Ersengnisses  zweier  proj  ectivischen 
Complexbüschel,  welche  durch  einen  gegebenen  Pankt  P 
des  Uaames  gehen,  bilden  eine  Kegelfläche  zweiter  Ord- 
nang. 

Andererseits  enthält  eine  gegebene  Ebene  n  des  Ranmes  von  jedem 
der  fandamentalen  Strahlensysteme  S  und  T  einen  Strahl.  Wenn  c  und  d 

diese  Strahlen  sind,  so  werden  die  Pole  der  Ebene  cd  auf  c  nnd  d  zwei  pro- 

jeetiviselie  gerade  Gebilde  beschreiben,  wenn  solche  Pole  einander  ent« 

sprechen,  welche  der  Ebene  cd  in  entsprechenden  Complezen  zukommen. 

Jede  Verbindangslinie  zweier  solchen  Pole  ist  ein  Strahl  des  Erzeugnisses 
der  projectivischen  Complexbüschel,  daher  der  Satz: 

Die  Strahlen  des  Erzeugnisses  zweier  projectivischen 
Complexbüschel,  welche  in  einer  gegebenen  Ebene  n  des 
Kaumes  liegen,  bilden  einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ord- 
nung. 

Hiernach  verdient  das  Erzeugniss  zweier  projectivischen  Büschel 
linearer  Strahlencompleze  den  Namen:  Strahlencomplex  zweiter 
OrdnnngundzweiterClasse.  Bemerkenswerth  ist  die  Analogie  z  wi- 
sehen  der  Erzeugung  dieses  Oebildes  und  derjenigen  einer  Curve  zweiter 
Ordnung.  Die  projectivischen  Strahlenbüschel,  welche  die  letztere  erzeu- 
gen, sind  hier  die  projectivischen  Complexbüschel,  die  Mittelpunkte  der 
Strahlenbüschel  sind  hier  die  fundamentalen  Strahlensysteme  S  und  J,  ein 
Punkt  der  Curve  als  Schnittpunkt  entsprechender  Strahlen  der  erzeugenden 
Büschel  ist  hier  ein  Strahlensystem  des  Erzengnisses  als  gemeinsamer  Be- 
standtheil  entsprechender  Complexe  der  Büschel.  Kurz  gesagt,  es  stehen 
einander  gegenüber:  Punkt,  Gerade,  Curve  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Classe ,  und :  Strahlensystem ,  linearer  Complex,  Complex  zweiter  Ordnung 
nnd  zweiter  Classe. 

24.  Denken  wir  uns  auf  die  oben  angegebene  Weise  (18.)  ein  Null- 
system hergestellt,  zu  dessen  Leitstrahlen  die  Strahlen  eines  gegebenen 
Strahlensystems  erster  Ordnung  und  erster  Classe  gehören,  so  wird  einer 
beliebigen  Geraden  g  des  Raumes  im  Nullsystem  eine  Gerade  gt  entspre- 
chen. Wird  g  als  gerades  Gebilde  aufgefasst,  so  liegt  der  Ebenenbüschel 
^1  zu  demselben  perspectivisch,  und  umgekehrt.  Aber  einem  Punkte  A  von  g 
entspricht  diejenige  Ebene  «i  von  g^ ,  welche  den  durch  A  gehenden  Strahl 
a  des  Strahlensystems  enthält,  und  wir  wissen,  dass  a  als  Leitstrahl  des 
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Nnllsystenis,  weil  er  die  eine  g  von  zwei  entsprechenden  Geraden  schneidet, 
anoh  die  andere  g^  schneiden  ronss  (Reye,  Geometrie  der  Lage,  II,  6. 66). 
Daher  müssen  alle  Strahlen  des  Strahlensystems ,  welche  von  den  Punkten 
von  g  aasgehen  und  eine  Regelschaar  bilden,  auch  gx  schneiden,  welche 
somit  zn  einem  Leitstrahl  dieser  Regelschaar  wird. 

Mag  noch  dem  Pankte  B  von  g  in  dem  Nallsystom  die  Ebene  /3,  von  g^ 
entsprechen,  welche  den  durch  B  gehenden  Strahl  b  des  Strahlensystems 
enthält.  Lassen  wir  nach  und  nach  alle  möglichen  Nallsysteme  (linearen 
Strahlencomplexe)  entstehen  (20),  welche  die  sämmtliehen  Strahlen  des 
gegebenen  Strahlensystems  als  Leitstrahlen  enthalten,  so  beschreiben  die 
den  als  fest  gedachten  Punkten  A  und  B  entsprechenden  Ebenen  «i  und  ßx 
projectivische  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  a  und  6,  und  immer  ist  die  Ge- 
rade «1  ßx  ^^^  ^^^  ^^^^  gedachten  g  entsprechende  Gerade  ^,*  Aber  wir  sahen 
soeben,  dass  gx  mit  g  stets  auf  einer  Regelschaar  des  Strahlensystems  liegen 
ronss,  welche  mit  demselben  zugleich  als  unveränderlich  gegeben  ist;  daher 
erzeugen  die  projectivischen  Ebenenbüschel  a  und  b  die  Leitstrahlen  jener 
Regelschaar  und  sind  projectivisch  zu  der  von  ihnen  erzeugten  Leitschaar. 
Ist  g'  irgend  eine  andere  Gerade  des  Raumes,  und  haben  g\ ,  i^,  ^,  a\  6', 
a'i,  ß^x  gleiche  Bedeutung  wie  ^,,  A^  B,  a,  b,  a,,  ßx ,  so  ist  die  von  g'i  durch- 
laufene Leitschaar  der  durch  g'  und  g\  gehenden  Regelschaar  projectivisch 
*  zu  der  von  gx  durchlaufenen  Leitschaar,  weil  die  Ebenenbüschel  a  und  b^ 
projectivisch  sind  zu  den  Ebenenbüscheln  a  und  b.    Also: 

Werden  alle  Nullsysteme  construirt,  welche  die  sämmt- 
liehen Strahlen  eines  gegebenen  Strahletisystems  ersterOrd-. 
nung  und  erster  Classe  zu  Strahlen  haben,  so  sind  die  einer 
festen  Geraden  ^entsprechenden  Geraden^,  die  Leitstrahlen 
der  Regelschaar,  welche  dem  Strahlensystem  angehört,  und 
von  deren  Leitstrahlen  g  selbst  einer  ist.  Entspricht  der  Ge- 
raden X  die  Gerade  oTi,  so  ist  die  von  o:,  durchlaufene  Regel- 
schaar projectivisch  zu  der  von  gx  durchlaufenen  in  Anseh- 
ung der  Geraden  Xx  und  ^| ,  welche  in  demselben  Nullsystem 
den  Geraden  x  und  g  entsprechen;  und  alle  diese  Regel- 
schaaren  sind  projectivisch  zu  dem  Ebenenbüschel,  wel- 
chen die  einem  festen  Punkte  zugeordnete  Polarebene  be- 
schreibt. 

25.  Aus  dem  vorstehenden  Satze  geht  hervor,  dass  ein  Nullsystem 
vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  es  sämmtliche  Strahlen  eines  Strahlen- 
systems oister  Ordnung  und  erster  Classe  zu  Leitstrahlen  haben  soll,  und 
entweder  die  einer  Geraden  g  entsprechende  g^  gegeben  ist  {welche  aber 
auf  der  durch  g  gehenden  Regelschaar  des  Strahlensystems  gewählt  werden 
rnnss),  oder  eine  Gerade  g  ein  Leitstrahl  des  Nullsystems  sein  soll  (in  die- 
sem Falle  ist  ^,  mit  g  zusammenfallend  zu  denken). 
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Bedenken  wir,  dass  man  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  un4  erster 
Classe  durch  zwei  Axen  /  nnd  /,  geben  kann,  welche  in  einem  NuUsystem, 
dem  das  Strahlensystem  angehört ,  entsprechende  Gerade  sein  müssen.  In 
der  That,  alle  Strahlen,  welche  von  einem  Punkte  P  der  einen  Axe  aus  die 
andere  Axe  projiciren,  sind  Leitstrahlen  des  Nullsystems  und  liegen  in 
einer  £bene  ^,,  welche  dem  Punkte  P  entsprechen  muss.  Durchläuft  P  die 
eine  Axe ,  so  dreht  sich  ni  um  die  andere ,  also  sind  beide  Axen  einander 
entsprechende  Gerade.  (Wenn  nur  eine  Axe  existirt,  so  entspricht  sie 
sieh  seihst,  ist  also  ein  Leitstrahl  des  Nullsystems;  denn  su  jedem  ihrer 
Punkte  gehört  eine  Ebene,  welche  durch  sie  selbst  geht)  Hiernach  können 
wir  den  Sata  aussprechen:  Ein  Nullsystem  ist  durch  awei  Paare 
entsprechender  Geraden  /,  /|  und  g,  g^  bestimmt,  welche  der- 
selben Regelschaar  angehören  mttssen,  oder  durch  ein  Paar 
entsprechender  Geraden  und  einen  sie  nicht  schneidenden 
Leitstrahl  (Reye,  im  Journal  f.  d.  r.  n»  a.  M«,  Bd.  09). 

26.  Andererseits  ist  aber  auch  nach  Nr.  10  unter  den  dort  angeführten 
Bedingungen  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  durch 
vier  seiner  Strahlen  bestimmt,  so  dass  wir  den  Satz  aussprechen  können: 

Ein  linearer  Strahlencomplex  ist  durch  fünf  seiner  Strah- 
len im  Allgemeinen  vollkommen  bestimmt  (Heye,  a.  a.  0.). 

Seien  a,  6,  c,  d,  e  fünf  gegebene  Strahlen  eines  linearen  Strahlencom- 
plexes,  so  darf  man  hiernach  alle  möglichen  Oombinationen  zu  vieren  aus 
diesen  Strahlen  bilden  und  die  Strahlen  des  durch  jede  Combination  be- 
stimmten Strahlensystems  zu  dem  linearen  Complex  rechnen.  Weiter  darf 
man  Strahlen  verschiedener  Strahlensysteme  zu  vieren  combiniren  und  die 
Strahlen  der  durch  diese  Combination  bestimmten  Strahlensysteme  zum 
Strahlencomplex  rechnen.  Gäbe  es  eine  Gerade  u,  welche  a,  b^  c^dy  e 
schnitte,  so  müsste  u  die  einzige  Axe  jedes  der  Strahlensysteme  sein,  welche 
durch  irgend  eine  Combination  der  Strahlen  a,  6,  c,  (f,  e  zu  vieren  und  durch 
alle  späteren  möglichen  Combinationen  entstehen.  Da  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  X  des  Raumes  unzählig  viele  Strahlen  gehen,  welche  den  erzeug- 
ten einaxigen  Strahlensystemen  angehören ,  so  müssen  alle  durch  X  gehen- 
den Strahlen  des  Complexes  die  Gerade  u  schneiden,  d.  h.  jede  Gerade, 
welche  u  schneidet,  ist  ein  Strahl  des  Complexes  (Reye,  a.  a.  0.). 

27.  Hier  wäre  die  Stelle ,  den  Satz :  „Die  Paare  von  Einzelkräften, 
welche  ein  gegebenes  räumliches  Kräftesystem  völlig  ersetzen ,  sind  ent- 
sprechende Gerade  eines  Nullsystems",  welchen  Herr  Reye  a.  a.  O.  ana- 
sprieht,  zu  beweisen;  aber  mit  Rücksicht  auf  desselben  Verfassers  Geo* 
metrie  der  Lage,  II,  8. 6Ö,  Anm.,  wo  dieser  Gegenstand  schon  behandelt  ist, 
kann  dies  fuglich  unterbleiben. 

Zwei  Strahlensysteme  erster  Ordnung  und  erster  Classe  können,  ohne 
identisch   an  sein,  höchstens  drei  Strahlen  gemein  haben.     Diese  seien 
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a^byC.  Dann  haben  die  Strahl cnsysteme  sämmtliche  Strahlen  gemein, 
welche  der  durch  a,  h^  c  bestimmten  Regelschaar  angehören«  Greifen  wir 
aas  dem  ersten  Strahlensystem  einen  Strahl  d|,  aus  dem  zweiten  einen 
Strahl  €f  heraus,  so  bebtimmon  die  fünf  Strahlen  a,  6,  c,  (f|,  e^  einen  linearen 
Strahlencomplex  (26),  welchem  beide  Strahlensysteme  angehören.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  zwei  Strahlensysteme  erster  Ordnung  und 
erster  Classe,  welche  drei  Strahlen  gemein  haben,  Bestand- 
theile  eines  und  desselben  linearen  Strahlencomplexes  sind. 
Dieser  Satz  l&sst  sich  umkehren,  nämlich:  Zwei  Strahlensysteme 
erster  Ordnung  und  erster  Classe  haben  im  Allgemeinen  eine 
Regelschaar  gemein,  wenn  sie  Bestandtheile  eines  linearen 
Strahlencomplexes  sind  (a.  a.  O.).  —  Nennen  wir  den  linearen  Strah- 
lencomplex Cf ,  welchem  die  Strahlensysteme  S  und  T  angehören.  Nach 
Nr.  18  constrniren  wir  zwei  lineare  Complexe  6\  und  C,,  von  denen  der 
erstere  das  Strahlensystem  5,  der  andere  das  Strahlensystem  7  enthält. 
Jeder  Strahl,  welchen  die  drei  Complexe  Cj,  C^^  C^  gemein  haben,  ist  auch 
ein  gemeinsamer  Strahl  der  Strahlensysteme  S  und  T,  Nehmen  wir  eine 
beliebige  Ebene  n  an,  so  kommen  derselben  in  den  drei  Complezen  (Null- 
systemen) drei  Pole  zu:  P^^Pfy  P,.  Durchläuft  ein  Punkt  AT  die  Ebene  tk, 
so  drehen  sich  seine  drei  Polarebenen  ||,  $t,  $,  um  Pi,  Pf,  P^  und  beschrei- 
ben drei  collineare  Strahlenbündel.  Wenn  die  drei  einander  entsprechenden 
Ebenen  sich  in  derselben  Geraden  g  schneiden ,  so  ist  diese  offenbar  ein 
Strahl,  der  allen  drei  Complexen  angehört.  Drei  collineare  Strahlenbtindol 
erzeugen  aber  im  Allgemeinen  eine  Fläche  dritter  Oordnung,  welche  im 
gegenwärtigen  Falle  in  die  Ebene  7t  und  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  zer- 
fallen mnss.  Denn  je  drei  entsprechende  Ebenen  li,  &,  Ss  ^^^  ^^^^  ^^^' 
linearen  Bündel  P,,  P,,  P,  müssen  durch  ihren  gemeinsamen,  auf  ^s  befind- 
lichen Pol  Ä  gehen.  Wenn  die  Fläche  zweiter  Ordnung  nicht  imaginär  ist^ 
so  muss  sie  eine  Regelfläche  sein.  Denn  wenn  drei  entsprechende  Ebenen 
sich  in  einem  ausserhalb  n  gelegenen  Punkte  schneiden,  so  müssen  sie,  da 
sie  auch  auf  ;c  ihren  Pol  gemein  haben,  sich  in  derselben  Geraden  schnei- 
den. Wir  können  also  sagen:  Zwei  Strahlensysteme  erster  Ordnung  und 
erster  Classe  haben  im  Allgemeinen  eine  Hegelschaar  gemein,  wenn  sie 
Bestandtheile  eines  linearen  Strahlencomplexes  sind.  Oder,  was  dasselbe 
ist:  Drei  lineare  Strahlencomplexe  haben  im  Allgemeinen 
eine  Hegelschaar  gemein. 

Sollen  zwei  Strahlensysteme  nicht  demselben  linearen  Strahlencom« 
plexe  angehören,  so  dürfen  sie  im  Allgemeinen  höchstens  zwei  Strahlen 
gemein  haben.  Wenn  aber  jedes  von  zwei  Strahlensystemen  zwei  Axen 
hat,  und  ein  Paar  Axen  fallen  zusammen,  während  die  anderen  sich  schnei* 
den,  so  haben  die  Systeme  einen  Strahlenbüschol  gemein  (a.  a.  0.).  Dem-, 
selben  linearen  Strahlencomplexe  können  sie  nicht  angehören,  weil  jedem 
Punkte  der  Doppelaxe  zwei  verschiedene  Ebenen  zugeordnet  sein  würden. 
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28.  In  jedem  Nailsystem  ist  der  unendlich  fernen  Ebene  einer  ilirer 
Pankie  als  Pol  zugeordnet.  Alle  durch  diesen  Pol  gehenden  Geraden  g  sind 
parallel,  und  ihre  entsprechenden  ^,  liegen  in  der  unendlich  fernen  Ebene. 
Eine  Ebene,  welche  senkrecht  ist  %u  allen  jenen  Oeraden  ^,  schneidet  in 
der  nuendlich  fernen  Ebene  eine  Gerade  aus,  welcher  eine  bestimmte  n 
entspricht,  die  mithin  auf  allen  ihr  conjugirteu  Ebenen  senkrecht  steht. 
Diese  Gerade  n  soll  die  Hauptlinie  des  Nullsystems  heissen. 

Das  Nnllsystem  kann  erzeugt  werden  durch  die  Gerade  n  und  zwei 
zugeordnete  Gerade  g  und  ^,.  Lassen  wir  eine  Gerade  an  n,  ^,  ^i  entlang 
gleiten,  so  muss  sie  auch  n,  schneiden,  da  sie  ein  Leitstrahl  ist,  d.  h.  sie 
mass  senkrecht  sein  zu  n.  Umgekehrt:  eine  Gerade,  die  senkrecht  ist  zu 
n  und  g  schneidet,  muss,  da  sie  ein  Leitstrahl  ist,  auch  g^  schneiden.  Dass 
fibrigena  n,  g^  ^j  auf  einem  Paraboloid  liegen,  ist  evident.  Die  eine  unend- 
lich ferne  Gerade  des  Paraboloids  ist  n^ ,  die  andere  ist  eine  Senkrechte 
zn  n;  eine  Ebene,  welche  die  letztere  enthält,  muss  mithin  parallel  zu  n, 
also  senkrecht  auf  allen  Ebenen  sein,  welche  n^  enthalten.  Wir  können  also 
sagen,  dass  das  Paraboloid  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
zwei  aufeinander  senkrechte  Gerade  gemein  hat  (Beye,  im 
00.  Bande  des  Journals  f.  d.  r.  u.  a.  M.). 

Legen  wir  durch  ^,  eine  Ebene  y  parallel  zu  g^  so  muss  in  dieser  Ebene 
ein  Leitstrahl  s  des  Nullsystems  enthalten  sein,  welcher  n  schneidet,  senk- 
recht ist  zu  n  und  zu  der  Kegelscbaar  von  Leitstrahlen  des  Nnllsystems 
gehört ,  welche  durch  n ,  ^,  gx  hervorgerufen  wird ,  indem  auf  diesen  drei 
Geraden  ein  Leitstrahl  der  Nullsysteros  gleiten  muss.  Da  nun  der  in  y 
liegende  Leitstrahl  s  auch  g  schneiden  muss,  so  muss  er,  falls  er  im  End- 
liehen  liegt,  parallel  sein  zu  g^  d.  h.  g  muss  senkrecht  sein  zu  n,  was  im 
Allgemeinen  nicht  zutrifft,  da  man  g  vollkommen  willkürlich  annehmen 
kann.  Also  kann  der  Leitstrahfs  im  Endlichen  nicht  liegen,  sondern  muss 
die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  y  sein.  Da  diese  Gerade  von  n  und 
g  getroffen  werden  soll ,  so  müssen  beide  parallel  zur  Ebene  y  sein.  Con- 
struireu  wir  die  Linie  der  kürzesten  Entfeifnnng  von  g  und  n,  so  muss  diesQ 
Linie  als  Leitstrahl  des  Nullsystems  auch  g^  schneiden,  weswegen  sie  auch 
in  Bezug  auf  g  und  ^,  die  Linie  der  kürzesten  Entfernung  ist.  Daher  der 
Satz:  Die  Linie  der  kürzesten  Entfernung  irgend  zweier  ent> 
sprechenden  Geraden  g  und  ^,  wird  von  der  Hauptlinie  n 
rechtwinklig  geschnitten  (a.  a.  0.). 

29.  Sei  /  ein  beliebiger  gegebener  Leitstrahl  des  Nullsystems,  welcher 
n  nicht  schneidet.  Durch  einen  Funkt  A  von  /  ziehen  wir  eine  Gerade  g^ 
welche  n  nicht  trifft,  und  welcher  die  Gerade  g^  entspreche.  Da  /  die  Ge- 
rade g  schneidet,  muss  er  auch  g^  treffen.  Durch  g  und  n  ist  aber  eine 
Regelschaar  von  Leitstrahlen  des  Nullsystems  bestimmt,  zu  deren  Leit- 
sehaar g,  gii  n  gehören.    Weil  /  den  Strahl  g  dieser  Leitschaar  trifft,  muss 
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er  noch  einen  Strahl  derselben  treffen,  und  dies  ist  g^.  g^  wird  also  durch  / 
bestimmt.  Durch  n,  g  und  ^,  ist  aber  das  NuUsystem  vollkommen  bestimmt, 
also:  Ein  NuUsystem  (linearer  Strahl  encomplex)  ist  völlig 
bestimmt  durch  seine  llauptlinie  n  und  einen  sie  nicht  schnei- 
denden Strahl  (a.  a.  0.)* 

Durch  diesen  Satz  sind  die  nothwendigen  Data  eines  Nullsystems  wohl 
auf  das  Einfachste  angegeben. 

30.  Sei  a  eine  Ebene  senkrecht  zur  Hanptliuie  n  und  A^  ihr  Schnitt- 
punkt mit  derselben,  welcher  zugleich  ihr  Pol  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  um 
s4i  als  Mittelpunkt  beschreiben  wir  einen  Kreis  Ar.  Den  Punkten  des  Kreises 
als  Polen  sind  im  Nullsystem  Ebenen  als  Polaren  zugeordnet,  welche  einen 
Ebenenbüschel  s^weiter  Ordnung  bilden ,  dessen  Mittelpunkt  A^  ist.  Einer 
Tangente  /  des  Kreises  entspricht  ein  Berührnngsstrahl  f,  des  Ebenen- 
büschels  zweiter  Ordnung.    Verbindet  man  den  Berührungspunkt  7  von  t 

mit  ^1,  so  mnsR  /(  senkrecht  auf  TA^  stehen,  wie  oben  bewiesen  worden  ist. 

Denken  wir  uns  die  drei  Geraden  /,  TA^^ty  starr  miteinander  verbunden 

und  lassen  TA^  mit  einem  beliebigen  andern  Radius  des  Kreises  k  zusam- 
menfallen. In  dieser  neuen  Lage  heissen  <,  7,  t^  resp.  t\  T\  t\.  Das  vor- 
liegende NuUsystem,  in  welchem  n  die  Hauptlinie  und  /,  /(  entsprechende 
Gerade  sind,  ist  durch  diese  drei  Geraden  vollkommen  bestimmt.  Ein 
zweites  NuUsystem  wird  durch  die  drei  Geraden  n^f^  f^  bestimmt.  Wir 
können  aber  das  erste  NuUsystem  auch  bestimmen  durch  n  und  einen  Strahl, 
welcher  /  und  /,  schneidet,  ohne  n  zu  treffen.  Aehnliches  gilt  von  der  Be- 
stimmung des  zweiten  Nullsystems.  Nun  aber  lehrt  eine  einfache  Betrach- 
tung*, dass  die  Ebene  der  Geraden  t^  und  (']  durch  die  Halbirungslinie  des 

Winkels  der  Geraden  TA^  und  T'A^  gehen  und  den  Schnittpunkt  von  i  und  t 
enthalten  mnss,  mithin  giebt  es  einen  Strahlenbüschel  erster  Ordnung, 
dessen  sämmtliche  Strahlen  sowohl  t  und  i^  als  auch  l  und  i^  schneiden 
und  somit  Strahlen  beider  Nullsysteme  sind.  Daraus  aber  folgt  die  Iden- 
tität beider  Nullsysteme,  welche  schon  aus  der  Gemeinsamkeit  der  Haupt- 
linie n  und  eines  dieselbe  nicht  schneidenden  Strahles  geschlossen  werden 
kann.    Mit  anderen  Worten  heisst  dies : 

Den  Tangenten  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  aaf 
derHauptlinie  des  Nullsystems  liegt,  und  dessen  Ebene  senk- 
recht zu  derselben  ist,  sind   zugeordnet  die  Strahlen  eines 


*  Schneiden  wir  von  A^  a  is  auf /|  ui.d  f'|  gleiche  Strecken  ab  bis  M^  resp.  ^f', 
und  projiciren  das  gleichschenklige  Dreieck  MA^M'  orthogoüal  auf  die  Ebene  des 

Kreises  k»    Dann  erkennt  man  sehr  leicht,  dass  die  Projection  von  MM\  also  auch 

MM'  selbst  parallel  ist  zu  der  Geraden,  welche  A^  mit  dem  Schnittpunkte  von  /  und 

t'  verbindet,  woraus  folgt,  dass  die  Ebene  des  Dreiecks  M  Ax  M\  d.  i.  die  Ebene  t^^^ 

dieKreisebene  in  der  Geraden  schneidet,  welche  A^  mit  dem  Punkte  t't^  verbindet. 
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BotatioDskegels,    welcher    mit   dem  Kreise   den  Mittelpunkt 
gemein  hat,  und  dessen  Axe  die  Hauptlinie  ist. 

31.  Legen  wir  durch  i  eine  Ebene  s  parallel  zu  n,  so  hat  dieselbe  ihren 
Pol  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  ^, ,  und  alle  Leitstrahlen, 
welche  die  Ebene  e  enthält,  laufen  parallel  zn  /,.  Alle  durch  die  Tangenten 
des  Kreises  k  parallel  zu  n  gelegten  Ebenen  sind  die  Tangentenebenen 
eines  Rotationscy linders,  dessen  Axe  n  ist;  und  alle  Strahlen  des  Null* 
sjstems,  welche  diesen  Cylinder  berühren,  bilden  denselben  Winkel 
mit  der  Hauptlinie,  nämlich  den  Winkel,  welchen  ein  Strahl  des  Rotations- 
kegels mit  der  Hauptlinie  bildet.  Bewegen  wir  einen  Strahl  des  Null- 
sjstems,  welcher  den  Cylinder  berührt,  um  denselben,  so  dass  jeder  seiner 
Punkte  in  derselben  zu  n  senkrechten  Ebene  bleibt,  so  wird  sein  Be- 
rührungspunkt eine  Schraubenlinie  beschreiben.    Daher  der  Satz: 

Ein  linearer  Strahlencomplex  enthält  unendlich  viele 
Schraubenlinien,  deren  sämmtliehe  Tangenten  Strahlen  des 
Complexes  sind,  und  welche  auf  Rotationscylindern  liegen, 
deren  gemeinsame  Axe  die  Hauptlinie  ist. 

Zwei  unendlich  nahe  Tangenten  der  Schraubenlinie  bestimmen  eine 
Scbwingungsebene  derselben;  die  Tangenten,  aber  sind  Strahlen  des  Com- 
plexes.  Also : 

Jedem  Punkte  einer  Schraubenlinie  des  linearen  Com- 
plexes oder  Nullsystems  ist  seine  Schwingungsebene  zu- 
geordnet. 

Ferner  ist  die  Senkrechte,  welche  von  einem  Punkte  der  Schrauben- 
linie auf  die  Hauptlinien  gefällt  werden  kann,  ein  Complexstrahl.    Daher: 

Die  Schwingungsebene  eines  Punktes  einer  Schrauben- 
linie des  linearen  Strahlencomplexes  oder  Nullsysjtms  wird 
bestimmt  durch  die  Tangente  des  Punktes  und  die  Senkrechte, 
welche  von   ihm  ans  auf  die  Hauptlinie  gefällt  werden  kann. 

Da  die  Annahme  von  /i,  /  und  /|  das  Nullsystem  bestimmt,  und  da  diese 
Geraden  nur  der  Bedingung  unterliegen,  dass  /  senkrecht  ist  zu  n,  und  ti 
senkrecht  ist  zur  Linie  der  kürzesten  Entfernung  von  i  und  n  in  dem  Punkte, 
wo  diese  Linie  n  schneidet,  so  erkennt  man,  dass  jede  auf  einem  Rotations* 
cylinder  liegende  Schraubenlinie  durch  Strahlen  eines  linearen  Complexes 
oder  Nullsystems  erseugt  werden  kann,  weswegen  der  soeben  aus- 
gesprochene Satz  von  jeder  einem  Rotationscylinder  auf- 
geschriebenen Schraubenlinie  gilt. 

Denken  wir  uns  eine  solche  Schraubenlinie  nebst  dem  mit  ihr  zugleich 
bestimmten  Nullsystem.  Eine  Ebene  n  schneide  die  Schraubenlinie,  und  in 
den  Schnittpunkten  werden  die  Schwingungsebenen  derselben  construirt, 
welche  in  dem  Nullsystem  nach  dem  soeben  Bewiesenen  zugleich  die  Polar- 
ebenen  jener  Schnittpunkte  sind,  also  sich  in  dem  Pole  der  Ebene  n^  der 
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auf  ihr  selbst  Hegt,  schneiden  müssen»  Hierin  liegt  der  schöne  Sats,  wel- 
chen Uerr  Heye  entdeckt  und  im  15»  Bande  dieser  Zeitschrift  mitgetheili 
hat.  Zugleich  bew&hren  sich  die  von  demselben  Herrn  a.  %  0.  ans- 
gesprocheuen  Worte:  „Synthetisch  und  ohne  alle  Rechnung  lüsst  sich  der 
obige  Satz  leicht  aus  Nr.  18  meiner  „  „Lehrsätze  Über  • . .  den  linearen 
Strahlcncomplex"  **  (im  Jonrnal  für  die  reine  nnd  angewandte  Mathematik, 
Bd.  0»)  hbleiteu.'« 

32.  Kehren  wir  noch  einmal  zurück  zur  Betrachtung  der  Geraden  i 
und  <|  (SO).  Wenn  die^ Gerade  /  parallel  mit  sich  selbst  in  einer  za  n  senk- 
rechten Ebene  verschoben  wird ,  so  dass  sie  einen  Parallelstrahlenbttschel 
beschreibt,  so  muss  /]  einen  zu  demselben  projectivischen  Strahlenbüschel 
beschreiben,  dessen  Mittelpunkt  auf  n  liegt  in  dem  Punkte,  den  wir  oben  A^ 
nannten  (Fig.  1  und  2). 

Flg.  1.  Fig.  2. 


ßi 


i 


Von  At  aus  fKllen  wir  eine  Senkrechte  auf  sftmpitliche  Strahlen  i  des 
Parallelstrahlenbüschels,  dann  ist  das  gerade  Gebilde,  dessen  Träger  diese 
Senkrechte  ist,  projectivisch  zum  Büschel  A^  der  Geraden  /,.  Dem  Punkte 
Ji  entspricht  der  Strahl  a,  welcher  senkrecht  ist  zu  n ;  dem  unendlich  fernen 
Punkte  iV,  entspricht  n.  Zwei  beliebigen  Punkten  ff,,  C,  mögen  die  Strahlen 
6,  c  entsprechen.   Die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  liefert 

Aißi        BiNf        sin  {ab)    sin{bn) 


Es  ist  aber 


SS  1 ,  mithin : 


sin(ac)  *  sinken)' 


oder 


T-JT    "7  >,       stnCcn)  8m{bn)      ^      /     \    ,      /in 
Ai ßi  :A^Ci=   .  ;     ; :  -^7-^  =  iong{cn)  :  tang{bn) 
'    '      Stn{ac)  8tn{ab) 


Ai  Bx .  tang(bn)  =  At  C,  iang{cn). 

Ist  /  irgend  ein  Strahl  des  Nullsystems  (linearen  Strahlencomplexes), 
welcher  n  nicht  schneidet,  so  constrniren  wir  die  Linie  der  kürzesten  Ent- 
fernung von  /  und  n.    Diese  Linie  schneide  /  in  T  und  n  in  At,    Senkrecht 

zu  n  und  Ag  T  ziehen  wir  durch  T  die  Gerade  /,  dann  muss  derselben  die 
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dareb  J^  parallel  zu  I  gezogene  Oerade  /|  entsprechen.  Dreht  sich  /  am  n^ 
ohne  seine  Entfernung  ron  Ihr  und  seinen  Winkel  mit  ihr  zu  Xndern,  so 
bewegt  sich  /  als  Tangente  um  einen  Kreis,  und  i^  beschreiht  einen  Rota- 
tionskegel ,  dessen  Strahlen  mit  n  donseihen  Winkel  hilden  wie  /.  Nennen 
wir  a  die  kfirzeste  Bntfernung  von  /  und  n,  und  a  den  Winkel,  welchen  /  mit 
n  bildet,  so  geht  mit  Rücksicht  auf  dasNftchstvorhergebende  der  Satz  hervor: 

FQr  alle  Strahlen  des  linearen  Strahlencomplexes  ist 
das  Product  a.tanga  unveränderlich  (a.  a.  O.).     Und  : 

Ist  die  Hauptlinie  eines  linearen  Strahlencomplexes  und 
die  Oonstante,  welcher  a  . //iit^a  gleich  ist, -gegehen,  so  istder 
Strahlencomplex  vollkommen  bestimmt  (a.a.O.)* 

Ist  h  die  Ganghöhe  einer  Schraubenlinie,  a  der  Winkel,  den  ihre  Tan- 
gente mit  der  Axe  des  Schraubencylinders  bildet ,  und  a  der  Radius  dieses 

CyliiiderSy  so  besteht  die  Gleichung  k  = •    Setzen  wir  die  das  Null- 
lau^  a 

System  bestimmende  Constante  =3  2c,    so    haben   wir  nach  dem  Obigen 
die  Relation  a  .ianga^=2c.    Durch  Elimination  von  a  folgt  h=a —    oder 

c=-7-  ,  d.  h.; 
h 

FQr  alle  in  einen  Nnllsystem  enthaltenen  Schrauben- 
linien iat  der  Quotient  ans  dem  Querechnitt  des  Schrauben- 
cylinders  und  der  Höhe  des  Schraubenganges  constant  (vgl. 
Reye,  diese  Zeitschrift,  Bd.  15). 

Drehen  wir  das  Nullsystem  um  die  Hauptlinie  oder  verschieben  wir  es 
in  der  Richtung  der  Hauptlinie  oder  thun  wir  Beides  zugleich ,  so  wird  ein 
Strahl  /  um  den  ihm  zukommenden  Rotationscylinder  entweder  sich  drehen 
oder  an  ihm  entlang  gleiten  oder  Beides  zugleich  thun,  auf  jeden  Fall  aber 
die  Lage  eines  andern  Strahles  des  ursprünglichen  Nnllsystems  annehmen, 
so  dass  also  die  beschriebene  Bewegung  das  Nullsystem  nur 
in  sich  selbst  übergeben  lässt  (Reye,  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  M., 
Band  fHO), 

33.  Ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  liege  gegeben 
vor.  Einem  Punkte  S,  der  auf  dem  Strahl  s  desselben  liegt,  weisen  wir  eine 
durch  8  gehende  Ebene  tf,  als  entsprechende  zu,  so  ist  dadurch,  wie  oben 
(20)  bewiesen,  jeder  Ebene  des  Raumes  ein  in  derselben  liegender  Punkt 
zugeordnet  und  ein  linearer  Strahlencomplex  bestimmt,  zu  dessen  Strahlen 
sämmtliche  Strahlen  des  Strahtensystems  gehören.  Der  unendlich  fernen 
Ebene  entspreche  der  Punkt  ü.  Legen  wir  eine  Ebene  senkrecht  zur  Rieh» 
tung  der  Geraden,  welche  den  Punkt  U  im  Unendlichen  enthalten,  so 
schneidet  dieselbe  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  eine  Oerade  ft,  aus, 
deren  entsprechende  in  dem  Nnllsystem,  welches  durch  den  linearen  Com- 
plex  mit  gegeben  ist,  die  sogenannte  Hauptlinie  n  desComplexes  ist  und 
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senkrecht  steht  auf  allen  Strahlen  des  Strahlensyntems ,  welche  sie  schnei- 
den. Denn  diese  Strahlen  sind  ja  auch  Strahlen  des  Complexes,  und  alle 
Strahlen  desselben,  welche  die  Uauptlinie  schneiden,  stehen  auf  derselben 
seakrecht. 

Lassen  wir  nunmehr  den  Punkt  S  das  gerade  Gebilde  s  durchlaufen, 
halten  aber  die  Ebene  Ot  f^Bt^  so  wird  8uch  ü  ein  unendlich  fernes  gerades 
Gebilde  u  beschreiben,  dessen  Träger  der  einzige  im  Unendlichen  gelegene 
Strahl  des  Strahlensystems  ist.  Die  Gerade  n  wird  sich  parallel  zu  den 
Ebenen  bewegen,  welche  die  Gerade  u  enthalten,  und  nacheinander  alle 
Punkte  des  geraden  Gebildes  u  projiciren.  Insofern  jede  Gerade  n^  in  einer 
Ebene  liegt,  welche  senkrecht  ist  zu  der  zugehörigen  n,  werden  s&mwtliche 
Geraden  n,  von  einem  Ebenenbüschel  erster  Ordnung  projicirt  werden, 
dessen  Axe-  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  gerjchtet  ist,  welchen  alle 
Geraden  n^  gemein  haben.  Durch  diesen  Punkt  geht  ein  vollkommen  be- 
stimmter Strahl  V  des  Strahlensystems,  welcher,  da  er  alle  »,  schneidet,  auch 
alle  n  schneiden  muss.  Die  Richtung  von  v  ist  allen  den  Ebenen  gemein, 
welche  auf  den  llauptlinien  n  senkrecht  stehen,  daher  schneidet  v 
sämmtliche  FTanptlinien  senkrecht. 

Greifen  wir  eine  beliebige  Hauptlinie  n  heraus  und  legen  durch  die- 
selbe eine  Ebene  v  senkrecht  zu  dem  Strahle  v.  Die  unendlich  ferne  Ebene 
und  V  werden  durch  das  Strahlensystem  collinear  aufeinander  bezogen ,  so 
dass  jeder  Geraden,  welche-dem  Büschel  der  Geraden  n^  angehört,  ein  Leit- 
strahl der  Regelschaar  entspricht,  deren  Strahlen  n^  schneiden.  Der  Büschel 
dieser  Leitstrahlen  hat  den  Punkt  v\,  welchen  wir  iV-nennen  wollen,  zuäi 
Mittelpunkt.  Bezeichnen  wir  noch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  v  mit  iV|, 
so  können  wir  kurz  sagen:  Die  Strahlenbüschel  iV  und  iV,  sind  projectivisch 
in  Ansehung  der  Strahlen,  welche  Leitstrahlen  derselben  Regelschaar  des 
Strahlensystems  sind.  Seien  n\  und  n  irgend  ein  Paar  entsprechender 
Strahlen  dieser  Büschel..  Weisen  wir  jeder  Geraden  fi\  die  Ebene  von  v  zu, 
welche  auf  der  n\  projicirenden  Ebene  von  v  senkrecht  steht,  so  erhalten 
wir  einen  Ebenenbüschel,  welcher  auf  der  Ebene  v  einen  zum  Strahlen- 
büschel yi|,  also  auch  zum  Strahlenbüschel  N  projectivischen  Strahlen- 
büschel  ausschneidet.  Dieser  ist  mit  iV  concentrisch;  den  Strahl,  welcher 
dem  Strahle  n  von  N  entspricht,  wollen  wir  m  nennen  und  mit  M  den  Mit- 
telpunkt des  Büschels  bezeichnen,  so  dass  also  M  und  N  räumlich  denselben 
Punkt  bezeichnen.  Erinnern  wir  uns,  dass  der  Strahl  n  des  Strahlen- 
büscbels  N  eine  der  Hauptlinien  ist  und  senkrecht  steht  auf  der  Ebene, 
welche  den  ihm  entsprechenden  Strahl  »|  von  JV,  projicirt.  Also  fällt  n  mit 
dem  entsprechenden  Strahl  m  des  Büschels  M  zusammen.  Haben  aber  zwei 
in  derselben  Ebene  befindliche  concentrische  Strahlenbüscliel,  welche  pro- 
jectivisch ^ind,  so  wie  M  und  iV,  einen  Strahl  fn{n)  entsprechend  gemein,  so 
müssen  sie  noch  einen  zweiten  m^{n9)  entsprechend  gemein  haben.  Nun 
aber  ist  n^  ein  Leitstrahl  der  Regelschaar,  deren  Strahlen  n,®  achneiden,  und 
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zugleich  (als  m°)  senkrecht  auf  der  Ebene,  welche  n|°  projicirt;  mithin  ist 
ff*  eine  Hanptlinie,  nnd  wir  erkennen,  dass  eine  Ebene,  welche 
senkrecht  zn  v  ist  und  eine  Hauptlinie  enthält,  noch  eine 
sveite  solche  enthalten  muss,  oder,  mit  anderen  Worten:  dass 
die  Hanptlinien  sich  paarweise  schneiden. 

Hat  ein  Strahlensystem  eine  seiner  Axen  im  Unendlichen ,  nnd  denkt 
mtn  eine  Gerade  n  senkrecht  zn  den  parallelen  Ebenen,  welche  durch  diese 
Axe  gehen,  so  erzeugt  n  als  Leitstrahl  eine  Regelschaar,  deren  Strahlen 
hervorgehen,  indem  man  in  jeder  der  erwähnten  parallelen  Ebenen  die 
Paukte  verbindet,  welche  von  »und  der  Axe  im  Endlichen  ansgescbnitten 
werden.  Da  n  senkrecht  steht  auf  den  Strahlen  dieser  Regelschaar,  so  ist 
sie  eine  Hauptlinie.  Fassen  wir  das  Vorstehende  mit  Herrn  Reje's  Wor- 
ten (a.  a.  O.)  zusammen. 

Z^u  einem  Strahlensystem  S  erster  O.rdnun/^  nnd  erster 
Cltsse  können  unendlich  viele  Hauptlinien  construift  wer- 
den, d.  h.  Gerade,  welche  auf  allen  sie  schneidenden  Strahlen 
von  S  senkrecht  stehen.  Jede  derselben  ist  die  Uauptlinie 
eines  durch  S  gehenden  linearen  Complexes,  und  ihr  Abstand 
von  einem  beliebigen  Strahle  5  des  Systems,  mnltiplicirtmit 
der  Tangente  ihres  mit  s  gebildeten  Neigungswinkels,  ist 
eonstant  (32).  Diese  Hauptlinien  schneiden  sich  paarweise 
und  werden  sämmtlich  von  einem  bestimmten  Strahle  des 
Systems  S  rechtwinklig  geschnitten.  Jedoch  in  dem  beson- 
dern Falle,  in  welchem  das  System  eine  unendlich  ferne 
Axe  u  hat,  ist  jede  Gerade,  welche  auf  den  durch  u  gehen-  ' 
den  Ebenen  senkrecht  steht,  eine  Hanptlinie  von  S, 

34.  Die  Hauptlinien  n  sind  offenbar  die  Erzeugenden  einer  Fläche, 
deren  Ordnung  wir  ermitteln  wollen.  Untersuchen  wir  zu  diesem  Zwecke, 
wieviele  der  Geraden  n  von  einer  vollkommen  beliebigen  Geraden  g  des 
Ranmea  getroffen  werden  können,  denn  in  ebenso  vielen  Punkfeu  wird  g 
die  von  den  Hauptlinien  erzeugte  Fläche  schneiden.  In -jedem  der  Null- 
systeme (linearen  Strahlencomplexe) ,  welchen  das  gegebene  Strahlen- 
system erster  Ordnung  und  erster  Classe  angehört,  entspricht  der  als  fest 
gedachten  Goraden  g  eine  bestimmte  Gerade  ^i,  welche,  wenn  g  die  Haupt- 
linie n  des  Nullsystems  schneidet,  die  der  letzteren  entsprechende  Gerade 
fi,  im  Unendlichen  schneiden  muss.  Suchen  wir  also  die  sämmtlichen  einer 
festen  Geraden  g  in  allen  Nnllsystemen ,  die  das  gegebene  Strahlensystem 
enthalten,  entsprechenden  Geraden  g^  nnd  ermitteln,  wie  oft  es  vorkommt, 
dass  eine  der  letzteren  die  demselben  Nullsystem  angehörige  Gerade  n, 
schneidet,  nnd  wir  werden  die  Ordnungszahl  der  Fläche  der  Hauptlinien 
erhalten.  In  Nr.  24  aber  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Geraden  gt  eine  Regel- 
schaar erfüllen,  welche  projectivisch  ist  zu  dem  Ebenenbtischel,  welchen  die 
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'  «/'«/«^w*«.  '^•-.   w  w"^  w^>"^"^  ^~w^^^«^ 


Polarebene  eines  festen  Panktes  beschreibt,  also  auch  projectivisch  zu  dem 
geraden  Gebilde  u,  welches  der  Pol  V  der  Ebene  im  Unendlichen  durch- 
läuft. Zu  dem  geraden  Gebilde  u  ist,  wie  wir  wissen,  projectivisch  der 
Büschel  der  Geraden  fft,  also  ist  zu  allerletzt  die  Regelschaar  der  Geraden 
9\  projectivisch  zu  dem  Büschel  der  Geraden  »,.  Wenn  nun  die  feste  Ge- 
rade g  —  von  der  die  Strahlen  des  Strahlensjstems  auslaufen ,  welche  die 
Regelschaar  bilden,  deren  Leitschaar  die  Schaar  der  Geraden  g^  ist  —  den 
Strahl  u  im  Unendlichen  nicht  schneidet,  so  wird  die  Regelschaar  der  Ge- 
raden gx  die  Ebene  im  Unendlichen  in  einer  zum  Büschel  der  Geraden  »i 
projecti vischen  Curve  zweiter  Ordnung  schneiden,  von  welcher  nach  einem 
bekannten  Satze  höchstens  drei,  mindestens  aber  ein  Punkt  auf  den  ent- 
sprechenden Strahlen  des  Büschels  n^  liegen.  Schneidet  g  die  Gerade  ti,  so 
fällt  ein  Strahl  der  Regelschaar  ^,  ganz  in  die  unendlich  ferne  Ebene, 
während  die  übrigen  Strahlen  nar  ihren  auf  u  gelegenen  Punkt  mit  dieser 
Ebene  gemein  haben.  Auch  in  diesem  Falle  erkennt  mau  sofort,  dass  höch- 
stens drei,  mindestens  aber  ein  Strahl  der  Regelschaar  ^,  die  entsprechen- 
den Geraden  ir,  treffen.  Die  von  den  Ilauptlinien  n  erzeugte 
Fl&che  ist  also  toq  der  dritten  Ordnung.  Leicht  wird  noch 
erkaqnt,  dass  diese  Fläche  in  dem  Strahle  v  sich  selbst  schnei- 
det und  die  Gerade  u  im  Unendlichen  ganz  enthält 

35.  Denken  wir  uns  irgend  eine  Regelschaar  und  con^trairen  zu  zwei 
beliebigen  Strahlen  /  und  m  derselben  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  n. 
Ein  beliebiger  dritter  Strahl  der  Schaar  sei  p.  Dann  bestimmen  n  als 
Hauptlinie  und  p  als  Strahl  ein  Nullsystem,  welchem  auch  /  und  m  als 
Strahlen  angehören,  da  sie  senkrecht  stehen  auf  n.  Aber  diesem  Nullsjstem 
gehören  alle  Strahlen  der  Regelschaar  als  Strahlen  an.  Denn  ziehen  wir 
eine  Gerade  ^,  welche  /,  m,  p  schneidet,  so  muss  die  derselben  im  Null- 
systero  zugeordnete  Gerade  ^,  auch  /,  m,  p  schneiden.  Nun  aber  schneiden 
alle  Strahlen  der  Regelschaar  sowohl  g  als  ^, ,  weswegen  sie  Strahlen  des 
Nnllsystems  sind,  da  alle  Gerade,  welche  zwei  zugeordnete  Gerade  des  Null- 
systems schneiden,  Strahlen  desKelben  sind.  Sind  demnach  a  und  a,  die 
Abstände  von  irgend  zwei  Strahlen  der  Regelschaar  von  n  und  er,  er,  die 
Winkel,  welche  sie  mit  n  bilden,  so  ist  nach  dem  Früheren  (32): 

a .  lang  a=^a^.  fang  «i  =  eonsL 

Durch  das  Nullsystem  werden  die  Strahlen  der  Leitschaar  der  Regel- 
schaar involutorisch  gepaart.  Die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  zwischen 
n  und  irgend  einem  Strahle  der  Leitschaar  muss  daher  den  zugeordneten 
Strahl  der  Leitschaar  rechtwinklig  schneiden,  so  dass  die  Strahlen 
der  Leitschaar  paarweise  mit  n  auf  gleichseitigen  Parabo- 
loiden  liegen  (a.  a.  O.). 


vm. 

UelNir  die  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlen  einer 

Zahl  von  Beobachtungen. 


Von 

R.  A.  Mees, 

Professor  der  Physik  an  der  Universität  Groningen. 


Wir  bekannt  ist,  kann  man  bei  der  Berechnung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  einer  Reihe  von  Beobachtungen  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  ihn  ableiten  aus  der  Summe  irgend  einer  Potenz  der  begangenen 
Fehler.  Nur  in  diesem  Falle  bekommt  man  aber  auf  diese  Weise  den 
genauen  Werth,  wenn  die  Anzahl  der  Beobachtungen  sehr  gross,  eigentlich 
unendlicb  gross  ist,  weil  dann  die  Fehler  verschiedener  Grösse  gerade  in 
der  Weise  vorkommen ,  wie  bei  der  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  vorausgesetzt  wird«  In  diesem  Falle  ist  es  hinsichtlich  der  Oe- 
nauigkeit  des  berechneten  Werthes  des  wahrscheinlichen  Fehlers  ganz 
gleichgiltig,  welche  Potenz  der  begangenen  Fehler  bei  der  Berechnung 
benutzt  wird. 

Im  Allgemeinen  giebt  diese  Methode  nicht  mehr  den  genauen  Werth, 
sondern  nur  einen  Näherungswerth,  wenn  die  Zahl  der  Beobachtungen  eine 
endliche  ist,  und  verdient  der  Werth,  den  man  alsdann  bekommt,  desto 
weniger  Zutrauen,  je  kleiner  jene  Zahl  ist.  Gauss  hat  gezeigt,*  dass  man 
in  diesem  Falle  nicht  durch  jede  Potenz  der  begangenen  Fehler  den  glei- 
eben  Grad  der  Annäherung  bei  der  Berechnung  erreicht,  und  dass  der 
wahrscheinliche  Fehler  sich  dann  am  Vortheilhaftesten  aus  den  Quadraten 
der  Fehler  finden  lässt.  Dieser  Beweis  findet  sich  auch  bei  Encke** 
und   in  mehreren  anderen  Werken   über  diesen   Gegenstand,   u.  A.   bei 


*  Zeitschrift  für  Astronomie,  von  B.  v.  Linde n au  und  J.  Q.  F.  B oh nenb er- 
ger, 1.  Band,  Heft  für  März  und  April  1816;  oder  Qauss'  Werke,  4.  Band,  8.  1 13 
bis  116. 

**  Berliner  Astronomisehes  Jahrbuch  für  1834,  8.  289—204. 
SdtKltfltt  t  MathMiallk  u.  Pbyiik,  XX,  3.  10 
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Sa  witsch*.  Das  Werk  des  Letzteren  benntze  ich  als  Leitfaden  bei  meinen 
Vorlesungen  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  an  der  hiesigen  Uni- 
versität. Jedesmal,  wenn  ich  diesen  Gauss'schen  Beweis  vortrug,  wurde 
meine  Aufmerksamkeit  auf  etwas  Fehlerhaftes  gelenkt,  das  dem  Beweise 
anhaftet,  und  schon  vor  längerer  Zeit  theilte  ich  meinen  Zuhörern  den 
schwachen  Punkt  mit,  den  ich  darin  zu  entdecken  meinte. 

Die  Beweisführung  von  Oauss  ist  nämlich  die  folgende.  Bei  der  Be- 
rechnung des  wahrscheinlichen  Fehlers  aus  dem  mittleren  Werthe  der  m^^^ 
Potenzen  der  begangenen  Fehler  einer  endlichen  Zahl  von  Beobachtungen 
setzt  man  in  der  Formel  diesen  mittleren  Werth  statt  desjenigen,  welehen 
man  erhalten  hätte,  wenn  die  Fehler  gerade  in  der  Weise  vorgekommen 
waren,  wie  es  die  Wahrscheinlichkeitsfunction  für  die  Fehler  verschiedener 
Orösse  voraussetzt.  Daher  begeht  man  einen  Fehler  in  jenem  mittleren 
Werthe  der  m^^"  Potenzen;  Gauss  ancht  den  mittleren  Werth  des  Quadra- 
tes dieses  Fehlers  und  berechnet  aus  diesem  den  wahrscheinlichen  Fehler 
des  arithmetischen  Mittels  aus  den  m^^^  Potenzen.  Aus  diesem  findet  er 
sodann  den  wahrscheinlichen  Fehler  des  wahrscheinlichen  Fehlers  der  Be- 
obachtungen für  den  Fall,  dass  dieser  aus  den  m^^^  Potenzen  berechnet  ist. 
Er  kommt  auf  diese  Weise  zum  Schlüsse ,  dass  der  berechnete  Werth  des 
wahrscheinlichen  Fehlers  der  Beobachtungen  den  kleinsten  wahrschein- 
lichen Fehler  hat,  wenn  man  ihn  aus  den  Fehlerquadraten  ableitet.  Würde 
man  einen  gleich  zuverlässigen  Werth  des  wahrscheinlichen  Fehlers  aus 
den  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten,  fünften,  sechsten  Potenzen  der  Fehler 
ableiten  wollen,  dann  braucht  man  dazu  nach  der  Gauss* sehen  Rechnung 
resp.  114, 100, 109, 133, 178,  251  Beobachtungen.  Die  zweiten  Potenzen  liefern 
daher  den  zuverlässigsten  Werth. 

Dieser  Schlnss  ist,  wie  es  mir  scheint,  nicht  durch  das  Vorhergehende 
gerechtfertigt.  Weshalb  muss  bei  der  Berechnung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers,  der  in  dem  theoretischen  Mittel  aus  den  m^®"  Potenzen  der  Fehler 
zu  erwarten  ist,  wenn  man  statt  dessen  das  Mittel  nimmt  aus  den  m^*"  Potenzen 
der  Fehler  einer  endlichen  Zahl  von  Beobachtungen,  gerade  die  Formel  be- 
nutzt werden,  welche  diesen  Fehler  ans  dem  mittleren  Werthe  der  zweiten 
Potenzen  ableitet?  Wenn  dies  gethan  wird,  setzt  man  dann  nicht  wesentlich 
a  priori  voraus,  dass  diese  Berechnungsart  des  wahrscheinlichen  Fehlers 
die  genannte  ist?  Man  könnte  mit  gleichem  Rechte  den  mittleren  Werth 
der  dritten  Potenzen  des  Fehlers  berechnen  und  aus  diesem  den  wahrschein- 
lichen Fehler  ableiten.  Sehen  wir,  zu  welchem  Schlüsse  dies  uns  führen  wird. 

Seien  //,,  ^t,  ^3,    ••  •^n  die  begangenen  Fehler  bei  n  Beobachtungen, 

5«  =  2/ ^(^)zf"  rf^  das  Mittel  aus  den   m*®"  Potenzen   der  Fehler   bei 
0 

*  A.  Sn witsch,  Die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  n.  s.  w,, 
dent<«ch  bearbeitet  von  C.  G.  Lri»,  §  19,  8.  42  —  45. 
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einer  uoendlichen  Zahl  von  Beobachtungen,  Om  =  — ~  dasselbe  für  unsere 

n 

n  Beobachtungen.  Für  eine  Summe  ähnlicher  Glieder  werden  wir  der  Be- 
quemlichkeit wegen  nur  ein  Glied  derselben  zwischen  eckigen.  Klammern 
schreiben. 

Setzt  man  am  statt  S^ »  so  wird  ein  Fehler  begangen : 

a>  =  «^m  —  5„. 
Die  dritte  Potenz  von  o>  ist 

Der  mittlere  Werth  von  ©•  oder  w'  —  denn  wir  werden  nach  einer  üblichen 
Schreibweise  den  mittleren  Werth  einer  Grösse  durch  einen  horizontalen 
Strich  über  die  Grösse  andeuten  —  ist 


Es  ist  aber 


<»  i»  =  — r~  ^^ i 

TT  TT 


[^"•]  =  nS3„, 


folglich 


:j-_'Ss«        n-l  („-i)(„-2) 


Auf  gleiche  Weise  findet  sich 


rr  rr  n  n 

und 

_    [^ 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  o'mt  <^*in  ^nd  a«  in  die  Formel  für  o)*,  so 
erhalten  wir 


«' 


—  \  ;r  w'  w'  / 


und 

8 


Möge  (»m  ^<^f  wahrscheinliche  Fehler  sein,  der  in  S^  zu  erwarten  ist, 
wenn  man  um  statt  S^  nimmt,  so  ist 

10* 
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<'.  =  «-.=  +  — «.^^-3^+2. 

wenn  für  die  Zahl  0,57719  der  Bachstabe  a  gesetzt  wird. 

Der  wahrscheinliche  Werth  von  Sm  ist  folglich  nach  einer  üblichen 
Schreibweise 

<y«  +  9m    oder   ff«,(l +~^), 
nnd  der  von  ySi^ 

oder  angenähert 

?'==('±s-£)"<'"^=('±s-|)- 

Ans  dem  bekannten  Ansdrucke  für  S„  ergiebt  sich 

Sjim  _     1.3.5.7...  (Ow—I) 

S*2m^  |1.3  5.7...(2iw  — 1)1»' 
g6mH-3_  1.2.3.4^..  (3m+l) 
S«2m  +  i"~      11.2.3^47..  mj»        '^^ 

Sim  ^  (2lll  +  l)(2ffl  +  8)...(4l»-l) 

5»2m  1. 8.5.7. ..(2III  —  1)  ' 

^4m-f2 1.3.5.7  ...  (4w  +  l)         Ä 

SWfl  {1.2.3.4... m}«     '2*-+'' 

and  folglich 

^  iS^_  1.3.5      Sj_  1.2.3.4 

Nennen  wir  r«.  den  wahrscheinlichen  Fehler  der  Beobachtungen, 
abgeleitet  aus  den  w**"  Potenzen  der  Fehler,  so  finden  wir  mittels  der 
bekannten  Beziebnng  zwischen  r^  und  S„  für  den  wahrscheinlichen  Werth 
von  r„, 

3 


r,  =  0.84535  a,    (l  +  -J-  7/2  -  |)  =0.84535  o,     (*  +  ¥7^  V^Ö,4202037)  . 
r,  =  0,67449  /^  ( 1  +    "  )  =  o,67449  J^^  (l  +  ^  ^I.OOOOOOo) , 


I  u.  s.  w. 

I 
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Mögen    n, ,  n,,  n^   die,  Zahl  der  Beobachtungen  sein,    welche   man 

braucht,  damit  der  wahrscheinliche  Fehler  bei  der  Berechnung  aus  a^ ,  Cf^  a^ 

gleich  genau  sei ,  so  erhalten  wir 

»1*  -  V  '•  »8*  =  4292 :  10000 :  22121 

oder 

•    .  »1.- »•:/}.  =  05,5: 100: 149 

nahezu.  i     »    s 

Die  Berechnung  von  r  aus  den  ersten  Potenzen  der  Fehler  ergiebt  sich 
hier  als  die  genaueste;  ein  ganz  anderes  Resultat,  als  das  frühere.  Hätten 
wir  snr  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  von  r  eine  höhere  Potenz 
von  o,  als  die  dritte,  benutzt,  so  würden  wir  wahrscheinlich  ein  wieder  ab- 
weichendes Resultat  erhalten  haben.  Welches  dieser  verschiedenen  Resul- 
tate das  richtige  ist,  lässt  sich  nicht  ohne  Hilfe  anderer  Sätze  der  Wahr- 
scheinlichkeitstheorie entscheiden,  wenn  man  nicht  einer  der  Berechnungs- 
arten  des  wahrscheinlichen  Fehlers  schon  a  priori  den  Vorzug  giebt.  Dass, 
wenn  man  der  Berechnung  aus  den  zweiten  Potenzen  den  Vorzug  gegeben 
hat,  diese  sich  auch  wesentlich  als  die  genaueste  ergiebt,  während,  wenn 
man  der  Berechnung  aus  den  dritten  Potenzen  den  Vorzug  gegeben  hat, 
nicht  diese,  sondern  die  Berechnung  aus  den  ersten  Potenzen  für  die  zuver- 
lässigste Berechnnngsart  gefunden  wird ,  möge  vielleicht  dem  Satze ,  dass 
die  Ableitun^^  aus  den  zweiten  Potenzen  die  genaueste  ist,  einen  gewissen 
Grad  von  Wahrscheinlichkeit  geben ;  bewiesen  ist  dadurch  der  Satz  nicht. 
Was  von  Sa  witsch  zum  Beweise  dieses  Satzes  angeführt  wird,  ist  min- 
destens unvollständig. 

Man  kann  aber  die  Betrachtungen  von  Sawitsch  vervollständigen, 
wenn  man  auf  andere  Weise  zeigt,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth  des 
wahrscheinlichen  Fehlers  aus  den  Fehlerquadraten  gefunden  wird.  Gauss* 
hat  für  diesen  Satz  einen  Beweis  geliefert,  welcher  auch  von  Encke** 
erwähnt  wird,  für  den  Fall,  dass  die  wirklich  begangenen  Fehler  einer 
endlichen  Zahl  von  Beobachtungen  genau  bekannt  sind.  Der  Beweis  kann 
aber  leicht  auf  den  Fall  ausgedehnt  werden,  wenn  man  nicht  die  wirklichen, 
sondern  nur  die  wahrscheinlichen  Werthe  des  Fehlers  kennt ;  in  der  Formel 
für  die  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  aus  dem  mittleren  Fehler- 
qnadrate  braucht  alsdann  statt  des  nicht  bekannten  wahren  Werthes  nur 
der  wahrscheinliche  Werth  dieses  mittleren  Fehlerquadrates  gesetzt  zu 
werden.  Gauss  dehnt  aber  seinen  Beweis  nicht  auf  diesen  Fall  aus,  obgleich 
er  auch  dafür  giltig  ist,  wie  Encke  eingesehen  zu  haben  scheint. 

Beide,  Gauss  und  Encke,  lassen  wenige  Seiten  weiter  auf  diesen 
Beweis  die  von  mir  betrachtete  Beweisführung  folgen,  dass,  wenn  nur  die 


*  /.  ciiiQaoBS*  Werke,  S.  111,  und  in  der  Zeitsohr.  f.  Astronomie  u.  s.  w. 
**  /.  ü.  S.  270— 280.    Auch  bei  Brünnow,  Lehrbuch  der  Bphärischen  Astro- 
nomie, 2.  Ausg.,  8.  ÖU,  nnd  bei  Klinkerfues,  Theoretische  Astronomie,  8.354, 
findet  sich  dieser  Beweis. 
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^^^^^^^•/^«/'W'^/  a^« 


wahrscheiolichen  Werthe  der  Fehler  bekannt  s.ind,  bei  einer  endlichen  Zahl 
Ton  Beobachtungen  der  wahrscheinliche  Fehler  sich  genaa  finden  Iftsst  aas 
der  zweiten ,  also  aus  jeder  andern  Potenz  der  Fehler.  Sie  geben  diese 
letztere  Beweisart  für  einen  ganz  selbstständigen  Beweis  und  bringen  die 
beiden  Beweise  gar  nicht  miteinander  in  Verbindung.  Dies,  glaube  ich,  ist 
unrichtig.  Der  letztere  Beweis  von  Gauss  ist  kein  Beweis,  der  erstere 
wohl.  Hat  man  aber  vorher  auf  die  erstere  Weise  bewiesen,  dass  der 
wahrscheinliche  Werth  des  wahrscheinlichen  Fehlers  der  ist,  welcher  aas 
den  Fehlerquadraten  abgeleitet  wird,  und  wird  alsdann  gefunden,  dass, 
wenn  man  zur  Beurtheilung  der  Genauigkeit  der  Summe  der  m^*^  Fehler- 
potenzen den  mittleren  Werth  der  zweiten  Potenz  des  Fehlers  dieser  Summe 
benutzt,  derjenige  Werth  des  wahrscheinlichen  Fehlers  der  Beobachtungen 
sich  als  der  genaueste  ergiebt ,  welcher  aus  den  Fehlerquadraten  abgeleitet 
ist,  so  ist  diese  letztere  Beweisführung  kein  neuer  Beweis  des  Satzes,  son- 
dern nur  eine  Bestätigung  desselben ;  denn  in  der  zweiten  Beweisführung 
benutzt  man  den  durch  die  erstere  schon  bewiesenen  Satz.  Nur  als  Be- 
stätigung der  Richtigkeit  des  Satzes  hat  diese  letztere  Betrachtung  Werth; 
aber  sie  für  einen  selbstständigen  Beweis  anzugeben ,  ist  nicht  erlaubt. 

Auch  in  einem  Buche  von  Helmert^,  das  mir  vor  Kurzem  zu  Gesicht 
kam,  findet  sich  derselbe  Fehler,  wie  bei  Sa  witsch.  Auch  Helmert 
beweist  auf  die  zweite  Gauss 'sehe  Art,  dass  der  wahrscheinliche  Fehler 
sich  genauer  berechnen  lässt  aus  den  zweiten,  als  aus  den  ersten  Potenzen 
der  Fehler;  die  höheren  Potenzen  werden  nicht  von  ihm  behandelt  und  er 
spricht  über  die  Berechnung  aus  diesen  nur  im  Vorbeigehen.  Es  scheint 
aber,  dass  Helmert  selbst  die  Beweisführung  nicht  ganz  gefällt,  denn  in 
einer  Note  auf  S.  26  sagt  er:  „Wir  können  hier  nicht  unerwähnt  lassen,  dass 
eine  strengere  Untersuchung  erst  feststellen  müsste,  ob  man  die  Genauig- 
keit der  Berechnung  von  ^  und  f***  nach  den  mittleren  Fehlern  (IS)  be- 
artheilen  darf.  Denn  die  Fehler  in  Sm  befolgen,  wie  (4*)  zeigt,  offenbar  ein 
Gesetz ,  welches  von  der  in  S  3 , 1  angenommenen  Form  des  Fehlergesetses 
abweicht,  so  dass  (8)  und  (9)  jenes  Paragraphen  nicht  unmittelbar  auf  den 
jetzt  vorliegenden  Fall  übertragen  werden  dürfen.  Eine  genauere  Unter- 
suchung, die  nicht  einfach  ausflillt,  würde  uns  zu  weit  führen.*' 

Obgleich  Helmert  zu  einem  ähnlichen  Schlüsse  kommt,  wie  ich, 
glaube  ich  jedoch,  dass  dem  Grunde,  weshalb  Helmert  an  der  Giltigkeit 
des  Gau8s*schen  Beweises  zweifelt,  soweit  sich  dieser  aus  der  angeführten 
Note  schliessen  lässt,  nicht  von  mir  beigestimmt  werden  kann.    Der  Aus- 


*  F.  R.  Helmert,  Die  Ausgleiobungsrechnong  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  8.21  — 26. 

^*  d'  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  absolnten  Fehlerwerthen,  /»*  dasjenige 
aus  den  Fehlerquadraten. 
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druck  (4*),  woyon  bei  Helmert  die  Rede  iät,  wird  von  ihm  auf  die  folgende 
Weise  abgeleitet.  Setat  man  für  Sm  das  aritbmetiscbe  Mittel  ans  den  m^^'^ 
Potenaen  der  Fehler  oder  Cmt  so  bogeht  man  einen  Fehler  in  Smi  dessen 
Quadrat  ist 

Jedes  J  kann  alle  Worthe  annehmen  zwischen  Null  und  dem  grösstmög- 
licheu  Werthe  eines  Fehlers,  den  Helmert  mit  a  bezeichnet.  Das  Fehler- 
quadrat von  Stn  schwankt  daher  zwischen 

{a^-S„,y  und  S«„, 

welche  Grenzfalle  eintreten  für 

z^j  =  ^j  = . . .  =  a ,  resp»  ^i  =  ^j  = . . .  =  0. 

Dies  ist  der  Ausdruck  (4*),  worauf  Helmert  verweist,  und  auf  diesen 
basirt  er  den  in  der  Note  angeführten,  nach  meiner  Meinung  irrigen  Schluss. 
Wie  kommt  er  zu  jenem  Schlüsse?  Das  ist  mir  unbekannt.  Dieser  Ausdruck 
(4*)  zeigt  gar  nicht  offenbar  an,  dass  die  Vertheilnng  der  Fehler  in  S^  noth- 
wendig  eine  andere  sein  muss,  als  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  an- 
genommen wird.  Um  meine  Meinung  zu  begründen,  werde  ich  aber  vorher 
den  Ausdruck  (4*)  in  besserer  Form  schreiben.  Die  Form  dieses  Aus- 
druckes, wie  sie  von  Helmert  gegeben  wird.,  ist  nämlich  verkehrt  und 
könnte  den  Leser  leicht  irre  führen.  Durch  sie  sollte  man  meinen  können, 
dass  eiu'Werth  des  Fehlerquadrats  gleich  Null  nicht  vorkommen  könnte, 
denn  der  Werth  Null  liegt  ausserhalb  der  angegebenen  Grenzen ;  und  wäre 
dies  der  Fall,  so  würden  wesentlich  die  Fehler  in  5^  ein  ganz  anderes 
Gesetz  befolgen,  als  in  der  Wahrscheinlichkeitsrccnn ung  für  das  Vorkom- 
ineu  der  Fehler  angenommen  wird ;  denn  nach  diesem  Gesetze  ist  gerade 
der  Fehler  Null  derjenige,  dessen  Wahrscheinlichkeit  den  grössten  Werth  hat. 
Die  Grenzen  für  das  Fehler quadrat  von  S^  sind  aber  nicht  die  von 
Helmert  angegebenen,  sondern  diese: 

(a™— 5„,)*  und  0, 

welche  Grenzfalle  eintreten  für 

jJi  ==  zi,  = . . ,  =  o ,  resp. =  6in- 

Und  von  allen  diesen  Fällen,  die  in  S^  vorkommen  können,  hat  der 
kleinste  oder  Null  die  grösste,'  der  grösste  oder  (a"*  —  5,„)'  die  kleinste 
Wahrscheinlichkeit,  in  völliger  Üebereinstimmung  mit  dem,  was  bei  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  für  die  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  ver- 

schiedener  Grösse  vorausgesetzt  wird.     Denn  derjenige  Werth  von  - — - 

hat  die  grösste  Wahrscheinlichkeit,  wobei  die  Fehler  J  das  in  der  Wahr- 
sebeinlichkeitatheorie  angenommene  Gesetz  befolgen,  folglich  der  Werth  S^ 


152 


üeber  die  Berechniing  etc.   Von  Prof.  R.  A.  Mbes. 


indem  derjenige  Werth  yon  ^^-^  die  kleinste  Wahrscheinlichkeit  hat,  wobei 


n 


alle  begangenen  Fehler  J  gerade  den  grdsstmöglichen  Werth  a  besitaen, 
folglich  a"*. 

Wäre  H  e  1  m  e  r  t  *  8  Schlnss  richtig ,  so  würde  die  a weite  Gauss'  sehe 
Beweisführung  nicht  einmal  für  eine  Bestätigung  des  durch  Gauss'  ersten 
Beweis  gefundenen  Satzes  angesehen  werden  können,  indem  dies  wohl 
geschehen  darf,  wenn  die  Fehler  in  5«  das  in  der  Wahrscheinlichkeitstheorie 
angenommene  Gesetz  befolgen.  Dass  dies  Letztere  nicht  der  Fall  ist,  folgt 
aber  gar  nicht  offenbar  aus  dem  Ausdrucke  (4*)  von  Helmert,  wie  ich  zu 
zeigen  yersucht  habe. 


"f  -- 
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JY.   Zur  Theorie  des  KegelsehnittbliBcheLi. 

Bei  der  gleichzeitigen  Betrachtang  von  zwei  ternftren  quadratischen 
Formen  wird  man  anf  einige  Combinanten  geführt,  ttber  deren  geometri»cbe 
Bedeatung  and  gegenseitigen  Znsammenhang  die  folgende  Note  handelt. 

§  1.     Definitionen. 

Die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  seien,  in  üebereinstimmung  mit 
der  von  Salmon-Fiedler  angewandten  Bezeicbnangsweise*,  dargestellt 
durch 

S  =a'iia:|*  +  2a  «a:,  a:,  + . . .  +  a  „ar,*  =  0. 
Die  Determinante  von  xS  +  XS'  setzen  wir 

=  C(xA)  =  C 
and 

Bedeuten  femer  Jik  and  J'ik  die  Coefficienten  von  aa  und  a'ik  iQ  den 
Determinanten  J  und  ^',  so  nehmen  wir  an 

-S'«  ^n  «,'  +  2^.1  ii  I«  +  . . .  +  ^  «&•, 
^  =  {a„  a  „  +  a„a'„  —  2  «„a',,)  §,• 

+  2  (^laa II  +  «u«  Ji  —  «ij «M  —  «M«  n)  SiSt  +  •   ■ » 
F  =  (-^tt  -^  «•  +  -^w  ^  ti  —  2^,j  if  ,j)  0?! 


*  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte,  nach  Salmon  frei  bearbeitet  von 
Fiedler.   8.  Aufl.    1873. 
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§2.  Beätimmuiig  der  sechs  Kegelschnitte,  für  welche  die 
vier  Gruudpankte    ein   gogebenes  Doppelverhaltniss  bilden. 

Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  einer  bestimmten  Curve  x5+A5'=0 
des  durch  die  Basen  S  und  S'  erzeugten  Kegelschnittbüschels  nach  den  vier 
Grundpnnkten  Strahlen,  so  werden  diese  letzteren  ein  gewisses  Doppelver- 
haltniss bilden ,   das  sogenannte  DoppelverhÜltniss  der  vier  Grundpunkte 

für  den  Kegelschnitt  x^  +  AS'sO.     Welche  Bedingung  muss  --  erfüllen, 

damit  dasselbe  einer  gegebenen  Zahl  s  gleich  werde?  Lässt  man  den  will- 
kürlich wählbaren  Punkt  auf  x5  +  ^^'^  mit  einem  der  Grundpunkte  zusam- 
menfallen, so  bestehen  die  vier  zu  betrachtenden  Strahlen  aus  der  Tangente 
von  %S'\'l,S'  in  diesem  Grundpunkte  und  aus  den  drei  durch  denselben 
gehenden  Geraden  des  Kegelschnittbüschels.  Die  Zahl  i  muss  also  iden- 
tisch werden  mit  dem.  Doppolverh&ltniss  der  vier  Wureeln,  welche  die  in 

~  biquadratische  Gleichung 

besitzt.  Da  dieses  Doppelverhaltniss  durch  eine  lineare  Transformation 
nicht  geändert  wird,  so  kann  man  vor  der  Berechnung  in  (?(^,(»)*(x^  — iltf) 
an  Stelle  von  ^  und  e  zunächst  die  neuen  Veränderlichen  r  und  v  vermöge 
der  Substitution  einführen 

H-ir^  +  -äT-V  =  '  und  x^-A.^a;, 

und  erhält  hierdurch 

G*{kX).G{q,  c)  {kq  -  Xc)  =  {t*  +  iH{Kk)  tv'  +  0{xk)  v»}  V. * 

Bedeutet   ferner    t — mv  einen  linearen  Factor   der  KlammergrÖsse 
rechter  Hand  und  setzt  man 

so  erhält  man  eine  Gleichung  der  Gestalt 

v[t*  +  | ^(kA)  tv*  +  Ö(xA)v*]  =t;.<p.(qp  —  »|ü)(<p  — iö,v) 

Bedenkt  man ,  dass  die  absoluten  Invarianten  der  beiden  biquadrati- 
schen Formen  auf  der  rechten  und  linkc>B  Seite  dieser  Gleichung  identisch, 

und  dass    -  gleich  dem  gesuchten  Doppelverhaltniss  s  der  vier  Wurzeln, 

so  hat  man  sofort  die  Beziehung 


Q'iiik)        (l+5)»(2-5)»(l-20«' 


*  Ueber  einen  einfachen  Beweis  dieser  Gleichung  vergl.  Bo  rchar  dt' b  Journal 
Bd.  74,  8.87— 80. 
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In  Worten: 

Die  Gleichung   sechsten  Grades  für  --^: 

Ä»(»A)(l+5)«(2-.*)«(l-2«)*  +  ö«(xJl).(l-5  +  ^)'  =  0, 

bestimmt  diejenigen  sechs  Kegelsch  uitt  o  xfi^-|-A^'=0,  fär 
welche  die  vier  Graudpuukte  des  Büschels  das  gegebene 
Doppelverhältniss  z  bilden. 

Als  specielle  Fälle  ergeben  sich  hieraus  die  Sätze: 

/r(xA)  =0  liefert  die  zwei  äquianharmouischen  Kegel- 
schnitte des  Büschels,  d.  h.  diejenigen,  für  welche  das  Dop- 
pelyerhältniss  der  vier  Gruudpunkte  gleich  eine.r  imagi- 
nären Cubikwarzel  ans  --1. 

()(xil)  =  0  bestimmt  die  drei  harmonischen  Kegelschnitte 
x^-|-A5'=0,  für  welche  das  Doppelverhältniss  der  Grund- 
pankte  gleich  — i  ist« 

Eine  einfache  geometrische  Betrachtung  lehrt,  dass  jede  dieser  drei 
harmonischen  Carven  zweiten  Grades  sich  einer  Ecke  des  gemeinsamen 
Polardreiecks  (Diagonaldreiecks)  in  bestimmter  Weise  zuordnet. 

Durch  jeden  Scheitel  des  Diagonaldreiecks  gehen 
nämlich  zwei  Diagonalen  und  ein  Geradenpaar  des  Bü- 
schels. Diese  zwei  Strahlenpaare  bestimmen  eine  In- 
volution, deren  Doppelstrahlen  den  zugeordneten  harmo- 
nischen Kegelschnitt  in  dessen  Schnittpunkten  mit  der 
dritten  Diagonale  berühren. 

§  3.     Genauere  Untersuchung  der  äquianharmouischen 

Kegelschnitte.        « 

Man  gelangt  zu  den  äquianharmonischen  Kegelschnitten  auch  bei  der 
Bestimmung  det  beiden  Curven 

x,S  +  A,5'=0,     x,S+  A,6''=0, 

deren  swei  einfachste  simultane  Invarianten  verschwinden,  d.  h.  für  welche 

wofern  6x,ä+i,S',  «,s+2,s*  (bez.  ö'«,s+2iS',  «,5+a,s')  aus  ©  (bez.  Ö')  vermöge 
Ersetzung  von  aik  und  dik  durch  X|  o,*  +  A,  a'»*  und  x, 0,^^ -|-  X, dik  hervorgeht. 
1^'%^  beiden  letzten  Beziehungen  sind  gleichbedeutend  mit 

^^^(x,A,)  .   ,  aG(Mi)     .         ac(x,Xt)  .  ,  ££(M.)     ^ 

d.  h.  mit  denjenigen,  welche  aussagen,  dass  G{^k)  vermöge  der  Substitu- 
tionen 

x  =  x,i^+xt^,     k^k.K  +  K^A 
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in    aX'  +  ßyf    übergeführt    wird.      Nach    einem    bekannten    Theoreme^ 

x«    x« 

sind  also  -,  —  die  Wurzeln  der  Gleichung  ^(xA)=:0.   In  Worten: 

Die  beiden  ftquianbarmonischen  Kegelschnitte  des  Btl- 
schels  sind  gleichzeitig  diejenigen,  deren  zwei  einfachste 
simultane  Invarianten  verschwinden. 

Für  zwei  Kolche  Kegelschnitte  ist  bekanntlich**  die  Curve  zweiter  Ord- 
nung (/x^s+ii^,  »,s+;iaS')f  welche  durch  die  acht  Berührungspunkte  ihrer 
gemeinsamen  Tangenten  geht,  identisch  mit  der  Curve  zweiter  Classe 
{^xtS-\-XiS',  »^s-\-itS')i  welche  die  acht  Tangenten  ihrer  Schnittpunkte  berührt. 
Offenbar  ist  die  Gleichung  dieser  letzteren  Curve  zweiter  Classe 

2x|X,2:+(x,A,  +  x,A,)  a>  +  2;i,A,i;'=o 

oder,  vermöge  der  berechneten  Coefficienten  von  J7(xA) : 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  die  einfachste  simultane  Invariante  der 
beiden  in  x  und  k  quadratischen  Formen 

^(xA)  und   x^Z+kXO+X^Z' 

und  somit  eine  Combinante  des  Büschels.***  Da  nach  einem  allgemeinen 
Theoreme  Gordan'sf  die  Gesammtheit  der  Combinanten  von  S  und  S' 
identisch  mit  dep  Formensystem  der  biternären  Grundform 

so  ist  /"«^ 54.^1  &", «,5+2,5'  höchst  wahrscheinlich,  bis  auf  einen  constanten 
Factor,  identisch  mit  der  Combinante 

In  der  That  bestätigt  sich  die  Richtigkeit  dieser  Vermuthung  auf  folgendem 
Wege.   Vermittelst  einer  kleinen  symbolischen  Rechnung  ff  erhält  man 


*  Vergl.  Salmou,    Algebra  der   lineareu  Transformationen,   bearbeitet  von 
Fiedler,  S.  136. 

**  VergLRosanes  in  Math.  Annal.  Bd.IIÖ.552,  sowie  Salmon-Fiedl  er, 
Kegebchnitte,  S.  473,  Aufg.  3. 

***  Eine  Form  fp  heisst  bekanntlich  eine  Combinante  von  S  und  ^,  wenn  sie 

^®  ^    *     ^  XS  +  /t*S'  und  »5  +  ^S'  (anstattfür  5und5'), 

sich,  abgesehen  von  einer  Potenz  der  Determinante  Xg  —  fiVy  reproducirt,  wenn  also 

t  Math.  Annal.  Bd.V,  S.  116—117. 
tt  Setzt  man  symbolisch  5  =  0*^^  =  ä*^  = . . .,  ^  =  «*,  =  P*;p  =  • .  •»  »o  ist 

wonn 
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ond  somit  fiSr  beliebige  Werthe  von  Xf,  x^,  A,  und  Af 

-2tf;(x,A,-x,A,)« 

Sind  insbesondere  7^«  r-  die   Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

A|      Af 

J7(xi)  =  0,  so  folgt 

q.  e.  d. 

Durch  Einfährnng  dieser  Combinante  ^  an  Stelle  von  F  nimmt  die 

Z  +  r —  r —  :r —  )   die  einfache  Gestalt  an 

woraus  unmittelbar  folgt,  dass  «^sssO  von  jedem  der  drei  harmonischen 
Kegelschnitte  doppelt  bertihrt  wird,  mit  den  Seiten  des  Diagonaldreiecks 
als  Berfihrungssehnen. 

Fasst  man  sämmtliche  bis  jetzt  entwickelte  Ergebnisse  Über  den  Kegel- 
schnitt ^  noch  einmal  zusammen,  so  folgt: 
Die  Curve 

tf;  =  JV^  JV',  Nn'  N\  =  -  \(S'B  +  SS'-^ZF) 

ist  eine  Combinante  des  Büschels  xS+  XS'=:0.  Sie  wird 
eingehüllt  von  allen  Geraden,  welche  die  beiden  äqui- 
anbarmonischen  Kegelschnitte  nach  harmonischen  Punkte- 
paaren  schneiden,  und  ist  gleichzeitig  der  geometrische 
Ort  aller  Punkte,  von  welchen  aus  sich  an  dieselben  beiden 
Kegelschnitte  harmonische  Tangentenpaare  legen  lassen. 
Die  zwei  äquianharmonischen  Cnrven  und  ^  bilden  ein 
System  dreier  Kegelschnitte,  von  welchen  je  zwei  ein- 
ander in  Bezug  auf  den  dritten  als  Directrix  polar  entspre- 
chen. Jeder  der  drei  harmonischen  Kegelschnitte  hat  mit 
^  eine  doppelte  Berührung,  wobei  dio.  BerUhrungsselinen 
mit  den  Seiten  des  Diagonaldreiecks  zusammenfallen,  und 
•    die   drei  Tangentenpaare    die    am    Ende    von  $  2  näher  be- 


Da 

so  wird 

Die  hier  angedentete  Rechnung  Rtimmt  vollkoromen  mit  einer  in  den  Math.  Annal. 
VI,  S.  480,  ansgefUhrtcn  überein. 

*  Salmon-Fiedler's  Kegelschnitte,  3.  Ausg.,  S. 404. 
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zeichnete  Eigenschaft  besitzen.  Die  zwei  Tangenten 
eineR  Grandpunktes  p  an  die  beiden  äquian harmonischen 
Kegelschnite  berühren  i\f  und  die  conische  Polare  von  p  in 
Bezug  auf  das  Diagonaldreick  *  in  den  nämlichen  zwei 
Punkten,  welche  auf  der  geraden  Polare  von  p  in  Bezug 
auf  das  Diagonaldreieck  liegen. 

Die  im  letzten  Satze  ausgesprochene  und  noch  nicht  bewiesene 
Eigenschaft  von  ^   folgt  ohne  Weiteres    aus   dem  obigen  Aasdrucke  für 

-^+r —  -T —  5—7)»   wenn  man  darin  die  willkürlichen  o:,-  durch  &+ilyi- 

ersetzt,  die  Coefficienten  von  A  und  1?  vergleicht  und  |,-  die  Coordinaten  des 
betreffenden  Grandpunktes  bedeuten  lässt. 

§4.     lieber  die  Curvenschaar  fi^+v^'s=0. 

Die  bisher  angestellten  Betrachtungen  über  das  Carvenbüschel  zweiter 
Ordnung  x/S^-|-AS'=0  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  die  Curvenschaar  zweiter 
Classe  fc£+viS'=0  übertragen. 

Die  drei  Punktepaare  der  Schaar  werden  erhalten  durch  Auflösung 
der  cubischen  Gleichung 

r(^,  v)  =  //•(*•  +  J  ey  V  +  zf'6f*v*  +  y*v'  =  0. 

Da  vermöge  der  linearen  Substitution 

X  =  2/v,     k  =  /i(A 
die  binäre  Form  6(xA)  Übergeht  in 

G{xl)  =  J  dTifi,  v)  =  JJ'r, 
so  wird  nach  der  charakteristischen  Eigenschaft  der  Covarianten  und  mit 
Berücksichtigung  des  Werthes  ( — 4^^^)  der  Substitutionsdeterminante: 

Man  hat  also: 

Die  Gleichung 


bestimmt  die  sechs  Curven  zweiter  Classe  fAZ+  v£'=Oj  für 
welche  die  vier  gemeinsamen  Grundtangenten  der  Schaar 
das  Doppelverhältniss  $  bilden.** 


T  Vergl.  SalmoD,  Höhere  ebene  Curven,  bearbeitet  von  Fiedler,  S.  173 
bifl  174. 

**  Sieht  man  umgekehrt  fi  nnd  v  als  gegeben  an ,  so  liefert  die  obige  Relation 
die  sechs  Doppelverhältn  188 e,  welche  die  vier  Grundtangenten  für  diese  bestimmte 
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Insbesondere  liefert  also  ö(^Vi^^)  =  0  die  drei  Curven  /tt2+vi5'=0, 
für  welche  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  der  Schaar  barmünisehe  sind, 
wShrend  B{/fvy^f(A)  =-0  die  beiden  äqnianbarmoniflcben  Kegelschnitte  der 
Seh  aar  bestimmt. 

Diese  beiden  letzteren  bilden  zusammen  mit  dem  Kegelschnitte 

ein  System  von  drei  Cnrven ,  von  denen  je  zwei  einander  in  Bezng  anf  den 
dritten  als  Directrix  polar  entsprechen  n.  s.  w. 

Die  Gleichung  von  W  in  Piinktcoordinaten  wird  erbalten ,  indem  man 
die  simnltane  Invariante  der  beiden  (in  jii  und  v)  quadratischen  Formen 

B{J'v,  Jfi)  und  JSfi*  +  F(iv  +  /fS\  v* 

gleich  Null  setzt,  d.  h.  nach  Unterdrückung  des  Factors  d /f 

Diese  Onrve  W  und  einige  ihrer  Eigenschaften  hat,  wie  ich  aus  Salmon- 
Fiedler 's  Kegelschnittwerk,  S.  474 — 475,  ersehe,  bereits  Ferrers 
untersucht  in  dem  Quarierly  Journal  Bd.  VII  8.  2öflgg.  Das  Vorhergehende 
zeigt  jedoch,  dass  nicht  diese  Combinante  der  Schaar  ^kZ-^  v2'=  0,  sondern 
die  entsprechende  ^  des  Büschels  kS  -i-XS'^riO  von  hervorragendem  In- 
teresse ist.  Während  die  erstere  eine  ziemlich  complicirte  Combination 
von  Formen  niedrigerer  Ordnung,  ist  die  letztere  selbst  eine  fundamentale 
Covariante,  durch  deren  Einführung  die  verschiedenen  Beziehungen  zwi- 
schen den  Formen  des  simultanen  Systems  S  und  S'  sich  überaus  einfach 
gestalten. 

Tübingen,  im  Mai  1874.  '  S.  Oündklfinoeb. 


V.   Arifhmetiaehe  KleiBigkeiten. 

I.  Die  Gleichung 
I)  ar»  4-  y«  =  j« 

hat  bekanntlich  die  unendlich  vielen  ganzzahligen  Auflösungen 

a;  =  m*  —  «*,    y  =  2ot n ,    z=im^  +  n*, 

wenn  unter  m,  n  irgendwelche  ganzen  Zahlen  verstanden  werden.   Ist  nun 
z.  B.  171=32, 71=1,  so  wird  jr=sd,  j^=4,  und  es  ist 

9  4- 16  =  25. 


Carrc  ^£-¥v£'  bilden.  Für  den  speciellen  ^=0  folgt  hieraus  das  interessante  Theo* 
rem:  Die  vier  Grundpnnkte  des  Büschels  bilden  für  S*-zzO  dasselbe  Dop- 
pelTorhältniRs,  wie  die  vier  Qrnndtangenten  der  Schaar  ftS-\-vIl*z=iO 
für  2;=0,  d.  h.  für  5  =  0. 
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•■-^  ^  ^  ^  ^^  ^  "  ^  ^  -  .-^^-^     '  ^  ^  -^^.^.^  ^  ^^  t»  ^  ^  >• , 


Es  wird  gefragt:  Oiebt  es  noch  andere  Systeme  ar,  y,  bei 
welchen  x,  y  zwei  anfeinander  folgende  ganze  Zahlen  sind, 
also  *— jf  entweder  +1  oder  —1  ist?  —  Für  solche  mnss  ^ 

jw*  —  w*  —  2m«  =  +  I 

sein.   Betrachten  wir  erstens  den  Fall 

m*  —  «*  —  2  m  «  =  +  1. 
Diese  Oleichnng  kann  geschrieben  werden 

(»i— n)*  — 2n»  =  + l. 

Sind  nun  /,  u  alle  ganzen  Zählen,  welche  der  Gleichung 

2)  <«  — 2m*  =  1 

genügen ,  so  hat  man  nur  zu  setzen 

also 

und 

8)  a;  =  (*+2/tt,     y  =  2/M  +  2ii*." 

Ist  dagegen  zu  erfüllen 

m*  —  n*  —  2mw  =  —  1, 

so  schreibe  man  diese  Oleichung  ao: 

(m+ii)*-2m'=:  +  l; 

dann  braucht  man  nur  zu  setzen 

m  +  ^  =  ^     ws=w, 
also 

ms=u,     «  =  /  —  w 

und 

4)  jr  =  — ^  +  2/M,     y  =  2/M  — 2m*. 

Die  kleinsten  positiven  Zahlen,  welche  der  Olfiichung  2)  genügen,  sind 
/s=3,  tiss=:2;  aus  dieser  fundamentalen  Lösung  findet  man  aber  bekanntlich 
alle  anderen,  wenn  man  in  der  Formel 

^4.,/^=  +  (3  +  2/2)* 

Ar  jedem  positiven  oder  negativen  ganzzahligon  Werthe,  und  dann  die  ratio- 
nalen und  die   irrationalen  Theile  rechts  und  links  einander  gleichsetzt. 
Wir  wollen  versuchen,  in  die  Formeln  3)  und  4)  die  Fnndamentalauf  lösung 
einzuführen. 
Setzt  man 

i,   y  X.         «X  /'+mV2=(/  +  m/2)», 

so  findet  sich  aus  8)  ^     ^         v  ^    r    / » 

a*  +  y=:/'+2t/,     2  =  r'+t/ 
und  daraus 

a:  +  y  +  t/*-=  (/5+  1)0+  m/2)*,      . 
während  rc  — y  =  l  ist. 

Desgleichen  erhält  man  aus  4) 

jr  +  y  =  — /'+2m',     z  =  (^u 
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nnd  folglich 

X+y  +  zj/l  =  (j/2-'\){l+uj/2)\ 
wSbreod  ^  —  x=\  ist. 

Da  aber  x^  y  in  der  Gleichnng  1)  symmetrisch  vorkommen,  können  wir 
folgendes  Resnltat  aussprechen : 

Man   findet  alle  ganzzahligen    Anflösnngen   der  Gleich- 
nng l)y  bei  welchen 

5)  a:  —  y  =  l 

and  z^O  ist,  indem  man  in  der  Gleichnng 

fQF  jeden  ganzzahligen  Werth   des  k  das  Rationale   vom  Ir- 
rationalen trennt  nnd  sie  mit  der  Gleichnng  5)  verbindet. 

11.     In   dem  Jahrgange   1874   der  Nouv.  annales  de  mathim.y  par  Mr. 

Gerono,  wird  —  scheinbar  ans  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 

abgeleitet  —  von  Catalan  folgender  Satz  aufgestellt: 

Der  Quotient 

1.2. 3. ..2a.  1.2  3   ..2b  . 

1.2.3...«.  1.2.3...  («  +  ^).  1.2.3... 6  ^^\ 

ist  einer  ganzen  Zahl  gleich, 

und  verlangt,  ihn  arithmetisch  zu  beweisen.     Das  soll  im  Folgenden  ge- 
schehen. 

Bezeichnet  ^(-7)  ^i®  grösste,  in   dem  Bruche  -^  enthaltene  gan 

Zahl,  nnd  p^  die  höchste,  in  dem  Producte  1.2.3...«  aufgehende  Potenz 
einer  Primzahl  p,  so  ist  bekanntlich 


ze 


m 


=K^)+-(?)+- 


Wird  a  in  die  Form  gesetzt' 

in  welcher 

2)  O^cff^;?-!, 
so  findet  man  einfach 

fl  —  ffft —  OTi  —  ... 

3)  m=  "—  ' . 

/)  — 1 

Ans  1)  folgt  aber 

2<i  =  2ofo-/'''  +  2«,  .;>*r'+    .    +2ctk^^p  +  2ttM 
nnd 

—  =:2«o./>'^-^  +  2a,  .p*-'  +  ...  +  2aii-2P  +  2«it-i  +  — , 
P.  P 

also,  wenn  ^     .  ^^-^^c    i.r.   --^ 

^^  ^                           I  UNIVERSITY 
ZaHaehilft  f.  VaUiMufttlk  n.  Phydlc,  XX,  2.  V.^  V       ' 
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gesetzt  wird : 

Da  der  Ungleiclibeit  2)  zufolge  2ajt  nicht  grösser  als  2p— 2,  also  a\ 
höchstens  gleich  1  sein  kann,  erreicht  2ak—\^ttk  höchstens  den*  Werth 
2p— 1;  setzt  man  daher 

«*-^  =  ^( -p )^       ' 

so  ist  ak^\  nicht  grösser  als  Eins,  nnd  man  findet 


E 


(^j  =  2aoP*-2+2a,p*-5  +  ...  +  2afc_2  +  oV-i, 


worin  2ajt.2-|-a'jt_i  wieder  nicht  grösser  als  2p  —  1  sein  kann.  Wenn 
folglich  .  I     '       \ 

gesetzt  nnd  or^^S)-**  ähnlich  definirt  werden  —  Zahlen,  die  niemals 
grösser  als  Eins  sein  können  — ,  nnd  wenn  endlich  p**  die  höchste  in 
1.2.3 ...  2a  aufgehende  Potenz  von  p  bezeichnet,  so  findet  man,  der  Gleich- 
ung 3)  analog: 

2rt  — 2ao  — 2a,  — ...         ,  ,  , 

r= z h«Jfc  +  ttib-l+ait-2  +  .... 

p—  l 

Desgleichen  wollen  wir  b  in  die  Form  setzen 

/;  =  i5oP*  +  ftp*-»  +  ...  +  ^^_,p  +  iJjt  ^ 

und  unter  /f*,  /J'*— i,  jS'jt— 2i ...  die  Werthe  von 

^(?l.),  .(»-'.-.^/.)..(!fcdJV,).., 

resp.  verstehen;  dadurch  ergeben  sich  die  Formeln 

für  die  Exponenten  der  höchsten  Potenzen  von  p,  welche  in  den  Prodncten 
1  2. 3...  6  nnd  1  2. 3...  26  resp.  enthalten  sind.  Und  endlich,  wenn  y\y 
yk^\  1  /fr -2,...  resp.  für 

^ygfc  +  /?A^    ^ff^k-\  +  ßk^y  +  yk\^    p(aic^i  +  ßk-^t+7k^\\ 

geschrieben  werden,  findet  sich  für  den  Exponenten  /  der  höchsten,  in 
1 .2.3 ...  (ö  +  6)  aufgehenden  Potenz  von  p  der  Werth 

'  = P-i l-yfc  +  y*-i  +  yfr-2  +  .... 

Aus  diesen  Werthen  scbliesst  man 

(r+0-(»i  +  «  +  /)  =  («)t  +  ^'fr~/0  +  («)-i  +  ^'fr-i-y'fr-i) 

+  (a  Jr  -  2  +  /5'fc  _  2  —  /il  -  2)  +  . .  •  • 
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Die  einzelnen  gleichartigen  Theilediesea  Ausdrucks  können 
aber^  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  niemals  negativ  sein. 

In  der  That:  Erstens  ist  wenigstens  eine  der  Zahlen  2cik^  2ßk  nicht 
kleiner  als  nik'^ßk^  also  wenigstens  eine  der  Zahlen  aU)  ß^k  nicht  kleiner 
als  v'k  9  nnd  daher  Ok  +  ß'k  —  /*  >  0. 

Zweitens  ist  von  den  beiden  Zahlen  2ait~i>  2ßk-.\j  wenn  sie  un- 
gleich sind ,  eine ,  z.  B.  Zßk—x  >  «*-  i  +  ßk--\  +  1 ;  dann  ist  aber,  da  /jt  nie 
grösser  als  Eins  ist ,  sicher  ^ßk^i  +  ß'k^^cck.y  +  ßk-i  +  yky  und  folglich 
ß^k-i^ y'k—  !•  Ist  aber  2ak _ i  =  2ßk—\  =  at-i  +  ßk-^i  >  so  wird  wenigstens 
eine  der  Zahlen  2ajb— i  +  «'a,  2ßk—i-\'ß^k  nach  dem  zuerst  Bewiesenen 
nicht*  kleiner  als  at_i  +  /Jjt_i  +  /A  «nd  folglich  eine  der  Zahlen  a'^_i ,  ß^k^i 
nicht  kleiner  als  y'k—i  sein.   In  beiden  Fällen  schliesst  man 

In  gleicher  Weise  kann  man  aber  fortfahren  und  findet  so 

7t  =  (r+s)  —  (m  +  n  +  0  >  0. 

Da  nun  offenbar  p^  die  höchst.e,  im  Quotienten  (jß)  nach  möglichster 
Rednction  verbleibende  Potenz  der  Primzaiil  p  bedeutet,  so  erkennt  man, 
daas  in  der  That  jede  im  Nenner  desselben  enthaltene  Primzahl  durch 
Division  sich  heraushebt,  der  Quotient  also,  was  zu  benveisen  war, 
einer  ganzen  Zahl  gleich  sein  muss; 

Breslau.  Prof.  Dr.  Baghmamn. 


YL.    lieber  eine  allgemeine  Classe  von  Flachen  und  die  Flächen 

dritter  Ordnung  inabesondere. 

1.  Hat  man  das  Büschel  von  speciellen  Flächen  r*^"  Grades  ^ 

l)   Jmc^+  Bnß''+  Cpy''+DgS*'  +  k{Jtn,  «'*+  Bn^  ß'+  Cp,  y^'+Bg^  ö»")  =  0, 

sowie  das  projectivische  Ebenenbüschel 

2)  tna  +  nß+py  +  qö  +  k{mta  +  n^ß+piy  +  qt6)  =  0, 

80  erhält  man  als  geometrischen  Ort  des  Durchschnittes  einer 
Fläche  des  ersten  Büschels  mit  der  entsprechenden  Ebene 
des  zweiten  eine  Fläche  (r  +  l)*®"  Grades  von  der  Gleichung 

{Ama^+Bnß'-+Cpy^+Dqö'')(m,a  +  n,ß+p,y+'q,ö) 
^  =={Amtii''+Bn,ß'-+Cp^y^+Dq,6n{nta  +  nß  +  py  +  q8), 

welche  verschiedene  bemerkenswerthe  Eigenschaften  besitzt  und,  wie  später 
gezeigt  werden  soll,  die  allgemeine  Fläche  dritten  Grades  (für  r=2)  als 
speciellen  Fall  in  sich  begreift. 

Ans  bekannten  Sätzen,  sowie  auch  unmittelbar  ans  der  Gleichung  3) 
geht  hervor,  dass  die  entstandene  Fläche  sowohl  die  Durch- 
schnittslinie des  Ebenenbüschels 
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•  als  auch  die  Basis  des  Flächenbüschels 

5)     Jma''+  Bnß''+Cpy''  +  Dqi''—0,     Amt  a''+ Bniß''+ Cp^y''+ Dq^  8^=0  . 

•entbttlt.  Die  letztere  ist  anter  allen  Curven  r*^^'*  Ordnung  darch  die 
Eigenschaft  charakterisirt,  dass  sich  durch  dieselbe  vier  Kegel  r^^'^  Ordnung 
legen  lassen ,  deren  Scheitel  in  den  Ecken  des  Fundamentaltetraeders  sich 
befinden.  Diese  vier  Ecken  gehören  auch  der  FlächeS)  an  and 
es  ist  z.  B.  die  Gleichung  der  im  Punkte  a  =  j5s=y  =  0  an  die- 
selbe geführten  Tangentialebene 

6)  qt{nia  +  n  ß  +  py  +  qi)  =  ^  (m,  a  +  /i,  ß+Pt  y  +  qt  ^). 

Aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  der  übrigen  Tangentialebenen 
geht  hervor,  dass  sich  diese  Ebenen  in  der  geraden  Linie  4), 
der  Basis  des  Ebenenbüschels,  durchschneiden.  Die  fernere 
Durchschnittslinie  der  Ebene  6)  mit  der  Fläche  8)  liegt  auf  der  Fläche 

7)    qt{Ama''+Bnß'+Cpy^+Dqi')  =  q{Amta^+Rntß'+CjiiY''+Dq,i'), 

d.  i.  auf  einem  Kegel,  der  seinen  Scheitel  im  Berührungspunkte  der 
Ebene  6)  hat;  jene  Durchschni ttslinie  zerfällt  daher  in  r  ge- 
rade Linien,  welche  sich  sämmtlich  im  Berührungspunkte 
schneiden.  Die  vier  Fundamentalpunkte  sind  somit  so  beschaffen,  dass 
jede  Ebene,  welche  durch  einen  von  ihnen  geht,  die  Fläche  in  einer  Cnrve 
schneidet,  deren  Tangente  in  iiim  mit  der  Curve  r  zusammenfallende 
Punkte  gemein  hat.  Der  Kegel  7)  und  die  drei  entsprechenden  Kegel 
gehören  zum  Büschel  1)  und  sind  nicht  allein,  wie  schon  erwähnt,  die  ein- 
zigen Kegel  desselben,  sondern  überhaupt  die  einzigen  zu  demselben  ge- 
hörigen Flächen  mit  Knotenpunkten.  Ihr  Durchschnitt  mit  der  Fläche  3) 
besteht  aus  der  Curve  5)  und  aus  r  geraden  Linien. 

2,  Die  Oberfläche  enthält  ausser  den  Fundamentalpunkten  noch  eine 
Anzahl  bemorkenswerther  Punkte.  Zunächst  liegen  auf  ihr  die- 
jenigen (r — I)"  Punkte,  deren  Coordinaten  der  Proportion 

genügen.  Bildet  man  von  irgend  einem  dieser  Punkte  die  Polarebenen 
in  Bezug  auf  sämmtlichc  Flächen  des  Büschels  l),  so  erhält  man  die  Ebenen 
des  Büschels  2);  die  fraglichen  Punkte  sind  daher  die  (r  — I)* 
Pole  der  Ebenen  2)  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  Flächen 
1).  Die  Entstohungsweise  unserer  Fläche  hat  somit  die  grösste  Aehnlichkeit 
mit  der  sogenannten  dritten  Stein er'schen  Erzeugungsweise 
der  Flächen  dritter  Ordnung.  (Vergl.  z.  B.  Sturm,  Synthetische 
Untersuchungen  über  die  Flächen  dritter  Ordnung,  S.  löflgg.) 

Verbindet  man  einen  der  Punkte  8)  mit  einem  Fundamentalpnnkte,  so 
schneidet  die  Verbindungslinie  die  gegenüberliegende  Tetraederehene  in 
einem  Punkte,  welche  ebenfalls  ein  Punkt  der  Fläche  ist.     Man   erhält 
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so  im  Ganzen  4  (r  — 1)'  Punkte  der  Fläche,  von  welchen  die  auf  der 
Ebene  d  =  0  liegenden  durch  die  Gleichung  dargestellt  sind 

Legt  man  dagegen  durch  einen  Punkt  8)  und  eine  Kaute  des  Funda- 
ineotaltetraeders  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die  gegenüberliegende 
Tetraederkante  in  einem  Punkte,  welcher  wiederum  auf  der  Fläche  liegt. 
Anf  diese  Weise  ergeben  sich  6(r— l)  Punkte  der  Fläche,  von 
denen  die  auf  der  Kante  ^=0,  d  =  0  liegenden  Punkte  durch  die  Trleichung 
dargestellt  werden 

Auch  die  Punkte  0)  und  10)  stehen  in  einfacher  Beziehung  zur  Fläche  1); 
jeder  der  Punkte  9)  ist  nämlich  ein  (r^i)facher  Pol  der  Ebene 

ma  +  nß+pY  +  k{Tn^a  +  fhß  +  p^y)z=i) 

in  Bezug   auf  die  Fläche  1),   und  jeder  der  Punkte  10)  ein  (r  —  l)'-facher 

Pol  der  Ebene 

m  a  +  y»  /J  +  Ä  (m,  a  +  w,  /3)  =  0 

in  Bezug  auf  dieselbe  Fläche. 

3.  Aus  der  oben  dargelegten  Bedeutung  der  Punkte  8)  geht  unmittelbar 
hervor,  dass  jedö  der  Tangentialebenen,  die  man  in  ihnen  an 
die  Fläche  3)  legen  kann,  durch  die  gerade  Linie  4)  geht. 
Sehr  leicht  erkennt  man  dies  auch  daraus,  dass  die  Gleichung  der  Tangen- 
tialebene in  einem  beliebigen  dieser  Punkte,  dessen  Coordinaten  der  Kürze 
halber  mit  Oa  ßn  Yi*  'i  bezeichnet  werden  mögen,  auf  die  Form  gebracht 
werden  kann 

j^x  (w,  at+ntß,+PtYi  +  gtSi){ma  +  nß  +  py  +  q6) 

=  (»»  «t  +  wft  +p,  y  +  ö'  d, )  (m, «  +  n,  jS  +  /),  y  +  g,  a). 

Eine  einfache  Betrachtung  zeigt,  dass  man  durch  die  Gerade  4)  ausser 
den  (r — 1)'  Ebenen  11)  und  den  bereits  oben  gefundenen,  die  Fundamental- 
punkte enthaltenden  Ebenen  keine  weiteren  Bertihrungsebenen  an  die 
Fläche   legen   kann.     Bekanntlich  können   aber  durch  eine  Gerade  einer 

Fläche  n*««»  Grades 

(;i  +  2)(«-2)» 

Ebenen   gelegt  werden,  deren  jede   die  Fläche  in  einem  ausserhalb  der 

Geraden  liegenden  Punkte  berührt;  es  geht  daraus  hervor,  dass  jede  der 

vier  Ebenen  6)^,  welche  die  Fläche  ausser  in  der  Geraden  4)  noch  in  r  sich 

in  einem  Punkte  schneidenden  Geraden  trifft,  für  (^—1)'  Berührungsebenen 

zählt  y  da 

(r-l)«  +  4(r-l)»c=(r+3)(r-l)'. 

Legt  man  weiter  in  einem  der  Punkte  0)  an  die  Fläche  eine  Berührungs- 
ebene, 80  ist,  wenn  «1,  j?j,  Yt  lihnliche  Bedeutung  haben,  wie  vorher,  die 
Gleichung  derselben 
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I2X  (Pi  «I  +  "i ß^  +Pi  Yi)  [(^—^){^«  +  w?  +py)  —  qd] 

Sonach  schneiden  sich  auch  aUe  die  Tangentialebenen,  die 
man  in  sämmtlichen  derselben  Tetraederfläche  (z.  B.  d^O) 
angehörigen  Punkten  9)  an  die  Fläche  legen  kann,  in  einer 
und  derselben  Geraden,  deren  Gleichung  z.  B.  für  die  Punkte  auf 
ö  =  0  ist 
13)    (r-l)(ma  +  nj5+py)-ga  =  0,    (r- l)(m,a  +  «,|S  +  ;),y)  -  gr,  J  =  0. 

Es  giebt  vier  derartige  Gerade;  jede  derselben  schneidet  die  auf  der 
Fläche  liegende  Basis  des  Ebenenbüschels ,  und  zwar  auf  einer  Tetraeder- 
fläche, und  liegt  ausserdem  in  einer  der  Tangentialebenen,'  die  man  an  die 
Fläche  in  den  Fundamentalpunkten  legen  kann.  Diei  Linie  13)  trifft  z.  B. 
die  Gerade  4)  in  einem  Punkte  der  Ebene  6  =  0  und  liegt  ausserdem  in  der 
Ebene  6). 

Endlich  hat  die  Tangentialebene,  welche  man  in  einem  der  Punkte  10) 
an  die  Fläche  legen  kann ,  die  Gleichung 

.X  i^i  «i  +  «1  ßt)[{r-i)ima  +  nß)-(py  +  q  ö)] 

^  =(m«,  +  r»ft)[(r-l)(m,a  +  /i,|3)-(p,y  +  ^,d)]: 

Sonach  schneiden  sich  auch  sämmtliche  Bertihrungsebenen, 
die  den  auf  einer  und  derselben  Tetraederkante  gelegenen 
Punkten  10)  zugehören,  in  einer  Geraden,  deren  Gleichung  für 
die  Punkte  auf  y  =  0,  desO  ist 

^  \    (r-i)K«  +  «,^)-(p,y  +  ^,<J)  =  o. 

Dieser  analog  giebt  es  noch  fünf  weitere  gerade  Linien,  und  nur  wenn 
rc=2,  fallen  je  zwei  der  sich  so  ergebenden  sechs  geraden  Linien  zusammen. 
Jede  dieser  Geraden  15)  schneidet  zwei  der  Geraden  13)  und  jede  dieser 
Linien  drei  von  jenen.  Die  zwölf  Schnittpunkte  liegen  in  den  Tetraeder- 
flächen. 

Bestimmt  man  ferner  den  Punkt,  in  welchem  die  Ebene  14)  von  der 
Basis  4)  des  Ebenenbüschels  geschnitten  wird,  so  stellt  sich  heraus,  dass 
derselbe  auf  der  Ebene 

a/5,  =/Sa, 

liegt.  Es  schneiden  sich  daher  die  Ebene,  welche  einen  der 
Punkte  10)  mit  der  gegenüberliegenden  Tetraederkante  ver- 
bindet, seine  Tangentialebene  und  die  Basis  des  Ebenen- 
büschels in  einem  und  demselben  Punkte. 

4.  Ist  a\  ß\  y\  (f  ein  Punkt  auf  dergeraden  Linie  4),  so  nimmt 
die  Gleichung  seiner  ersten  Polaren  in  Bezug  auf  die  Fläche  3)  die 
einfache  Gestalt  an 

(Amcca'-^  +  Bnß'ßr~^+CpYy-^  +  DqSr6''^)(m^a+n,ß+p,Y+gti) 
^    ==  (^  m,  ««»'-*  +  B  n,  ß^ß'-^  +  Cpi  yY'^  +  Dq^  i'6^-^)  {ma+nß+py+qd). 
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j  ^  ,^^^^.y  ^    '       -^  -  ^^^-  ^  *  -  ^  .--^  .^  _-  -^    -    /^     .  -  ^.^\^  ^  ^  •.^  ^  ^^ 


=  0. 


Diese  erste  Polare  besitzt  grosse  Aebnlichkeit  mit  der  ursprünglichen 
Flaehe;  sie  enthält  wie  diese  die  Gerade  4)  und  wird  in  ähnlicher  Weise 
wie  diese  erzeugt;  es  muss  dabei  nur  das  Büschel  der  Flächen  1)  ersetzt 
werden  durch  das  Büschel  ^r  ersten  Polaren  (^es  angenommenen  Punktes 
in  Bezug  auf  diese  Flächen.  Die  ersten  Polaren  aller  Punkte  der  Ge- 
raden bilden  ein  Flächenbnschel ,  dessen  Basis  die  (r— 1)'  Punkte  8)  und 
die  vier  Fundamentalpunkte  enthält  und  jene  Gerade  als  einen  Tbeil  in  sich 
faast.  Aehnliches  gilt  für  die  übrigen  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  der 
Geraden;  die  Gleichung  der  quadratischen  Polaren  insbesondere  ist 

und  diejenige  der  Polar-  oder  Tangentialebene 

Nebenbei  sei  erwähnt,  dass  man  sehr  leicht  die  PunL:e  bestimmen 
kann ,  in  welchen  die  gerade  Linie  4)  der  Kernfläche  von  8)  begegnet.  Die 
oben  dargestellte  quadratische  Polare  wird  nämlich  zu  einem  Kegel,  wenn 

^m«''— *     Bn^^-^     Cpy^-^     Dqi''''^ 

Am.u^-^    Bn^ß^^'^    Cp^y'"'^   Dq.i^"^ 

m  n  p  q 

m,  w,  Pi  q^ 

8i«ht  man  a%  //,  /,  d^  als  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  an ,  so 
stellt  diese  Gleichung  eine  Fläche  2(r— 1)^®''  Grades  dar,  welche  auf  der 
Geraden  4)  die  verlangten  Punkte  bestimmt.  Die  Anzahl  derselben  ist 
nicht,  wie  vielleicht  vermuthet  werden  könnte,  gleich  dem  Grade  der  Kern- 
fläche, also  4(r— 1),  sondern  nur  halb  so  gross,  da  ein  bekannter  Satz  sagt, 
dass  jede  auf  einer  Fläche  liegende  Gerade  die  Kernfläche  derselben  in 
allen  gemeinsamen  Punkten  berührt. 

Doppelpunkte  hat  die  Fläche  im  Allgemeinen  nicht.  Wären 
nämlich  solche  zunächst  ausserhalb  der  Geraden  4)  vorhanden,  so  könnte 
jede  £beae,  welche  durch  einen  derselben  und  diese  Gerade  gelegt  werden 
kann ,  als  Tangentialebene  der  Fläche  angesehen  werden.  In  S  8  ist  aber 
gesagt,  dass  man  ausser  den  Ebenen  6)  und  li)  keine  weiteren  Berührungs- 
ebenen durch  die  Gerade  4)  an  die  Fläche  legen  kann,  und  keine  dieser 
Ebenen  berührt  bekanntlich  in  einem  Doppelpunkte.  Auf  der  Geraden  4) 
kann  dagegen  kein  Doppelpunkt  liegen ,  denn  die  Gleichung  17)  der  Tan- 
gentialebene eines  in  dieser  Geraden  befindlichen  Punktes  wird  nur  dann 
unbestimmt,  wenn 

Ama^  +  Bnß^'' +  Opy*- +  Dqfi'''^0, 
AmttK'-+  ^«, /5''"  +  6>, /'•+/>  ;7,d'^  =  0, 

d.  fa«  wenn  die  Gerade  und  die  Basis  5)  des  Flächenbüschels 
einander  schneiden.     Dies  ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  ^er  Fall.    . 
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Wenn  aber  beide  Basen  einander  in  einem  Punkte  schneiden,  so  ist  der 
Schnittpuniit  ein  Doppelpunkt  der  Fläche;  seine  Polarebene  ist  alsdann  zwar 
unbestimmt,  seine  quadratische  Polare  dagegen  bestimmt,  und  zwar  ein 
Kegel ;  berührt  die  Gerade  4)  die  Curve  5) ,  *6o  wird  die  quadratische  Po- 
lare ein  Ebenenpaar,  welches  sich  in  der  Tangente  schneidet. 

Wenn  die  gerade  Linie  durch  einen  der  Punkte  8)  geht,  so  berührt  sie 
zugleich  die  Basis  5)  des  Flächenbüschels;  in  diesem  Falle  wird  jedoch  aach 
die  quadratische  Polare  unbestimmt  und  der  betreffende  Punkt  ein  dreifacher 
Punkt  der  Oberfläche. 

5.  Die  vorangehenden  Betrachtungen  setzten  voraus,  dass  r  eine 
positive  ganze  Zahl  und  grösser  als  1  ist.  Für  r  =  l,  in  welchem 
Falle  die  entstehende  Fläche  vom  zweiten  Grade  ist,  und  für  ein  negatives 
ganzes  r  ändern  sich  die  aufgefundenen  Eigenschaften  vollständig;  doch  soll 
hierauf  nicht  näher  eingegangen  werden. 

Dagegen  soll  auf  einige  Eigenschaften  der  Carve  aufmerksam  gemacht 
werden,  in  welcher  unsere  Fläche  eine  der  Fnndamentalebe- 
nen  durchschneidet.  Ist  diese  schneidende  Ebene  j  =  0,  so  ist  die 
Gleichung  der  Durchschnittscurve 

{^mar+B„ßr+Cpy''){m,a  +  n,ß  +  p^Y) 
^  =-{^m,a^+Bn,ßr+Cp,y''){ma  +  nß+py). 

Diese  Linie  hat  in  den  drei  auf  jener  Ebene  liegenden  Fundamentalpunkten 
Tangenten ,  die  mit  ihr  r  zusammenfallende  Punkte  gemein  haben  und  sich 
sämmtlich  in  einem  Punkte  schneiden ,  welcher  anf  der  Cnrve  liegt  und  in 
welchem  sich  die  zwei  geraden  Linien 

treffen.  Von  diesem  Punkte  aus  kann  man  an  die  Curve  noch  (r  — l)'  wei« 
tere  Tangenten  legen  und  die  Coordinaten  der  zugehörigen  Berührungs- 
punkte genügen  sämmtlich  der  Proportion 

Werden  diese  sämmtlichen  Berührungspunkte  mit  einem  Eckpunkte  des 
Fundamentaldreiecks  verbunden ,  so  bestimmen  die  Verbindungslinien  auf 
der  gegenüberliegenden  Seite  desselben  (r— 1)  Punkte,  von  denen  z.  B.  die 
auf  der  Kante  y=:0  liegenden  der  Bedingung  genügen 

Die  Tangenten,  welche  man  an  die  Cnrve  in  diesen  r— 1  Punkten  legen 
kann ,  schneiden  sich  sämmtlich  in  einem  Punkte. 

Die  Cnrve  hat  im  Allgemeinen  keine  Doppelpunkte.  Es  gilt  nämlich 
jede  der  Tangenten,  welche,  von  dem  oben  mehrfach  besprochenen  Punkte 
ausgehend,  in  den  Fundamentalpunkten  mit  der  Curve  r  zusammenfallende 
Punkte  gemeinschaftlich  haben,  für  r^l  einfache  Tangenten;  diese  und  die 
(r— 1)'  weiteren  Berührenden  geben  deren  zusammen 


r^ 


Kleinere  Mittheilangen,  !69 


»X*  -^  *  ^  -^   *   - 


(r-l)*  +  3(r-l)  =  (/'-l)(r+2). 

Soviel  kann  man  aber  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  Carve  (r-|-l)^" 
Grades  ausser  seiner  eigenen  Tangente  nur  dann  an  dieselbe  legen,  wenn 
keine  Doppelpunkte  vorkommen.  Der  Punkt  dagegen  selbst  kann  nur  dann 
sain  Doppelpunkte  werden,  wenn  zugleich  die  Curven 

darch  ihn  gehen. 

Für  r=:2  stellt  18)  eine  Curve  dritten  Grades  dar,  und  zwar  eine  all- 
gemeine Corve  dieser  Art,  da  die  Gleichung  derselben  auf  unendlich  viele 
Weisen  auf  die  Form  18)  gebracht  werden  kann.  (Vergl.  z.  B.  meine  Note 
im  13.  Bande  dieser  Zeitschrift,  8.  263).  Für  r  =  3  dagegen  erhält  man  Cur- 
ven vierten  Grades ,  weiche  jeden  Fundamentalpunkt  zum  Inflexionspunkt 
haben  und  bereits  von  Sardi  (Battaglini's  Giornale  di  Matematiche,  Bd.  6) 
untersucht  worden  sind. 

6.  Statt  der  Gleichung  3)  kann  man  auch  die  verwandte  Gleichung 

SU  Grunde  legen ,  welche  aus  jener  durch  eine  einfache  Veränderung  der 
Constanten  (z.  B.  Vertauschung  vod  m  mit  Am^  von  A  mit  A-^  u.  s.  w.) 
hervorgeht.  Die  hier  gewählte  Form  hat  dabei  vor  der  früheren  den  Vor- 
tbeil,  dass  man  die  auf  der  Fläche  liegende  Gerade  4)  durch  einen  Funda- 
mentalpunkt legen  kann,  ohne  dass  dabei  die  Fläche  ein  Kegel  wird.  Die 
Gerade  geht  nämlich  durch  den  Puuict  a  =  0,  /3  =  0,y  =  0,  sobald 

ist,  und  die  Gleichung  der  Fläche  wird 

{fna-  +  nß^+PY''  +  qö-){Am^a+Bn,ß+Cp,y) 
^  =^{m,a^+n,ß'+p,Y''  +  g,ö-){Ama  +  Bnß+CpY). 

In  dein  fraglichen  Fundamentalpunkt  schneiden  sich  dann 
r  +  i  *in  einer  Ebene  liegende  Gerade  der  Fläche.  Die  Punkte  8) 
fallen,  da  Z>  =  0,  sämmtlich  in  die  Ebene  d=^0  und  mit  einer  Gruppe  der 
Punkte  0)  zusammen;  die  drei  anderen  Gruppen  dieser  Punkte  liegen  in 
deu  Kanten  des  in  derselben  Ebene  liegenden  Fundamentaldreiecks.  Die 
erste  Polar  fläche  des  Punktes  a=0,  /?=0,  y=0  hat  die  Gleichung 

*'*"*  [qiiAma  +  Bnß  +  Cpy)  —  q  (Anita  +  Bn^ß  +  Cpty)']  =  0 

und  zerfällt  somit  in  die  (r  —  l). fache  Ebene  ^  =  0  und  die 
Tangentialebene  des  betreffenden  Punktes.  Der  Kegel,  wel- 
cher über  der  Schnittcurve  unserer  Fläche  mit  dieser  Ebene  d=0  steht  und 
den  betreffenden  Punkt  zum  Scheitel  hat: 

(ma»-  +  nß''  +  py*'){Amt  a  +  Bntß  +  Cpt  y) 
^im,a'  +  n,ß-+p,yr)(^Ama  +  Bnß+Cpy), 
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berührt  somit  die  Fläche  (r— l)-fach  längs  jener  Darcbschnittslinie  (d.  fa. 
jede  Erzeugende  hat  r  zusammenfallende  Pankto  mit  der  Fläche  gemein) 
und  schneidet  sie  überdies  in  den  (r+i)  geraden  Linien,  welche  die  Tnd- 
gentialebene 

q  (i^mia+  i9«,/J  +  Cp,y)  =  5^,  (.^ma+  ^nß  +  Cpy) 

mit  der  Fläche  gemeinsam  hat  und  welche  —  bis  auf  die  Gerade  4)  —  auf 
dem  Kegel 

liegen. 

Wenn  in  der  Gleichung  10)  zwei  der  Coefficienten,  z.  B.  C  und  J9,  ver- 
schwinden ,  und  die  Gleichung  der  Fläche  somit  die  Form  annimmt 

{ma^  +  nß^  +  py^  +  q6''){Am,a+Bn,ß) 
^  ^(ni,i^  +  n,ß'  +  p,y-  +  q,ir)(^Ama+Bnß), 

so  fällt  die  auf  der  Fläche  liegende  Gerade  4)  in  die  Kante 
«  =  0,  ^  =  0. 

Zwei  der  zu  den  Fundamentalpunkten  gehörigen  Tangentialebenen 
fallen  in  die  beiden  Tetraederebenen ,  welche  in  dieser  Kante  zusammen- 
stossen,  während  die  beiden  Übrigen 

/>(-rfiii,a+  Bniß)=Pi{j4tna  +  Bnß)^ 

q  {^AmxU  +  Bn^ß)^=^qx{Ama'-^  Bnß) 
sind. 

Die  Berührungspunkte  der  ausserdem  noch  durch  die  Kante  cr=0, 
^=0  gehenden  Tangentialebenen  liegen  sämmtlich  in  der  gegenüberliegen- 
den Kante  y=0,  d=0. 

7.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  sowohl  im  Allgemeinen,  als  auch 
unter  den  im  vorigen  Paragraphen  gemachten  besonderen  Voraussetzungen 
der  Fall  rc=:2.    Es  las  st  sich  nämlich  zeigen,  dass  auf  die  Form 

{Ami^+Bnß''\'Cpf  +  DqS'){m,a  +  n,ß^p,y  +  q,b) 
^        ^{Am,if  +  Bn,ß'  +  Cptf+Dq,d'){fna  +  nß  +  py  +  qö). 

oder  auch  auf  eine  zu  19)  entsprechende  Form  die  Gleichung 
jeder  Fläche  dritten  Grades  gebracht  werden  kann.  Wenn  eine 
Fläche  dritten  Grades  die  vier  Fundamentalpunkte  enthalten  und  in  diesen 
resp.  die  Tangentialebenen 

Jg;,  =  0,     £',  =  0,     Äg  =  0,     £'^  =  0 

haben  soll,  so  muss  die  Gleichung  der  Fläche  die  Form  haben 

A(^Ei  +  Bß'E^+Cy*E^  +  Dd*E^  +  ktßyS  +  k^yia  +  k;,Saß  +  k^aßy^O. 

Sollen  dabei  die  sämmtlichen  Tangentialebenen  sich  in  der  Geraden 

ma  +  nß  +  py  +  qi=:0,     w,«  +  w,/S +p,  y +  y,  d  =  0 

schneiden,  so  muss  z.  B. 

Ei^mi{ma  +  nß+py  +  qö)-'7n{mia+  'hß +Piy +  ^i^)  ^»  s«  w. 
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sein.  Soll  endlich  die»e  Gerade  auf  der  Flüche  selbst  liegen,  so  mass  sie 
aaeh  in  der  Fläche 

zn  finden  sein,  was^  sobald  die  Gerade  willkürlich  liegt,  nnmöglich  ist. 
Denn  die  Dnrchschnittslinie  dieser  Fläche  mit  einer  beliebigen  Tetraeder- 
ebene zerf&Ilt  in  die  drei  in  dieser  Ebene  liegenden  Tetraederkanten, 
während  der  Durchgangspunkt  unserer  Geraden  durch  jene  Ebene  beliebig 
liegt  Es  müssen  daher  die  Coefficienten  k  verscb winden  nnd  die  Gleichung 
der  Fläche  erhält  dadurch  die  Form  22).  Dieselbe  stellt  somit  eine 
Fliehe  dritten  Grades  dar,  welche  die  Gerade  4)  enthält, 
und  swar  so,  dass  vier  der  durch  diese  Gerade  an  die  Fläche 
gelegten  Tangentialebenen  dieselbe  in  den  Fundamental- 
pnnkten  berühren.  Bekanntlich  sind  aber  durch  eine  Gerade  der 
Fläche  fünf  anderwärts  berührende  Ebenen  möglich;  der  fünfte  Be- 
rfihrnngspunkt,  der  einzige  Punkt,  welcher  die  Gruppe  8)  ausmacht, 
wird  dargestellt  durch 

Die  Punkte  9)  und  10)  dagegen  sind  die  zehn  Punkte,  in  welchen 
die  Verbindungslinien  je  zweier  der  Berührungspunkte  mit 
der  Fläche  nochmals  zusammentreffen. 

Ans  den  Gleichungen ,  welche  hierzu  gehören,  ergeben  sich  ohne  Wei- 
teres folgende  Lehrsätze : 

Wenn  man  durch  eine  Gerade  einer  Fläche  dritten  Gra^ 

des  an  dieselbe  die  möglichen  fünf  Tangentialebenen  führt 

ond'durch   drei  der  Berührungspunkte   dieser  Ebenen  eine 

*Ebene  legt,  so  schneidet  diese  die  Verbindungslinie  der  zwei 

snderen  Berührungspunkte  auf  der  Fläche. 

Wenn  man  unter  jenen  fünf  Berührungspunkten  vier  ans- 
sncbt,  diese  zu  Ecken  eines  Tetraeders  wählt  und  die  Punkte 
verbindet,  in  welchen  je  zwei  gegenüberliegende  Kanten 
des  Tetraeders  der  Fläche  nochmals  begegnen,  so  schnei- 
den sich  die  drei  so  entstehenden  Linien  gegenseitig  im 
ffinften  Berührungspunkte. 

Wenn  man  zu  jedem  der  Punkte,  in  welchem  dieKanten 
dieses  Tetraeders  der  Fläche  nochmals  begegnen,  den  zu- 
gehörigen harmonischen  Theilpunkt  bestimmt,  so  liegen  die 
sechs  Theilpnnkte  in  einer  Ebene. 

Der  Schlusssatz  in  S  3  nimmt  folgende  Form  an : 

Wenn  man  zwei  der  fünf  Berührungspunkte  verbindet 
und  in  dem  Punkte,  in  welchem  die  Verbindungslinie  der 
Fläche  nochmals  begegnet,  eine  Tangentialebene  an  die 
Fläche  legt,  so  schneiden  diese,  sowie  die  Ebene  durch  die 


^ 
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,t^^^ ^.r^f^'^ ■f^-'  '^^»^^^>^^^'«''.*v*% 


drei  übrigen  Berttbrnngspunkte  ond  die  auf  der  Flftcbe  ge- 
wftblte  Gerade  sieb  in  einem  Punkte. 

Die  Oleicbang  20)  »teilt  für  rs=2  eine  Fläche  dritten  Grades 
dar,  aufwelcber  sich  drei  Gerade  in  einem  Punkte  schneiden 
und  in  einer  Ebene  liegen.     Die  Sfttze  des  $  6  lauten  daher : 

Wenn  drei  gerade  Linien  einer  Fläche  dritten  Grades  in 
einer  Ebene  liegen  und  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so 
liegen  die  Berührungspunkte  der  zwölfEbenen,  welche  man 
durch  jene  Geraden  noch  an  die  Fläche  legen  kann,  in  einer 
Ebene.  In  dieser  Ebene  liegt  auch  die  Bertihrungscurve 
des  Tangentialkegels,  welchen  man  vom  Schnittpunkt  jener 
Goraden  aus  noch  an  die  Fläche  legen  kann. 

Der  betreffende  Schnittpunkt  vertritt  bei  den  Flächen  dritten  Grades 
in  gewisser  Beziehung  dieselbe  Stelle,  wie  ein  Wendepunkt  bei  den  ebenen 
Curven  dritten  Grades. 

Wenn  die  Berührungspunkte  von  vier  der  Tangential- 
ebenen, welche  man  durch  eine  Gerade  einer  Fläche  dritten 
Grades  an  dieselbe  legen  kann,  in  einer  Ebene  liegen,  so 
liegt  der  Berührungspunkt  der  fünften  Tangentialebene  in 
der  Geraden  selbst  und  diese  Ebene  schneidet  in  drei  sich 
in  einem  Punkte  treffenden  Geraden. 

Wenn  die  Berührungspunkte  von  zwei  durch  eine  Gerade 
einer  Fläche  dritten  Grades  gehenden  Tangentialebenen  in 
der  Geraden  selbst  liegen,  so  liegen  die  Berührungspunkte 
der  drei  übrigen  Tangentialebenen  in  einer  Geraden,  und 
umgekehrt.  • 

Chemnitz.  Dr*  F.  E.  Eckardt. 

YIL   lieber  die  Beziehung  der  mittleren  Bewegnngsintensität  der  Atome 
eines  beliebigen  festen  Complezes  zu  dessen  absoluter  Temperatur. 

Zur  Ermittelung  des  fraglichen  Zusammenhanges  betrachten  wir  zu- 
nächst einen  zweiatomigen  Üomplex,  dessen  Bestandtheile  sich  ursprünglich 
in  der  Distanz  %  in  einem  stabilen  Gleichgewicht  befanden,  jedoch  zu  Be- 
ginn der  Zeit  /  kleine  Verschiebungen  tf, ,  tf,  in  der  Richtung  ihrer  Verbin- 
dungslinie erhielten ,  und  suchen  den  mittleren  Abstand  und  die  mittleren 
Bewegungsintensitäten  beider  Atome  auf  analj^tischem  Wege  zu  bestimmen. 
Hierbei   setzen  wir  vorläufig  voraus,   dass  zwischen  beiden  Atomen  eine 

Kraft  von  der  Form  .«.  ^ 

Ä=  — i"   cos  — 

wirksam  sei^  also  x  einen  der  Werthe 

2a      2  a      2  a  2o 


n  '    hn      ^n     '"  (4Ä  +  l);c 
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besiUe,  nnd  machen  ferner  die  Annahmo ,  dass  in  don  die  Bewoguug  der- 
selben charakterisirenden  Oleichnngen 

»1,5,  +  »Wf  *t  ^^^  ^t  ^1  "^  ^f<>tt       {^  =^  ^1  "1"  ^t  1 
-— r  =  — 7— ; \mCOS ; »  ||  =  5,  — 5.) 

dritte  nnd  höhere  Potensen  von  u  ohne  merklichen  Fehler  yernachlftssigt 
werden  können.  Die  2nr  Auffindung  von  u  dienende  Differentialgleichung 
berft«t  dann  die  Form      ^^  ^^j^j     /        3   v 

and  liefert  unter  Anwendong  eines  bekannten  Verfahrens  sofort  /  in  Func- 
tion von  u  „ 


^  »Vx    r 


du 


>{a(4x-ff)  +  l4x-j)M-w'i 


tt 


Vi^u 


^  0 

Diese  Relation  erhält  nach  Einführung  der  Constanten 

X  — «ff  +  l/x*^+4xa— 12a'       x/       Va     4<j'\ 

die  Geatalt  i/-    - 

0 

nod  verwandelt  sich ,  wenn  wir 

■etzen,  m 

j_  xV2x  /' 1; 

=_i?Lr.-^+ü^)rÄ'-  / ''i 1 

yatM^         X       ax'/L       y  ^(i_ ,»)(!_ ;t«jt)J' 


«orana 
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,t^        .X      cosam{at) 

V  =  smam  (ä  —  a /)  =  — ;^— r 

^  Jam{at) 

folgt.    Die  diesem  Werthe  von  v  entsprechende  Lösnng  für  u  lantet 

w  =  2<f(i )- ,^    .  ,     \  \  —  g(l ) 

und  soll  nun  noch  auf  eine  praktisch  branchbarere  Form  gebracht  werden. 
Da  n&mlich  die  Grössen 

T 

^    /*     sin^q>dq> 
^  J  j/i^k^sin'^ 


K 


2 

0 

ff 

1^ 


,        AT'^  ,     {k*\      2<j/        1U\ 

von  der  ersten  Ordnung  der  Kleinheit  sind,  so  können  wir  auf  die  fUr  u 
gefundene  Integralgleichung  unmittelbar  die  bekannte  Reihenentwickelnng 
für  tin*amu 

anwenden  und  erhalten  so 

w  = h  <J  1 1 KOS  -= cos  — -— , 
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•^.^S^^>i''^-^'^»,^.^<^*.,^^*.yN,^,^^^»,_^^S^-,^.^.^,^^      ^   J-^^-  ^^„^^^^^'^.^^^•^  ^  ^.^.^•.^.^^  ^  ^^.^^-^  ^^.  ^^jm.^^^,^.^^^^ 


■  ^  .Ä-Ä^.^.^^«,^'  ^ 


HierDaeb  erb&lt  u  für  /=:0  seinen  Maximal werth  ti'=a,  verschwindet  für 

yi\    1%    »«V 


l  — 2')(1-  ^«2«) 
0 

4  ■^2S"*'2ic« 


wird  rnr 


xa  einem  Minimam 

und  erreicht  für  /=t  abermals  die  Grösse  a.  —  Die  Einfübrnng  von  t,  der 
^meinsaroen'  Scbwingungsdaner  der  beiden  Atome  in  die  u  bestimmende 
periodisebe  Reihe  ei^iebt  dann 

und  für  den  mittleren  Abstand 


■ß 


0 

der  Atome  wSbrend  einer  Schwingangsdauer  den  einfachen  Aosdruck 

.  3«» 

weil  die  Integrale 


cos  —  ////,     1  CO?  —  idt 


0  ü 

▼«rfichwinden.   Ans  den  bekannten  Geschwindigkeiten 


_      2m^na\f^       a\    .  2;t,      a    .  4;r  ) 

^er  Elemente  des  Complexes  erhalten  wir  ferner  für  deren  Schwingungs- 
intensitaten  die  Ansdrflcke 

oder  ^  ^  ^  ^ 


n 
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so  dass  —  anter  fi',  fi^'  zwei  lediglich  von  der  speciellen  Beschaffenheit  des 
gegebenen  Systems  abhängige  Constante  verstanden  —  zwischen  r^  und  t'i, 
resp.  if  die  Beziehungen  stattfinden 

r»,  =  X  +  fi'f ,  =  X  +  fi"f,. 

Ihre  Differentiation  führt,  da  x  eine  unveränderliche  Grösse  darstellt,  auf 
die  Gleichungen         ^^^ ^  ^>^.^  ^  ^^^^   ^^^  _  ^^rf,.^ 

welche  sich  unter  die  allgemeine  Formel 

1)  dr„  =  ^  dt 

subsumiren  lassen,  wenn  wir  mit  t  die  mittlere  Bewegungsintensität  beider 
Atome  bezeichnen.  Dieselbe  gilt,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
bei  entsprechender  Veränderung  von  fi  auch  für  jedes  andere  Kraftgesetz 

wenn  nur  F(r,  a)  eine  continuirliche,  innerhalb  des  Intervalles  0  bis  oo 
überall  endliche  Function  von  r  ist,  welche  für  r=x  +  ''  negativ,  für  r=x  —  t/ 
positiv  wird  und  sich  für  beide  Werthe  dieser  Veränderlichen  in  eine  con- 
vergente  unendliche  Reihe  von  der  Form 

a,  M  +  fl, «•  +  fl, fi*  +  . . .  in  inf,  (a,,  a^  ^  0) 

entwickeln  lässt. 

•  

Das  in  ihr  enthaltene  Gesetz  kann  kurz  in  folgender  Weise  aus- 
gesprochen werden: 

Jede  relativ  kleine  Aenderung  der  mittleren  Bewegungs- 
intensität der  Bestandthcile  eines  zweiatomigen  Complexes 
verursacht  eine  ihr  proportionale  Aenderung  des  mittleren 
Abstandes  seiner  Atome. 

Nun  lehrt  die  Erfahrung,  dass  die  Volumveränderung ,  welche  irgend 
ein  fester,  aus  einer  beliebigen  Anzahl  von  Atomen  gebildeter  Complex 
infolge  einer  relativ  geringen  Erhöhung  oder  Erniedrigung  seiner  absoluten 
Temperatur  T  erleidet,  in  geradem  Verhältnisse  zu  dieser  Temperaturver- 
änderung steht,  d.  h.  es  muss  speciell  für  ein  zweiatomiges  System  neben 
der  Gleichung  1)  auch  eine  Relation  von  der  Form 

2)  dr„=vdT 
eziatiren.    Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  1) : 

Die  absolute  Temperatur  jedes  zweiatomigen  festen 
Complexes  ist  proportional  der  mittleren  Bewegungsinten- 
sität seiner  Elemente. 

Dass  dieser  Satz  allgemein  auf  n  zu  einem  festen  Körper  verbundene 
Atome  übertragen  werden  kann,  lässt  sich  dann  leicht  apagogisch  nach- 
weisen, indem  jede  andere  Annahme  über  die  Beziehung  von  T  zu  t  in  ihrer 
Anwendung  auf  den  Specialfall  n  =  2  auf  ein  widersprechendes  Resultat 
führen  würde. 

Wien.  Dr.  O.  Simont. 


IX. 

Onmdzttge  einer  neuen  Moleculartheorie  unter  Voraus 
Setzung  Einer  Materie  und  Eines  Kraftprinoipes. 

Von 

Dr.    OSCAB   SiMONY 
in  Wien. 

(Alf  FoTUetmng  in  Jahrg.  XIX,  Heft  4,  S.  299—323.) 


§  8. 
Anknöpfend  an  jene  Untersuchungen  des  S  7,  welche  sich  auf  die  mög- 
lichen Bewegnngserscheinnngen  dreier  gesonderter  Atome  für  den  Fall 
relativ  sehr  kleiner  Verschiebungen  ihrer  Centren  bezogen,  wird  die  Hanpt- 
aofgabe  des  vorliegenden  darin  bestehen,  dasselbe  Problem  auch  für  solche 
Verschiebungen  zu  behandeln,  deren  höhere  Potenzen  nicht  insgesammt 
ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigt  werden  dürfen.  Wir  wollen  also 
vorläufig  annehmen,  dass  in  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  der 
drei  Atome  ausser  den  ersten  auch  die  zweiten  Potenzen  von  ^,,  $,,  ^3,  resp. 
&*  ?t}  &i  ^t9  Is)  ^s  1°  Rechnung  zu  ziehen  seien,  und  in  Analogie  mit  S  7 
CQD&cbst  jenen  Fall  untersuchen,  in  welchem  ursprünglich  alle  Atomcentren 
eine  gemeinsame  Centrallinie  besassen  und  deren  anfängliche  Verschie- 
bungen tf|,  0(9  <^s  sämmtlich  in  der  Richtung  der  letzteren  liegen.  —  An  die 
Stelle  der  Relationen  00)  treten  dann  die  folgenden : 

or                                \            ici,2      )                            \  »1,3 

,40)  \    _=-.m.(.,-.OJl---^^j+c^.(^.-^.) ^^^ 

^S%  .         /  x(  3(5,  — 5,)j  ,  A  3(''8— *t)j 

^•  =  -6«.  (,.-,.)  j.—i^j-c«,(..-..)j. ^ 

ans  welchen  sich  für  die  Elongationsdiffcrenzen 

Ml)  d;  — </,=!/,       </,— rf,  SSV 

der  Atome  leicht  die  DifiPerentialgleichungen 

Z«tUdltift  f.  MathamfttUc  u.  Pbysik,  XX,  3.  \% 


178  Grundzüge  einer  neuen  Moleculartheorie  etc. 


■  ^^  ^^^  ^.j 


är  \Xi,2         Ä2,3>'  «2,3  \Xl,3        Xj.s/ 

142)       ^                                           —  (ailf,  +  cm,)M  — (6— c)m,», 
-— =3#/itl  —  +  — Im« ^wv  +  3(  _»  +  — 5)|,t 

«r  \«i,2       X2,8/  Ä2,3  >X1,3        Ä2,3>' 

—  (a— c)  m,M  —  (5if,  +  cm,)p 

ableiten  lassen.  Um  hieraus  u  und  t;  zu  bestimmen,  setzen  wir,  unter  /i,,  a,; 
^11  *t  vorläufig  unbestimmte  Grössen  von  der  Ordnung  a,  unter  ß^,  Og,  /i^,  ag, 
^6  9  ^7»  ^s)  ^o>  ^8*  ^4)  ^6»  ^6*  ^7»  ^s  6<>l<^b6  von  der  Ordnung  ö^  verstehend: 

««=00+  K+^)  <^ö*fh'+  («8  +  ^4)  <^05f*2' 

d.h. 

W«   =  4  (öl«  +  Oj«)  +  «1  «3  CO*  (f*!  +  fla)  /  +  Ol  «3  cos  (fii  — 1*2)  ' 

+  4ai«co«2fii/+4a3«co52f*2/, 
w»  =  i(öi*i  +  flg&g)  +  4(^3 !>i  +  ai^s)  cos{ii^  +  fi^)  l 

r«  =  J  {h^ + 63«)  +  Äi 63  CO* (^1 + ^2)  '  +  *i  ^  CO« (1*1  -  fA»;  t 

+  i^l«  C0S2fli/  +  \  63«  C052fl2^ 

und  substituiren  diese  Ausdrücke  in  142).  Beide  Gleichungen  erhalten  dem- 
zufolge die  Form 

i>+  ö  cofff*! r  +  Ä  cotf^j/  +  S cos (i^i+fij) '  +  3f  co*(|ai— fij)  r  +  U€os2fi^ ( 

und  liefern ,  weil  sie  für  jeden  Werth  von  i  bestehen  sollen ,  unmittelbar  18 
Relationen  zwischen  jenen  unbestimmten  Coefficienten  a^  . . .  Og>  ^o  -  •  -  ^s  ^^^ 
den  Oonstanten  von  142).  Hierzu  treten  dann  noch  als  Anfangsbedingungen 
für  /s=aO  die  vier  weiteren  Besiehungen 

!«1  +  «3=  ^2  —  ^1 »  *1  +  ^3  =  ^3  ""  ^1 1 
«0+  «9  +  ^»4  +  <'5+  '»6  +  «7  +  «8==Ö> 
fto  +  ^  +  ^+*5+*6+^  +  ^8=0, 

SO  dass  hiernach  zur  Bestimmung  der  20  Unbekannten  Og . . .  Og;  Aq  . .  ■  63;  fti^ 
(«2  im.  Ganzen  22  untereinander  verschiedene  Gleichungen  erhalten  werden. 
Die  Lösung  des  Problems  durch  die  Formeln  143)  ist  also  nur  in  dem  Falle 
möglich,  dass  von  diesen  22  Relationen  zwei  als  eine  nothwendige  Folge  der 
übrigen  erscheinen.  —  Dass  diese  Bedingung  hier  thatsächlich  erfüllt  wird, 
zeigt  eine  nähere  Betrachtung  der  ersten  acht  Gleichungen,  welche  die 
Coefficienten  von  cosi»,^t^  cosfi^i  in  142)  nach  Sonderung  der  Grossen  von 
der  Ordnung  a  von  jenen  von  der  Ordnung  a*  liefern: 

(fl i«/,  +  cm3  —  |»i«)  Ol  +  1W3  (ft  —  c)  6,  =  0 , 
/Mg  («  —  c)  «1  ^{bM^  +  c  f»2  —  |u j^)  6j  =  0 ; 
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'■^-^-'■'»^W    ^^vi«i«^_ 


{aM^  +  cm^  —  i»!*)  ög  +  mj  (6— c)  Ag  =  0, 
f»,  (a— c)  «j  +  (^  ^2  +  c*«  ■"  Ml*)  '^2  ~  ^  5 
(ö^l  +  Cmj  —  (Llj«)  «8  +  Wj  (Ä  — c)  ^8  =  0, 
ffij  (a  -c)  «3  +  (6  Afj  +  cmg  —  fij,«)  Äg  =  0; 

(a^i  +  cm^  —  ^«)  «^  +  mg  (6-r)  Ä^  =  0,  " 
lllj  (rt—  c)  fl^  +  (*  ^2  +  <^  '"a  ""  <■*«*)  *4  =  ^• 

h        h  h        h 

Dieselben  lebren ,  dass  die  Verhältnisse  -^ ,    *  ,  beziebnngsweise  -^,  ~  ein- 

«1     «2  ^'s     «4 

ander  gleich  sind,  und  liefern  für  jedes  derselben  zwei  verschiedene  Werthe, 
deren  Oleichstellnng  zur  Kenntniss  von  ^^^  yi^  führt.  Hierbei  erscheinen 
diese  beiden  Unbekannten  als  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

ir*  — (fl^j  +  &^, +  cilf8)  ar  +  M (abtn^  +  acm^  +  bcm^)=:0 

and  coincidiren  daher  völlig  mit  den  Aasdrücken  105).  Drücken  wir  ferner 
mit  Hilfe  der  nunmehr  bekannten  Quotienten 

lij^  —  inM^  +  cm^)  _6Jlfg  +  fmg  — m,^  _ 
(6  — c)W3  (ft  — c)m3  ^ 

6|,&8  in  Function  von  a^,  O3  aus  und  gubstituiren  die  so  erhaltenen  Oleich« 

in  die  sweite  der  Anfangsbedingungen  144),  so  liefert  deren  Combination  mit 

«1  +  «8  =  ^2  ""  ^i 
unter  Berücksichtigung  der  Beziehung 

(a — c)m^ 
alle  fraglichen  Constanten  von  der  Ordnung  a 


_  [^2^  —  (g  if,  +  fe  mg)]  g,  -  f/it^»  —  (g  .y,  +  cm^)]  a^  +  (fc-c)  Wg  <j 


3 


f*!"-^"^ 


g«  ^—  •"■" 


(T 


3 


Ol'  --{nM^  +  b  W3)]  g^  -  [^^»  -  (fl  M^  +  ruig)]  g^  +  (6  — c)  m^a^ 

*  P  —  V 

_  1^2*  —  («  ^2  +  ^  ^«)1  ^J  ±  (_"  —  ^)  ^_2  <y2  —  [f2'-^(^^8  +  <^^2)l  ^ 

12* 
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8  8  '•  • 

Die  bisher  verwendeten  zehn  Bedingnngs^leicfaangen  lassen  folglich 
zwölf  Constante  vorläufig  unbestimmt ,  indem  aus  ihnen  ausser  den  sechs 
soeben  aufgezählten  Unbekannten  a^  ^3;  A^  ^3;  ju^  fi^  lediglich  die  Verhält- 
nisse 

a^  «4 

berechnet  werden  können,  und  hiermit  ist  der  Beweis  für  die  richtige  Wahl 
der  Ausdrücke  143)  geliefert,  denn  es  bleiben,  entsprechend  den  zwölf  Un- 
bekannten 

S»  ''2»  ^4'  ^6»  ^6^  ^7»  '^S»    ^0»  *6»  ^6»  *7»  ^8 

nach  Abzug  jener  zehn  Relationen  noch  deren  zwölf  übrig,  welche  nach 
Einführung  der  Abkürzungen 

V«1.2         X2,»/  »a.8  ^*1.3        «2,3/ 

a^i  +  <?»W3  =  ^4,     1W3  (Ä  — r)  =  ^5; 

»12(0  —  c)  =  ß^ ,       ft  ^/g  +  ClWg  =  ^5 

folgende  Schreibweise  gestatten : 

^s+  ^6^0  =  4  ^1  («,'+ V)  -  ^2  («1  ^  +  «8^)  +  i  ^8  (^'+ V); 

[^4  —  ((*1  +  |W«)T  ^'5  +  ^5^5=  ^1^1  "8  +  ^2  («1*8+  «8 M  +  ^8*1*8' 
^4^'5+  [^5-  (f*I  +  f*2)'J*6=  ^l«l«8-  ^2  («1*8  +«8*l)  +  ^3*1*3; 

[^4-  (/^l"-f*2)*J  «6+  ^6*6=  '^1«1«3+  ^2(«l*8  +  «8*i)  +  '^3*l*8» 

^4«ß  +  [''ö-  (f*l-f*2)*]  *«  =  ^1«1«8  -  ^2  ("1*8  +  "8*1)  +  ^8*1*85 

(^4  -  4^1«)  ri,  +  J^b^  =  4  ^,  «1«  +  .>/,/!, 61  +  4  ^36,2, 

^4  ^'7  +  (  f^\  -  4  ^1*)  *7  =  4  ^1  V  -  ^2^'l  *l  +  l  ^3  \'; 
(^4  -  ^flgä)  ,,g  ^-  .^j6g  =  i  -^1  V  +  ''^2^'8*8  +  1^3  V» 
^4^'8+(^V,-</'2')Ä8  =  l^l«3'-'^2«8*8  +  4^8V; 

"2  +  ''4  =  —  (Ö0+«o+«6  +  «7  +  «8^  ' 
P"2+5^«4  =  — (*0+*6  +  *6  +  *7  +  *8)- 

Dieselben  zerfallen  offenbar  in  sechs  Paare  von  Gleichungen ,  welche  stets 
je  zwei  Unbekannte  enthalten*  und  daher  eine  so  einfache  Bestimmung 


*  Das  hier  benütste  Verfahren  sur  Integration  der  Qleichnngen  142)  ist  das 
einzige,  welches  anf  eine  einfache  Art  zn  einer  allen  Anfordernngen  genügenden 
Losung  derselben  führt,  und  jenem  durch  periodische  Reihen  von  der  Gestalt 
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derselben  ermdglichen,  dass  wir  uns  darauf  beschränken  können,  aus- 
seblieselich  a^  und  6^  in  expliciter  Form  darzustellen ,  weil  die  Kenntniss 
dieser  beiden  Grössen  zu  einer  klaren  Einsicht  in  die  durch  142)  charak- 
terisirten  Bewegungserscheinungen  in  erster  Linie  erfordert  wird.  —  Be- 
rechnen wir  n&mlich  die  mittleren  Abstände 

der  drei  Atome  während  der  ganzen  Daner  ihrer  Bewegungen ,  so  erhalten 
wir  mit  Kiföksicht  auf  die  fttr  jedes  reelle  k  giltige  Beziehung 

t 


/' 


cos  ktdt 


,.       ^  ,.     sinkt     ^ 

litn  =3    hm  — - —  =  0 : 

r=<»  t  ir=gB     kt 


J{»i,t  +  »)dl 


M6)  Xi,t=  lim ^=,x,,  +  a„ 


deshalb  ▼orznziehen,  weil  hierbei  die  nnbestimmten  Coefficienten  Uft,  ut^  u^  . . .  u^  , . , 
keineswegs  im  Verhältnisse  steigender  Potenzen  von  a  abnehmen ,  und  bereits  die 
Qaadrirang  eines  derartigen  Aosdruckes  anf  die  unendliche  Doppelreihe 


»1=0  «=1  '^        / 


m=p  n=aD 


«t)«2p+l+  ^   «'m«2p  +  I-i»+  2  w„«2p  +  n  +  l)^<>«('^/'+J)« 
«1  =  0  n  =  l  / 


•   «   • 


führen  würde.  Uebrigens  besteht  zwischen  beiden  Verfahren  insofern  ein  Zusammen- 
hang, als  sich  rosfi^t^  co»fi^t,  cos{fii+fi^)ij  ...  unter  Benutzung  der  bekannten  Ent- 
wickelang 2sinßni\       aomx     aeos2x     ucosZw  i 

immer  in  unendliche  Reihen  von  der  gewünschten  Form  verwandeln  lassen.  Was 
endlich  die  dritte ,  gewöhnliche  Methode  zur  Auflösung  simultaner  Differentialgleich- 
ungen anbelangt,  so  ist  dieselbe  nicht  einmal  auf  die  einfachsten 'Specialfalle  von 
142)  anwendbar.   So  erhielte  man  i.  B.  für 

lur  Besiimmang  von  u  und  v  die  nicht  integrabeln  Eliminationsgleichungen 

'\ä?  d?)  ^'d?\d?)  d¥^\ä?)  -  '«^^«'^5?)  =ö- 


^ 
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und  analog 


% 


woraus  die  Noth wendigkeit  einer  genauen  Discussion  von  a^^  6^,  reap. 
^0 — ''o  ^^c'^tl'^^h  hervorgeht. 

Hierbei  erscheint  es  vorthoilhaft,  drei  F&lle  zu  unterscheiden,  je  nach- 
dem die  Grössen  a,  6,  c  einander  gleich ,  oder  theilweise  oder  insgesammi 
voneinander  verschieden  sind. 

Im  ersten  Falle,   für  welchen  fij,  fi^  gleichzeitig  den  gemeinsamen 

Wjörth  

II  z=  j/aM 

erhalten,  und  demzufolge  u  und  v  in  die  merkwürdigen  Ausdrücke 
übergehen,  bestimmen  sich  o^,  b^  aus  den  ziemlich  einfachen  Gleichungen 

2»  |\«1,2        ltl,3/     '  \Xl,2        «»y     *  '\X|,3       X2,8/    * 

147)  <  1  >  » 

2iW|\xi,3        XI  2/  \X1,2        X2.8/  \Xl,a        X2,3/ 

2m9  2lf«  Sfif»         i 

*1,2  J*l,3  »2,8  I 

welche  sich  offenbar  unter  die  allgemeinen  Formen 

148)         I     ^'0  =  '<»i*  +  »w  <jj*  +  «  V  +  ;>  tfj  tfg  +  y  «1*3  +  r  tfgffj, 

subsumiren  lassen.  Dieselben  enthalten  ausser  einer  Reihe  constanter,  den 
Kelationen 

^  t     t  +  m+n'  +  p+q'+r'^O 

Genüge  leistenden  Coefficienten  im  Ganzen  drei  ver&nderliche  Elemente 
tfj,  «21  ^3)  ^^^  ^B  entsteht  jetzt  die  Frage,  ob  wir  dieselben  unter  gewissen 
Voraussetzungen  Über  l^  f]  m^  fn;,,,  vielleicht  so  wählen  können,  dass  a^ 
und  bQ  gleichzeitig  verschwinden.  Um  hierüber  zu  entscheiden ,  setzen  wir 
der  Kürze  wegen 

150)  ~=«,    ^  =  y 

und  bilden  hierauf,  von  den  als  coexistirend  angenommenen  Beziehungen 

\     m'x^  +  rxy  +  ny^'J^p'x  +  q'y  +  t^O 
ausgehend ,  die  ihnen  correspondirenden  Eliminationsgleichungen 
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152) 


ma^  ^  px  +  / 

n 

2 

rx  +  q 

n 

mx^  -|-  px  -|-  ( 

n 

r  x^  q 

n 

ny^  +  gy  +  i 

m 

2 

ry  +  p 

m 

ny+qy+i' 

m 

mmmmm 

ry+P 

m 

mx^  ^px-i^l  rx  +  q 

mx^  +  px  +  t  rx  +  q' 

ny^  +  qy  +  l  ry+u 

«y  +  Q'y  +  l'  ry  +  p 


tVLT  Bestimmung  von  x  und  y.  Ihre  weitere  Entwickelung  zeigt,  dass,  sobald 
Ijt;  m,  m'; ...  den  Bedingungen 


153) 
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nachkommen,  x  und  y  jederzeit  zwei  Gleichungen  vierten  Grades  zu  be- 
friedigen haben ,  deren  jede  lauter  reelle  Coefficienten  und  demzufolge  ent- 
weder ausschliesslich  complexe,  resp,  imaginäre,  oder  mindestens  zwei 
reelle  Wurzeln  besitzen  muss ,  indem  ja  nicht  reelle  Wurzeln  in  ihnen  nur 
paarweise  vorkommen  können. 

Nun  bestehen  aber  für  die  Constanten  der  Grundgleichungen  151)  an- 
dererseits die  Relationen  149),  nach  welchen  die  Formeln  148)  und  mit  ihnen 
beide  biquadratische  Besolventen  verschwinden,  falls 

164)  .T  =  l,    y=  1 

wird,  d.  h.  falls  alle  Atome  gleichgrosse,  gleichgerichtete  Verschiebungen 
erleiden.  Es  müssen  mithin  wenigstens  noch  zwei  weitere ,  reelle  Werthe 
dieser  Verhältnisse  vorhanden  sein,  welche,  wenn  die  nach  Potenzen  von  .r, 
resp.  y  zn  ordnenden  Polynome  152)  nicht  durch 

{x  —  1)^  beziehungsweise  (y  —  1)* 

ohne  Rest  theilbar  sind,  stets  von  der  Einheit  verschieden  ausfallen  und 
daher  a^ ,  b^  der  Null  gleich  machen ,  obwohl  für 


ffl^CTjj 


'8 


jederzeit  Bewegungen  von  Atomen  eintreten. 

Wir  können  übrigens  indirect  nachweisen,  dass  die  zuletzt  über  152) 
gemachte  Voraussetzung  thatsächlich  nie  erfüllt  wird.    Denn  schreiben  wir 


den  Werth  von  b^  in  der  Form 


3 
2Jf 


[nie 


^Xl,2       »2,3/  »«I,s 

^)(«.- 

«2,»/ 


+  f^  + 


0,)'"^ 


Vxi,3        «2, 

10  wird  sofort  ersichtlich ,  dass  derselbe  für  alle  von  der  Einheit  verschie- 
lene  x  und  y  immer  grösser  bleibt,  als  der  wesentlich  positive  Ausdruck 
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3a 


2M 


«(        \Hl,2        »2,3/  ^Xl,8        «2,3/ 

-5<'-'"-"/('+^:)('+^:)i 
=i%'l<'-V-(.i+i)-<'-"/S+?i' 

Ertheilt  man  demnach  den  Elementen  eines  dar«h  die  Gleichungen 

charakterisirten  dreiatomigen  Complexes  derartige  centrale  Verschiebungen 
^v  ^2*  ^9i  ^^^B  ^'^^  deren  dritte  Potenzen  ohne  merklichen  Fehler  vernach- 
lässigt werden  dürfeU)  so  erhält  der  mittlere  Abstand  seiner  Grenzatome 
unter  allen  Umständen  einen  positiven  Zuwachs  6^,  während  einer  der  beiden 

übrigen  mittleren  Abstände  xi,2 ,  beziehungsweise  X2,3  gleichzeitig  nnyer- 
ändert  bleiben,  ja  sogar  verkleinert  werden  kann.    So  verschwindet  z.  B. 


a^ftir 


^Z        «2,8 


und  erhält,  sobald  das  erste  und  zweite  Atom  um  gleiche  Strecken  verscho- 
ben werden ,  den  zufolge  der  Relation 

Xl,3  =  «l,2  +  X2,8 

unbedingt  negativen  Werth  % 

2M  \X2,8        »1,3/ 

Es  lässt  sich  ferner  leicht  die  Ueberzeugung  gewinnen,  dass  der  soeben 
ausgesprochene  Satz  auch  filr  den  allgemeinsten  Fall 

in  welchem  a^,  h^  durch  die  complicirten  Quotienten 

«/»»s ."««:. '»i\)*  W    *t,^  i^  »'    bxty  >  »^  » »^ 


155) 


«0=  -7 If-^+j:^  — ^)(V+V) 


2m 
+ 


^,K^-K*.)+?C-|;;-;4)(V+*.*)! 


ax2, 

charakterisirt  'werden ,  seine  Oiltigkeit  behauptet. 

Denn  der  kleinste  mögliche  Werth  von  6^,  welcher  fUr 

^1    ^1**^ 


,  Dr.  0.  8iuoiir. 
r  Doeh  grtisaer  als  die  positive  Somine 
r     \       «1,1/ V       fl  "",«1,»     c  m,»i,j/ 

4. 7/(1  + «=.•)(,  + iL  ?y5_=^^!VoJ) 

0X5,j      oxi.s/      1 
Quadrate 

U        'r     cxi,i     öxj,!     a«i,>) 

e  des  Auftretens  Degatirer  Glieder  bei 
0(',  resp.  6,*  +  *j* 

nir  a  =  A  =  c  Tsrüreo  können.  Aasserdem 
nnug  der  Aggregate 

Ihec  nntersncbten  specielleien  Wertlie  von  a^ 
in  148)  nnd  UO)  unmittelbar  anf  die  Formeln 
,  indem  ans  denselben  nach  Anwendung  der 

rerscb  winden. 

zwei  der  Coustantea  a,  b,  c,  %,  B.  a  and  c  ein- 
stelle von  156)  die  einfacberen  Beziehungen 

2  (am, +  6*;) 

(»»!,  + J«,) 

'.       «.  =  J(«.-«,).       ».  =  «.-«,). 

e  saffallenden  RelatioDen 

n  +  ft)g,'— 2ag,ff,— 26gig,  — 2atf,ffg| 
4*(a  +  26) 
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hea.  Bei  drei  congrnenteti  Atomen  findet  also  jederaeit  eine  Vet- 
ig sSrnnitlicher  mittlerer  Abstände  der  Atome  statt,  welche  «ich  anf 
tjj  gleichmftssig;  rertheilt  nnd  von  deren  Massen  nnabhängig  er- 

mit  babpn  Jone  UnlerauchQngen  ibren  Abacblnjs  gefunden,  welcbe 
klaren  Verständnisse  der  Variabelen  u  und  e  erforderlicb  waren, 
Hbrigt  nur  noch,  ancb  die  Elongationen  t^^,  ä^,  <f,  nnd  fiewegungs- 
en  t, ,  1*2 ,  I,  der  Atome  in  Fnnction  der  Zeit  darzustolleo.  Um  die 
renannten  Unbekannten  zn  findeo,  beeieben  wir  dieselben,  wie  in 
ie  um  S  verschobenen  stabilen  GleicbgewicbteUgen  der  Atome  und 
m  die  unter  dieser  Voraussetzung  gütige  Gleichung 

m,  d,  +  nij  dj -J- Big  dj  =  0 
So  ergeben  eicb  die  Beziebnngea 

,,=_?^+^',  ..--vi^',  ..=ai^«, 

Elongationen  der  Atome  besteben,  falls  man  auch  die  zweiten 
von  (Tj,  <f^,  a^  berlick  siebt  igen  muse,  regelmässig  aus  je  zwei  Be- 
len,  einer  conatanten,  lediglich  von  a^,  b^,  m,,  m^,  m^  abhängigen 
ad  einem  mit  i  vsnirenden  Ausdrucke,  welcher  im  Allgemeinen 
I  einfach  periodischen  Uewegungen  von  den  Sc hwingungs dauern 

wird.    Hierbei  erscheinen  die  Amplituden  J^^,  A^;  By,  B^\  C^,  C^ 
iwingungen,  welche  den  Factoren  cosfi^t,  cosit^i  zugebören,  anter 
meinen  Form 
'i' +  S"J/ +  '' «s' +  '<^i''ii  +  '"*i ''s +  "<'!i*s  +  P<^i  +  V*^i +  *■*«■ 

p,  g,  r  für  alle  übrigen  periodischen  Glieder  verschwindea.  Es 
er  immerhin  möglich  sein,  tf, ,  a^,  a,  so  zu  wShlan,  dnss  von  den 
lannten  Coefficienten  ansscbliesslicb  drei  wegfallen ,  indem  diesel- 
ch  Null  gesetzt,  nicht,  wie  die  Relationen  108),  die  relativen  Vor- 
der Verschiebungen,  sondern  diese  selbst  bestimmen.  Hingegen 
:h  irgend  drei  andere  Amplituden  A,  B,  C  vou  der  Ordnung  iT*  nur 
Bedingung  aus  d,,  rf^,  d^  eliminiron,  wenn  ihre  periodischen  Fac- 
iche  Argumente  besitzen,  in  welchem  Falle  jede  der  Gleichungen 

J  =  0,     £  =  0,     C=0 
iwendige  Folge  der  beiden  anderen  ist.     Dies  bat  darin  seinen 
ass  derartige  Beziehungen  nach  Division  durch  <f,'  ausser  den  Ver- 
1  X  nnd  y  keine  willkürlichen  Grössen  enthalten. 
.  Kcbliesslicb  die  Berechnung  von  tj,  >,,  t,  betrifi't,  so  gelingt  die- 
Hilfe  der  Ausdrücke 


,  «'«|a,(  +  ('»aJfg  — ^sWa)  fi,  sin (•><]*  rf(, 
Seihe  nach 

*i  »ir  +  M^'K"-*- *i  *.)']■ 

Si  *ii  4  beaitzeu  demnach  dieselbe  flllgemeiue  Form  wie  o^,  6^,  6^— a^,  so 
d&ss  der  Quotieot  aus  je  zwei  dieser  Orössen  immer  eine  endliche,  bei  ge- 
gebenem 0, ,  tfj,  tfj  constante  Zahl  bleibt,  nnd  mit  Eücksicht  aaf  die  aas 
147)  und  15&)  geaogenon  Bchlüsee  folgender  Satz  ausgesprochen  werden  kann: 
Erleiden  drei  nrsprflaglicb  Htabil  ruhende  Atome  mit 
gemeinsamer  Cen'trallinie  relativ  kleine  centrale  Verechie- 
bnngen  0,,  U,,  a^,  so  ist  die  hierdurch  bewirkte  lineare  Aus- 
defannag    des    Complexes   stets    dei    Be wegangsintensität 
jedes  seiner  Elemente  proportional.* 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Untersnchung  jener  Bewegnngserscheinnngen, 

welche  ans  einer  kleinen  Störung  einer  beliebigen  stabilen  Grleiohgewicbts- 

bffu  dreier  Atomo  resnltiren  kfinnen,  sobald  in  die  Differentialgleichungen 

121)  auch  sXmmtliche  Glieder  von  der  Ordnoog  a'  aufzunehmen  sind.   Uie 

m  ergeben  sich  leicht  mittels  jener  Beductionsformeln ,  welche  den 

allgemeinen  Beziehungen 


BetBeu  wir  in  der  ersten  der  Gleichangen  140)  nnd  in  den  in  100)  für  if,  i^ 
en  Forneln  ni,=0,  so  fol^ 

"  2a 


eosiitt. 


"  4  W»  '^ 

Srgabuüae  bis  auf  OrSeseu  von  der  Ordnung  «*  vollständig  mit  jenen  überein- 
I,  welche  wir  a.  O.  unter  IlenützuDg  elii|)trHcher  Irilegntle  niid  Functionen  auf 
ii«it))!ch  coniplicirten  Wege  gewonnen  haben,  nnd  unBern  Pili  anch  fUr  den 
Iren  Fall  eines  xweiatomigen  Complexes  verificiren. 
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(l-»«rt«^£OJff               ,  «(1-8  «n«*)jm#l 
+ 5^ ^Uu  + ^^j ^[ 

,5,        «=«1,1,        Ö  =  #,,        ^|  =  S,-|,,       J,,=s,,,_,,; 
,3,      «  =  X|,8,       #  =  #j,       **|  =  |j— Ij,      ^lj  =  »jg  — 1),; 

,3,    »  =  «1.1,    »  =  ds,    ^1  =  ^—^,  ^n=V3~Vt 

inA  liefern  snnXcbst  so  der  ersteo  BeUtion  in  121)  folgende 

%*(»,)  (Isns -  li iJs  - la»),)  + -"^1  (»,)  (V - 2*1,1),) 

aweite  derselben  folgt  jetst  unmittelbar  dnrch  VerUaschung 
n  Vi  *!  X  mit  Vi  'f'.  z'i  8**  «ä«»»  <^"a  horizontalen  Componenteo 
le  stets  dieselben  Combinationen  von  Ij,  I,,  £,;  ^n  i^ji  igj  wie 
e  entbalten.    Zugleich  wird  ersichtlicb,  dass  in  den  auf  diese 

BtSndigten  Gleichungen  für  -ii,  --V'  von  den  21  Amben  mit 

en,  welche  sieb  ans  den  sechs  erwähnten  Variabelen  bilden 
vorbanden  sind ,  denn  die  Producte 

Sjlg.  VaV»^  lils»  kVt     • 
en  Zusatzeu.   In  ähnlicher  Weise  ermangeln  die  entsprecbend 
drücke  fttr 

Duen 

Is.iina'fjlf  beziehungsweise  |,i,,  iiitja-fi,»!,.  S,%, 
im  Uebiigen  einen  vfillig  analogen  Bau  mit  den  Bewegunge- 
»  ersten  Atoms,  so  dass  es  ttberflassig  erscheint,  sie  hier  an- 


Von  Dn  0.  ÖiMotit. 


tSd 


Um  nun  eine  brauchbare  Lösung  dieser  sechs  verwickelten  Besiehungen 
ansnbahnen,  benutzen  wir  wieder  die  Substitutionen  122),  123),  welche  die 
definitive  Bestimmung  aller  Verschiebungsprojectionen  von  jener  der  vier 
Hilfsgrössen  g",,  i^'^;  1',,  r{^  abhängig  machen,  und  gelangen  so  schliesslich 
m  vier  simultanen  Differentialgleichungen  für    " 

dfi  '    dfi  '     dt^  '    dfi  ' 

deren  Integration  das  vorgelegte  Problem  erledigen  wird.  Dieselben  stim- 
men natürlich  bezüglich  ihrer  Glieder  von  der  Ordnung  6  mit  den  Relatio- 
nen 124)  überein ,  während  sich  jene  von  der  Ordnung  6*  insgesammt  aus 
der  allgemeinen  Form 

^i\  +  B^\  +  Cr{\  +  Dr{\  +  E^,  |',  +  F^i  ,ri\  +  G^\n\  +  AT^'.V« 

ableiten  lassen,  wenn  man  die  Constanten  derselben  der  Reihe  nach  mit  den 
Coefficienten 

6  »  -"6 '  •  •  •  "^13 »  ^14  5      "5 »    "e »  •  •  •    "\Z  »  ^\A  ? 
^6»  ^6»  •••  ^18'  ^14»      -^6»    "ö»  •••  -^13»    "l4 

vertanscht.   In  diesen  Relationen  ersetzen  wir  J^^  durch  das  Aggregat 

*=4 


it=4 


+  flj9CO«(fl3  +  fi4)'  +  /,  [a2/t  +  5<?OÄ(f«i  +  f*A)'+a;2Ä  +  6C05(^l  — fit)/] 


*=4 


+  fl^  005(^13  —  1^4)/+  >^  ['3f2fc+9<?0*(fA2  +  ^*^'+''2*  +  >O^Ö»(|Ä8^f*ifc)/], 


in  welchem  20  verschiedene  Cosinusse  und  20  vorläufig  unbestimmte  Grössen 

f^l»  ^1  f*3»  ^4?    ''o»  ^^1»  •••  «88»  ''«4 

vorkommen ,  deren  Vertauschung  mit 

unmittelbar  die  correspondirenden  Annahmen  bezüglich  l'j,  17^1,  17 '2  ^^'' 
bietet.  Die  Substitution  dieser  Aggregate  in  das  zu  integrirende  Gleichnngs- 
aystem  liefert  dann  100  Bestimmungsgleichungen  für  die  erwähnten  104  Con- 
stanten ,  welche  ansserdem  noch  die  acht  Anfangsbedingungen 

A=4  A=4  ;fcs4  jt  =  4 

it     4 

LI 


Ar=24 
''^at— 2  +^|  <'*  =  0, 


it  =  4 


;t=24 
^>2*— 2+  >?,^A  =  0, 


*  Die  Werthe  von  K^^  Ki^  K^^  K^  sind  beieits  aus  §  7,  S.  316,  bekannt. 


1 
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*  =  4  t  =  II  1  =  1  *=S4  ] 

haben. 

ber  dessen nngeacbtet  sn  diese  QrSsaen  nar  104  wesentlich  Ton- 
Tschiedene  Forderungen  gestellt  werden,  lehrt  eine  nXbere  Be-        j 
)r  von  den  CoeMcienten  der  Coeinnsse 

COtftjf,   COSlX^l,    OSH^I,   COSflfl 

■D  Beziehungen,  deren  erste  Otnppe  durch  die  Relationen  ! 

fl,n,  +  /Jj6j  +  fljc,  +  {/>,-fi,«)  rf,  =0; 
(^,  —  (1,*)  Oj  +  ^, 6,  +  A^c,  +  Jtdj='0, 

-d  und  nnmittelbar  zur  Kenntniss  der  drei  übrigen  Oleicfanngs- 
rt,  wenn  wir  in  ihr 
n,,  ...  rf, ;  «j,  .. .  rfj     dtircb     fty*j  Oj,  ...  rfj;  a^,  ...  d^ 

rpsp.  resp. 

"it  ...  (/[^;  "g,  ...  rfg^;  fij';  a,,  . . .  rf^;  dg,  . . .  rfg 

lliminiren  wir  nämlich  mur  denselben  die  Verbällniase 
li.    r,    (i,_     bj    fj    dg 


vir  fUr  ^j*,  /t^,  fi^,  f*  stet^  dieselbe  Resolrente  125),  d.  h.  für 
if  die  Wnrthe 

I  jedoch  nur  diese  24  Quotienten,  so  dnss  im  Ganzen  noch  eben- 
ekannte als  Oleichnngen  (76)  (ibrig  bleiben.  Hierbei  ergeben 
;wei  dieser  Brüche 

h,    6,       c,     c,       d,    d. 


)en  Formeln  nnd  schliesslicb  ans  der  Combination  der  nnnmebr 
Verhältnisse  von  ungerAdem  Index  mit  den  vier  ersten  Anfangs- 
a  sKmmtliche  Coef^cienten  von  der  Ordnung  o. 


'.  0.  SiHoMr. 

lai 

;lei«huiigeii  far  ti. 

».,  c,.  d,  d 

r  Ueihe 

>S 

'.  +  ''s''.  +  ?,<i. 

hP,A,-,  +  P,il<, 

-1 +/>,""- 

t.l-, 

B,  P^C,  P  =  D 

nhen  sie  jetzt  linker  Hand  Unter  bebanate 
GrüBiien  nnd  ge»itatten  ilnhnr  eine  «ehr  eiafache  B^rechnnng  dieser  wich- 
ügen  Coostanten,  welclie  im  AllgeinpioeD  ans  allen  21  Gliedern  des  Qna- 

(Ol,«  +  ÖS,,  +  öa,»  +  ffl.y  +  ÖI,j,  +  öj.,)* 

ins  am  menge  netzt  ersclieinen. 

Dieselbe  setzt  nns  in  den  Stand,  nnter  Anwftndnng  der  allgemeinen 
Formel 

.-=.+^.=.+«,.iyu„,»+^,»i9+'^^""*7/'''°'*''j^< 

ancb  die  mittleren  Abstünde  xi,^,  X|,9,  Xi,3.der  Atome  während  der  ganzen 
l>ager  ibrer  Bewegnngen  anfziifinden,  welche  nach  Einfiibrung  der  Abkiir- 
lODgen 

folgendn  DnrstelliingB weine  gestatten : 

Üie  vollalXndige  Kntwlckelnng  dieser  Aggregate  fuhrt  in  Analogie  mit  dem 
znerxt  behandelten  einfacheren  Probleme  tn  dem  Ergebnisse,  dass  sich  X}  i, 


192  örnndzflge  einer  neuen  Moleealutheori« 


auf  9(i,i,  Xi,s,  xi,*  redaciren,  weil  fUr  jedes  andere  reell 

ffi,*.  ffj.x.  ffs,«i    ffi.ft  *s,fi  *>,( 
mindeetens  eine  der  Differensen  ^xi,i,  <4xi,si  ^iit,3  vo 
den  naBfftllt 

Ertbeilt  mftn  demnacb  drei  eine  stabile  dreiseitige 
constituirenden  Atomen  relativ  kleine  beliebig  gerichti 
so  erfolgt,  falls  dereo  Quadrate  noeh  eine  Berücksichtig 
allen  UmatXnden  eine  bleibende  Aenderang  (Zu-  oder 
ihren  Centrallinien  begrenzten  FlOcbe  F,  deren  Werth  i 

,„,  2  V        X,,i  +  Xi.s  +  X,,3  Xt,I  +  «I, 

«1,1  — fl.J  +  Xj,,         "•"        Xi,3  +  * 

ersichtlich  wird.  Die  allgemeine  Form  dieser  GrttBse  sl 
leicht  fibersengen  kann,  mit  jener  von  a^,  b^,  c^,  d^  über 
zn  den  mittleren  Ene^ien  i, ,  t, ,  i,  der  Atome  in  einei 
nisse,  wie  in  dem  früher  behandelten  apeciellen  Falle  di 
deren  BewegungsintensiUtten. 

Denn  bestimmen  wir  mit  Hilfe  der  für  sümmtlicl 
^i>  v\i  ^f  l'i!  ^V  Vs  giltigen  Beziehung 

■i<  tfi  'it  Bo  ergeben  sich  die  Ausdrücke 

'»-4!,  2't(''"-""i+*"-''"»i*+t'''*-''"i 

welche ,  wie  JF,  von  der  Ordnung  ff*  und  bei  gegeben 
0|,t>  ^J,ri  ''s.y  constant  sind. 

Die  FUchenXndernng  JP  ist  also  glei 
wegnngsintensitSt  jedes  einzelnen  Atoms 
Um  endlich  auch  die  Bestimmnngs weise  der  ttbrig 
tichat  übersichtlich  darzulegen ,  setzen  wir  abkürzend 

f{X,  r,  S)  ^  llra,T^  +  brb,Xg  +  CrCfXj  +  ä 


■-  0.  SlMOMY.  lös 

og  von  ag  bis  d^  dienendeo  Relationen 

, .         J3C  +  A,d  =  -f(J,2m~l,2n-l), 

1«)  j 

106)  ) 

107)  j 

t  ß^a  +  D^b  +  D^c  +  (04  —  4ftM  rf  =  -  9  (^,  2*— 1). 
Treffen  wir  nanmebr  ia  16ö)  der  £eibe  nach  die  Sabstitntionen 
m  =  l,  n  =  2,  a  =  ag,    ...  d^d^;      m=\,  rt  =  3,  a  =  nii,  ...  rf=rf„; 

m=l,  n  =  4,  a  =  ai3,  ...  d=d,,;    m  =  2,  n  =  Z,  «  =  o, ä^d^^; 

M  =  2,  «  =  4,  <.  =  «„,  ...  d=rf„;    m  =  3,  n  =  4,  fl  =  <,j8,  ...  d  =  d^g 

oDd  seteen  ebenso  in  166),  beziehungsweise  167)  enccessiTe 

m=sl,  «  =  2,  ö  =  a,(,,  ...  d=rfio;     m  =  1 ,  n  =  3,  *i  =  o,j,  ...  <*  =  (/„; 

m=l,  «  =  4,  «  =  <,„,  ...rf=d.,;     m  =  2,  n  =  3,  a^a^^,  ...  d^d,,; 

m  =  2,  n  =  4,  a  =  öig,  ...d  =  d,g;     m  =  3,  «  =  4,  «  =<i„,  ...  d  =  ^, 

resp. 

Ar=l,   a  =  Oj,,...rf  =  dj,;      A:  =  S,  a  =  0„,...rf=(^; 

Ar  =  3,   n  =  Ogg,  ...  d=dj3;      A  =  4,   a  =  a^,  ...  d  =  d„, 

BO  resnltiren  im  Ganzen  10  lineare,  von  einander  unabhängige  Gletchnngs- 

systeme  mit  je  vier  Unbekannten,  deren  Anfläsnng  znr  KenntniSB  der  64 

Coefficienten  ,  ,  ,  , 

«B.  ''»'  «^».«Bi-'-ög*.  *»4.  '^S*.rfj4 

fahrt.    Sind  dieselben  einmal  bekannt,  so  tiefern  die  vier  letzten  Anfangs- 
bedingnngen  im  Verein  mit  den  früher  gefnndpnen  Gleichungen 


'  auch  die  Grössen  a^,  a^,  a^,  a^,  womit  sämmtlichc  Factoren  der  Cosinnsse 
in  den  von  uns  ftufgestellten  Integralgleichungen  eindeutig  determinirtsind. 
Diese  Factoren  zerfallen  in  zwei  Claasen,  insofern  die  Coefficienten 
von  CO» ft^t,  ...  cos fi^t  ausser  den  21  Amben  mit  Wiederholungen  von 
0|,zi  ■■•  <f3,y  »och  je  einen  Zusatz  von  der  Form  120)  besitzen,  welcher  bei 
allen  tibrigen  Amplituden  fehlt.  Daher  können  dnrch  eine  passende  Wahl 
der  «nfllnglichen  Verschiebungen  jedesmal  sechs  verschiedenen  Oosinussen 
angefaOrige  Coefficienten  der  ersten ,  beziehungsweise  ftlnf  der  zweiten  Art  ' 

ZMMlitlR  L  HMhtmUik  a.  Bbjtik,  XX,  3.  18 


'•^ 


.-  f 


1*4 
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A.A^.i^  ^^.^^-^^^y  ^  ' 


ana  den  «llgemoinon  Formeln  für  §'/>  Vi 5  ^2»  Vai  1*3»  »^'s  elimioirt  werden, 
sobald  sieb  für 

<^i,x,  ^2,xy  ' ' '  Öz,y  resp.  -—  ,  -—  ,  . . .  — .^ 

Eliminationsgleicbungen  von  gerader  Ordnung  orgeben.  «Sind  jedocb  die 
letzteren  vom  dritten,  fünften,  . . .  Grade,  su  ist  es  ebenso  gat  möglich,  daas 
ihnen  ausser  dem  Werthsysteme  130)  keine  weiteren  reellen  Wurzeln  zu- 
kommen, d.  h.  bei  heterogenen  Verschiebungen  höchstens  fünf,  resp.  vier 
Amplituden  gleichzeitig  verschwinden  können. 

Hiernach  bestehen  unter  Zulassung  von  Grössen  zweiter  Ordnnng  die 
Projectionen  der  veränderlichen  Verschiebungen  gewöhnlich  aus  je  einem 
Constanten  und  20  variablen  Gliedern,  welche  ebensoviele  einfach  perio- 
dische Bewegungen  repräsentiren ,  deren  Schwingungszahlen  ni-.^n^Q^  wie 
das  vorliegende  Schema 


108) 


n  =-^ 

"l3=''2  +  ''4»    "l4="2  — "4; 

;ij^  =  2Wi,    . 


^ll="2  +  ''3»    «12=''2  — ''s; 
16=^3  +  ''4»    ''l6=''s~'*4; 


n 


^20  =  2«^ 


zeigt,  ausnahmslos  Functionen  von  n^,  z/^,  n^^  n^  sind. 

Was  schliesslich  die  Modificationen  der  bisher  gewonnenen  Resultate 
in  solchen  Fällen  anbelangt, 'bei  welchen  /ti^,  jiig',  ^iij,  ^^  theilweise  der  Null 
oder  einander  gleich  sind,  so  wollen  wir  uns  hier  mit  der  Untersuchung  jener 
Abänderungen  derselben  begnügen,  welche  für 

^2  =  ^8»  f*4  =  ^» 
also  z.  B.  bei  drei  congrnenten  Atomen  eintreten.  Die  wichtigste  dieser 
Aendeiungen  betrifft  hierbei  die  nicht  periodischen  Glieder  der  Verschie- 
bungs projectionen,  indem,  wenn  irgend  eine  der  Wurzeln  von  125)  ver- 
schwindet, mii^destens  in  zwei  der  für  J'j,  ri\  etc.  resultirenden  Formeln 
Constante  von  der  Ordnung  6  erscheinen.  Bezeichnen  wir  derartige  Grössen 
allgemein  mit  p,  solche  von  der  Ordnung  0^  mit  q^  so  werden  demnach  ^j, 
ri\  etc.  speciell  in  dem  von  uns  gewählten  Ausnahmsfalle  die  gemeinsame 

Gestalt 

Pq+9(s+  {Pi  +  ^\)  cos ii^t  +  {p^  +  q^)  cos yi^t  +  q^  cps{ii^  +  yL^)l 

+  ^4  <^05(fi  1  —  1*2)/  +  </5  0052^1  /  +  q^  cos2ti^l 
besitzen,  d.  h.  der  Reihe  nach  durch  die  Ausdrücke 

S'i  =  «0+^1  +  K  +  ^s)  cosfi^l  +  . . .  +  ffg  co52^/, 

•  ••  ...  ... 

wiedergegeben  werden  können.    Aus  ihnen  folgen  für  die  mittleren  Abstände 
^i,2i  ^i,3i  ^2,3  lind  die  Schwingungsintensitäten  der  Atome  die  Beziehungen 


1  Dr.  O.  SiMOM». 


■*,  e) -  »1,1  -  1(".-».)  +  (",-»,)]  ™s9, 

'  2X1.1 

4x,,s 
»»■(«I.J.«,,",  «.<'./■). 

»'■(«!,3.»!.».f.'./1; 

:„/,.,(,.       ,,=  «(«„«,/■), 

Itoisse  der  drei  letztgenannten  Grössen  zn  .liF 
luden  Satz  exemplificiren; 

mehrere  der  Wurzeln  (*j ,  (»g,  ftjifi^,  so  sind  AF 
bedingt  von  demelben  allgemeinen  Form  und 
!ann  auch  erste  Potenzen  der  anfänglicben  Ver- 
der  Qnoti«nt 

■    ^-* 

n,  sobald  O^i.x.  -  •  ff'a.yi  ffi.atfj,»!  -■■  ffi,»ff»,ji 
ässigt  werden  müssen.  —  Uas  Gresetz  der 
dF  and    4>  besitst  daber   aar  eine   be- 


llen wir  nnnmelir  antersncben,  inwiefern  unser 
Erweiternng  bedürftig  wird ,  sobald  die  Be- 
ome  nocb  dritte  und  liühere  Potenzen  von  s^, 
Um  hierbei  möglicbsl  raucb  znm  Ziele  2U  ge- 
irlänfig  den  einfachsten  SpeciaTrall 

inÜchKt  ein  pasBPndea  fntegral  der  Differential- 
atls  %.  B.  noch  dritte  und  vierte  Potanzen  von  | 
lieselbe  gestattet  unter  diesen  VorattssetztiQgeD 


■  + 


Vi^l 


]0/ a^\ 

'■>?y         12«»/ 


\^\% 


Qter  A,  *,  /  (JrÖBsen  von  der  Ordnung  S*i  £°i  S* 
igen 

ä;ral  vnu  dir  Form 

,it(-|-/,  ci«4((i 


1  *'  ' 


•'^• 


iM 
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befriedigen.     Denn  die  Substitution  diese»  Ausdruckes  in  169)  liefert  mit 
Kttcksicht  auf  die  Formeln 

+  :J^  (<y  +  3Äi)  (J2  C053fi  '  +  I  Ä2<y2  C054fi/, 

-j'^=[S+\+(k,  +  2ha)  +  {l,  +  2hh,+2kö)]  C0S(it 

+  4  [/lg  +  ^2  +  (^2  +  '-^^'^2)]  ^'^^^2  ^i  +  9{k^+  /g)  C053|Ll/  +  I6/4  COSAflt 

im  Verein  mit, den  Anfangsbedingungen  drei  voneinander  isolirte  Systeme 
von  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Constanten 

h       h       h    •    k    k  k    '    L-    1  /• 

"0  »  ''l »  '*2  J    '•»  '^ö  *  *  *         3  '    "  >  'o  ♦   '  •  •  *4  • 

I. 

^Äo-4^cy2  =  0,     3^Ä2  +  4ß<r2==Ö,     A,  +  Ä^  +  Ä2  =  0;' 

IL 

2//Ä  +  ^(2Ao  +  ^)-|C<y2  =  o,*    Ak^--  B\a  =  o, 

^0  +  ^1  +  ^2  +  ^3=0; 

III. 

2A  (hh^  +  A-<y)  +  B  (2h^h^  +  ÄjÄ2  +  2^0 <^  +  ^'2<^)  -  K^i  <y^  =  0, 

,//^_z?(V+4V  +  4V  +  ^i<y)  +  I^K  +  i^)<y'-|^<y'  =  «i 

.4(3/,  +  8Ä/'2^  +  '^(2^o^2  +  iV+^i<^+^3<^)-i^X^'o  +  ''2)<^'+4'^ö*  =  0, 

\f^Al,+  B[\h^^  +  k^0)^lCh^&'+\D(5^  =  (), 

^0  +  ^+^2  +  ^3  +  ^4  =  0, 

aus  welchen  sich  für  dieselben  folgende  Werthe  ergeben: 


•  Setzt  man  C=0,  so  folgt  für  //  aus  dieser  Gleichung  der  Quotient 

^^  =  -7(^0  +  1^,)  =  -  -^y 

80  dass  die  Schwingungsdauer  x  der  beiden  Atome  unter  dieser  Annahme  die  Grösse 
besitzt,  wie  wir  bereits  a.  O.  gefunden  haben. 
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" .^-' ^  .«^ -^ -^  ..^  ^  . 


172) 


^'^2x'        *~"~x"'        ^^""2%' 

2xA^24xV'        «""        X«'        ^""8x2  1^312x2/'- 
^2-^2'      ^3-8^2\^l       72xV' 

*"  x3  V"^24x2;'      ^0-  x3   V"*"  384x2/' 
^■"        8x3  \"^  184x2/*      ^i-      3x3V"^60x2y' 

3^       8x3V~"72^j'      **"""3x3V       192X2/' 

Aas  diesem  Schema  wird  ersichtlich,  dass  die  Argumente  der  in  171)  auf- 
tretenden Cosinusse  so  lange  von  den  anfänglichen  Verschiebungen  der 
Atomcentren  unabhängig  bleiben ,  als  die  Gleichung  18)  bereits  mit  §2  ab- 
schliesst.  Enthält  dieselbe  hingegen  auch  höhere  Potenzen  von  $,  wie  ^^^ 
1*1  ••.^»  so  erscheinen  in  fi  gleichzeitig  Glieder  von  der  Ordnung  ^2^  Ö^,... 
<y"~^  und  hierin  besteht  der  Hauptunterschied  aller  solchen  complicirtereu 
Fällen  entsprechenden  Integralformeln  für  ^  von  jenen,  welche  die  Rela- 
tionen 

d^ä  dn 

J  =  -A^,   resp.  J=-.^|+5^ 

befriedigen.  Es  liegt  daher  nahe,  wenn  wir  jetzt  von  einem  Atompaare  zu 
drei  Atomen  übergehen  und  vor  Allem  nach  einer  genügenden  Lösung  der 
simultanen  Differentialgleichungen  142)  fragen,  falls  dieselben  rechter  Hand 
z.  B.  noch  durch  die  Ausdrücke 

^^u^  +  Z^^u^o  +  ZA^uv^  +  A^r^,  resp.    ß^ii^ +  S  B^ti^v +  Z  B^uv^  +  B^v^ 

ergänzt  werden,  den  Grössen  jiij,  fi^  analoge  Eigenschaften  wie  dem  Fac- 
tor fk  beizulegen ,  d.  h.  speciell  für  diesen  Fall  in  leicht  verständlicher  Be- 
zeichnungsweise f«^,  fi2  ^urch 

/i  =  ^i(l+Äi),  resp.  ^2  =  ^2 (1+^2) 

zu  ersetzen.  Die  fraglichen  Integrale  für  u  und  v  lassen  sich  dann  unmittel- 
bar ans  dem  Aggregate 

+•  iPb  +P12)  ^ö*  (ft'i  +  ti\)  t  +  {p^  +  P^q)  cos  {(i\  -  iü'2) ' 
+  {Pi  +  Pu)  ^ö* 2 ii\ l  +  {p^  +p,5)  cos 2 ii\ i  +  P16  cos  (2  fi\  +  fi\)  t 
+  Pn  cos  (2  ti\  —  ^2)  /  +  jD,8  cos  {^i\  +  2 /a)  ^  +  P19  cos  {fi\  —  2  (i\)  t 
+  P20  ^^*^<^  1  ^  +P21  cosZ^ß.\t 
durch  die  Specialisirungen 

p  =  (1^  beziehungsweise  p:=h 


:»/ 


-V    m, 


VA 


iW 
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_rf^^  .y  ^w-.^—  -^'^.^•^ 


ableiten,  nnd  man  überzeugt  sich  nach  deren  Substitution  in  die  vervoll- 
ständigten Gleichungen  142)  leicht,  dass  hierbei  die  Veränderung  von  jü^,  f&g 
in  fi\ ,  fi'g  auf  die  Constanten 

f*i»  V-^y  «0»  *o?  ^1»  ^1  •••  ^8^8 
keinen  Einfluss  genommen  hat.    Da  diese  Grössen  mithin  als  bekannt  anza- 
sehen  sind,  so  können  nunmehr  auch  A^,  h^  vollstäadig  bestimmt  werden. 
Denn  dividiren  wir  die  erste  und  dritte  der  Aj ,  h^  enthaltenden  Relationen 

(^*— 1*1*)  «10  +  -456,0  =  2ai(»,*A,  +  ^,  (äa^a,  +  0,«^  +  a^a^  +  a^a^ 

+  ^i  [2  («0*1  +  «1  *o)  +  "1*7  +  «7*1  +  "3*5  +  «5*S  +  "S*6  +  «6  *3] 
+ -^sCa*«*!  + '',"7  + *3*5  + *3*6)  +  f -^6(V+ 4V)«1 
+  3  '47K«3*3  +  i(|«l*  +  «3')  *ll  +  3'<8K*1*3  +  i({'','  +  *3*)''l] 
+  |^9(*8'+4*l*)*.=2''.>t*Ä,+/"l(^). 

*4«10  +  («5-f»l*)*10=2*lfl**l+/iW;* 
(-^4  — »*2*)«11  +  -^6*11  =2a3f.j«A,  +  X,  (2ao«s  +  «s''8  +  «1«6  +-«i<i) 
+  '42[2(«0*S  +  «S*o)  +  «S*8+«8''s  +  «l*5  +  ''5*l  +  ''l*6  +  «6*l3 
+  \  (2*0*3  +  '»8*8  +  *1  *6  +  *1*6^  +  *^6(V  +  W)  «S 

+  I  ^9(*1*  +  \  V)  *8  =  2«s  H^*H  +  A  (^) . 

*4«U  +  (*5-**»*)*U  =  2*8f*8'A»  +/i(^) 

durch  A^y  die  zweite  und  vierte  derselben  durch 

so  ergeben  sich  mit  Rticksicht  auf  die  früher  erhaltenen  Resultate 


Ä  — ü.  2 
^4     ri  


^. 


6       -6-f*r       «1 


die  beiden  Beziehungen 


=  -^=-0    AniisL=: 


^. 


^5—"°* 


=  —  -§=  — 


f*8 


—  "1 


^ 


«6 -Ml* 


fti^)  +  2«s f*8*  A2 ^6  W,  +  1^3Ü8!/«»  ^  0 

fulgHch  für  A, ,  Aj  die.  Ausdrücke 

;i    _  Jf^^-H^)  /l  (^)  -  ^Ji  jß)  _.  (/^6->*.')  A  (^)  -  -<".  A,  (g) 
'  2'fl*+-'5P-«5)''l.V  2(,V-f2't«lf*l* 


173) 


Ebenso    einfach   gestaltet   sich    im  Allgemeinen    die   Berechnung   von 
''s»  ^9)  ^12'  ^12^  •••  So»  ^20»  Si»  ^21»  »n^<*™  öTg,  /^,  den  Bedingungen 

^4  «9  +  .:/5  />9  =  ^1  (rti  ^jj  +  '/g  n^  ^  +  .1,  ( «,  /^g  +  S  ''1  +  ^'3  '^4  +  «4  '^3) 

+  -^3(^^2  +  ^3^)=^  ^9(^)1 


*  Der  Uebergang  von  A  zu  ß  erfolfrt  hier  durch  Vertauschung  von 

■^1»  ^ti  '^s»  ••  •  -^9  uiit  /^i,  —^21  ^8»  •♦.  ^»« 


:j!mw 


,  Simon  r. 


'ou  Dr.  ■ 

ao  dtir  CosinnsBe 

aiili'ii   n,.j,  ft,^;  ...  rt^^,  ft^^;  n.^^,  b^^   die   Gleich- 
'f»*!«  =  ■^i  («1  "4  +  "1  "fl)  +  ''»(^  ^  +  b^h) 

Tj,*  i-a  +  3  -4g  a.,h^'  +  .4^6/)  =  Vfi,  ( ■J) , 
■(«fl-»f8*)6«  =  Vw(fl) 
Ruf  die  Belatioaen 


l'n=- >>»-y! '" 


Bur  Keantniss  von  n,y,  ij^,;  «,,,  6„ ,  womit  ditei 
ie  ADüaahmefälle 

6,  =0;  03  =  0,  (13  =  0 
I  erfordern  deshalb  eine  besondere  Uotersnch- 
173)  DTiter  solcbea  Umständen  ffli'  A,,  resp.  h^ 
iiltiren,*  indem,  entgegen  anaeren  bisherigen 
Constanten,  im  ersten  Falle  A^,  im  zweiten  /i.^ 
g  a  vorstellt.     Infolge  dessen  erleiden  die  Be- 


resp. 
li  «ui  *«;  "la-  *i3i  "16.  *iB 
n,  welche  übrigens  einander  so  Ähnlich  sind, 
Jittheilnng  jener  Abänderungen  beschränken 


Ewar  die  DilferenB/i,'— f*i',  »bar  die  NVnnei' 
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entsprechen.    Setzen  wir  hierbei  abkürzend 

^1  K«5  +  ^S^'«)  +  ^2  (^'3^  +  «5^3  +  «3^6  +  «6^3)  +  ^3  (*3  *5  +  ^^g)  =  A  (^)  t 

A  «J«3  +  ^2(«2*3  +  «3^2)  +  ^3^2^3  =  9>(^)  ' 

80  gewinnen  die  fraglichen  Relationen  für  Ä^;  a^^,  6|q;  ...  Oj^,  6^^  folgende 
Gestalt : 

[^^4  — (<^l  +  f*2^T  «12 +  ^6^2  =  205^1  f*lff^l  +  /*2)  +  9'(^)» 

[^4  -  ^f*l  -  ^2^^]  «13  +  ^6^8  =  2  flg  Ä^  |lij  (^  — 1142)  +  <p  (^)  , 

^4«13+  [^5-  (|*l-f*2)*J^3  =  2^6^f*l(l^l-f*2)  +  'Pi^)y 

(^4  -  4  ^j2)  0^4  +  ^5  ^4  =  8  ö,  Äj  |ltl^ 

^4 «14  +  (^6  -  4fil*)^4  =  8^7Äif*l'» 

80  dass  hiernach  die  Ooefficienten  a^^^  b^^]  0^3,  6^3;  a^^,  b^^  ausnahmsweise 
voi)  A^  abhängig  werden.  Zugleich  zeigt  sich,  dass  der  den  beiden  ersten 
Beziehungen  entspringende  Ausdruck  für  h^ 

anmittelbar  aus  173)  abgeleitet  werden  kann,  wenn  wir  daselbst  im  Zähler 
des  ersten  Quotienten  a^=b^=0  setzen  und  im  Nenner  a^  mit  a^  vertau- 
schen. Führen  wir  ferner  auch  im  zweiten  Falle  die  analogen  Recbnungen 
durch  und  bezeichnen  das  Aggregat 

Pi^i^  +Pi^%^  +  Ps^3^  +  (Pa^i+P6^2)  ^i^i  +  iPe<^i  +  P7^i)  <^i<y3 

+  (Ps'^i+Ps^^ä)  <y2<^3  +/'lO<^l<^2<^3 

allgemein  mit  f{6^j  <S^y  (Tj,  so  lassen  sich  die  Hauptergebnisse  unserer  letz- 
ten Betrachtungen  in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

Erfüllen  die  drei  stabilen  Atomen  mit  gemeinsamer  Centrallinie  ertheil- 
ten  anfänglichen  Verschiebungen  a^,  G^^  0^  eine  der  beiden  Gleichungon 

—  («  ^1  +  ^^^h  —  <"i^^  ^1  •"  (^'  ^\  +  ^^^^A  "  f*i"^ ^2 

(^^3~  ' 

_  (o^^/jLjl-  ft^3  —  \x^)  01  —  (ö  M^  +  c  mg  — 1*2^)  (Jjj 

so  besitzen  die  von  ibnen  abhängigen  Znsätze  derFactoreu  /li^,  /li^  jederzeit 
die  voneinander  abweichenden  Formen 

(7i  Öj  +  5'2  «^2  +  ^3  <^3  * 

176)         <  f(<i^^.O^^O^ 


0. 


175) 


(^l  +  ^2+(?3=Ö), 


/l  <^/  +  9^2  ^2^  +  ^'3  ^3^  +  ^\  ^1  ^2  +  V's  ^1  ^^3  +  ^'ß  <^2  <yn  ' 

(^'1  +  (l\  +  ^'3  +  ^\  +  ^6  +  ^'e  ==  ö) » 


Von  Dr.  0,  Simon Y.  201 

während  sie  in  jedem  andern  Falle  nnter  die  erste  derselben  sabsnmirt 
werden  können,  d.  b.  insgesammt  Grössen  von  der  Ordnung  ^  repräsen- 
tiren.  Sobald  jedoch  dritte  und  höhere  Potenzen  der  veränderlichen  Ver- 
schiebongen  vernachlässigt  werden  dürfen,  erscheinen  derartige  Zusätze 
vollkommen  tiberflüssig,  also  die  Schwingnngszahlen  der  in  d^^d^'^  d^  vor- 
kommenden Elementarbewegungen  constant,  wie  immer  man  auch  0^,  tf^,  (^3 
innerhalb  der  angedeuteten  Grenzen  variiren  mag. 

Schreiten  wir  nun  zur  Untersuchung  der  analogen  Differentialgleich- 
ungen für  drei  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegende  Atome,  so  werden  die 
im  Verlaufe  derselben  erforderlichen  Rechnungen  allerdings  noch  bedeutend 
weitläufiger,  lassen  sich  aber  im  Ganzen  nach  denselben  Grundsätzen ,  wie 
die  ergänzten  Beziehungen  142)  behandeln.  Es  ist  sogar,  wie  wir  im  Fol- 
genden auseinandersetzen  wollen,  durch  eine  entsprechende  Erweiterung 
unseres  Integrationsverfahrens  möglich ,  die  allgemeinen  Differentialgleich- 
ungen 

rf^a-j        «1,2»»2/                 V           «1,2    ,             ,    fl,n^n/  x  «l,n 

-ji  =  -<»--  (*'2  — ^1)  <^0*  --  +  •  •  .  +  -3 (^n  —  '1)  ^^*  ' 


•    •    • 


d^x 


177) 


7^=      3  K— ^)^Ö5 —^ +...+  — 3-5 [Xn-X  —  Xr^COS- ; 


•       •       • 


-75-  =  — 3 —  1^1— yii)^^*'*- — r"-+~";:3 (y«-i— ynjco^^ , 

«^*  ^1,11  n,n  ^ft-l.«  '^n— l,n 

ö'  ^1,2  n,2  ^  l,n  n,n 

—2—3-         (,2,— «„jCOÄ-         h.--h         3  l^n-1        -n)COS 

w«  "  l,n  'i,n  ~/i-l,M  'n  — l,n 

mit  beliebiger  Genauigkeit  zu  integriren,  vorausgesetzt,  dasis  sich  alle 
n  Atome  ursprünglich  in  einem  stabilen  Gleichgewichte  befanden  und  deren 
anfängliche  Verschiebungen  ö^,  <yg,  ...  a„  nicht  etwa  Oscillationen  derselben 
um  andere  Gleichgewichtslagen  bedingen.  Wir  nehmen  ausserdem  an,  dass 
die  Coordinaten  x\^  y\^  z\\  .,»  x'ntVn^^ny  welche  die  Atomcentren  vor 
der  Störung  ihres  Gleichgewichtes  besassen,  bekannt,  folglich  auch  die 
ihnen  entsprechenden  Centrallinien  ^Ci^j»  •••  ^n— i,n  und  deren  Richtungs- 
cosinnsse 

Cl,2i  C  1,2,  <^    1,2;  .    .  Cn_i^„,  C  n  — l,n»  ^    n~l,ii 

bezüglich  der  drei  Coordinatenaxen  gegeben  seien. 

Um  ferner  das  vorgelegte  Problem  möglichst  zu  vereinfachen,  erscheint 
es  zweckmässig,  statt  a^j ,  y^ ,  z^ ;  ...  ^n « ^n  >  ^n  neue  Veränderliche  u^ ,  u^ ,  w^, 
...  ti3n-*2i  i^3n— ii  ^sn  einzuführen,  welche  mit  jenen  durch  die  Kelationen 


2ü2  GrnBclzüge  eiaer  neaeo  Moleculai'tbeorit 

I   x,  —  S+x\  +  „,,         j,  =  J<  +  !,',  +  »„ 

f    a:„=S+,r„+HjH_j,  Jfn  =  ff+ &'■+ «3.-1 .  ' 
zusaiiiDenhSngen,*  iiiid  alle  Ausdrücke  von  den  Formel 

in  PutenzTPiheD  zu  verwandeln,  was  mittels  der  Formel 

rp.,  =  Xp.,    1  +  -—  [c'iN,("Sp-a-"3,-i)  +  c"p,,(i 
f        "p.« 

+  ''"'p,«("»p-"3!)]+  -i—[i<'3p-l-"3q-iy+{l'3p-l-l'3 
*P.S 


leicbt  bewerkstelligt  werden  kann.    An  die  Stelle  der  <^ 

fpZ^S      i'P~y*      'P~'j 

,.    ™,  *'•'  *'•■'  *'*'' 

treten  dann  die  Triadme 


'■'^  I  '      "^  P.flT  .       C 

*p.«  *P  ? 

wftlirend  eich  ibr  gemeinsamer  Factor 

dnri'b  dip  unendlicbp  convergfnte  Doppalreitie 

-';r.^i,_,(''v.,)+,„(<'>,,)-_,„(^ 
"',,,  I      "■  «I...  ^      *■ ',.,  1      ^ » 

+f»i:""!'-<r")+»(f^)'-»(i 

120X  ,,,(        \  Xp.,  y        \  xp,,  /         \  * 
+  ...  ininf. 
cfsetsen  ISsst.     Elimioiren  wir  hierauf  mit  Hilfe  der  di 
Brbikllung  des  Schwerpunktes  bedingien  Gleicbangen 

,       m,«,+mj„,+.     .+M,«,„_.,=0 

179)  j    m,».,  +  m,a5  +  .,.  +  'n-"Sn-i  =  <' 

nt,Ü3  +  mjUg  +  ...  +  ffh,«3„      =0 

die  VKriabelen  U3„_j,  usn—i,  ujn  ans  177),  so  ergeben  e 

der  3»  — 3  übrigen  Unbekannten  noch  3n  — 3  gleichg 

*  S,  H,  Z  sind  bereits  aus  I3ÖJ  bekaniit. 


a,  sobald  wir  nllgeraein  GrSsaen  vod  d«ir 
I,  ausser  den  zweiten  IJiiferenlialquotieii- 
t  nur'die  mit  verechiedeDen  UDverXDder- 

l,   ..  4!'.,i  ...  4",.  A%  -  <'..■■ 

,1,  ■..  ^t^»,;  .-■  '*■'.!,  ^>ii,  ...  ^1,'|,. 

f..     +"3-,-3)'+(",  +  "s+.-.  +  «3— jf 

hu,+  ...+«s„-3;' 

Glieder  von  der  Ordaniig  a. 


«oeo  Dimensioneo  scharf  voueinaader  gc 
irechen  in  jedem  der  für  h^,  Uj,  ...  usb— J 
i  Grappen  von  CosinUBijen ,  deien  Argu- 
t  Prodncten 

,(,  ...ft'3»-j' 

b  veracbiedenen  AnsdrUckereprätiQDtireii, 
nncb  Entwickelung  doi-  Summe 

'•)  +  («*'■+«'■■+...+'■»■-'')' 
-«*.'+...+«»•.-.')■ 

nmmfla  mitliin  in  diexen  ArgnmenteD  im 
vor,  iadam  die  Factovpii  ft', ,  (i'j, ...  /i'sn— 3 

"  +  *,«  +  . ..  +  »,'-»1, 

g  imbentiniuite  Cnnstante  besitzen,  deren 
len,  mit  Klamiiiera  verselieaeD  Zahlen 
schliesslich  die  ADKahl  jener  Cosiniisen, 
le  der  Coefficienten  von  f*',(,  ...  fign— 3 


Grundzüge  einer  neuen  Moleculartlieorie  etc. 


'■-''N/Ni''-^-^-^  ^•^^^-^*     -'  ''^  ./■•^-^N^X'^'V/"^^'*^^^»^»-^--   ■^.-'•Nr'V^/ ^•rf     ^^^^ 


in   jedem    einzelnen    Argnmente    denselben   constanten   Werth   k  besitzt, 
allgemein  mit  pjt  und  setzen 

so  lassen  sich  die  fraglichen  Werthe  der  Veränderlichen  Mj  ,  m^,  ...  M3„_3 
insgesammt  unter  die  zusammenfassende  Formel 

+  t  «V,i.  +  4!^,,  +  .  .  .  +  4'i. !  ^0.^  ft'sn  -  H  ^ 

I    I    i    (2)  I       (3)  1  I       («)  i  /    '     I       '  \  j 

181)    <  +  i«*,9.  +  l  +  ^*,9i  +  t  +  •  •  •  +  öfc,?i  +  l|  <^Ö5(^  j  +  ^  ^)/ 

+  |öM.  +  2  +  4!V  +2  +  . . .  +  4%,  +  2!  COä(^',  -  /g)  <  +  .  .  . 
+  {4%,   +  «M.+  •  •  •  +  «mJ  C052^'3„_3^+  .  .  . 

t    ••• 

+  .  .  .  +  r/l*^y^  COSSfl^n  -  s ' 

subsumiren,  welche  das  Problem  der  Integration  von  177)  auf  die  Auflösung 
einer  endlichen  Reibe  von  Gleichungssystemen  reducirt. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  nachzuweisen,  brauchen  wir  nur 
k  successive  mit  1,  2,  ...  3n — 3  zu  identificiren  und  die  so  erhaltenen  Ag- 
gregate in  die  transformirten  Relationen  177)  einzuführen.  Dieselben  ver- 
wandeln sich  hierdurch  unter  Anwendung  der  bekannten  Beziehungen 

cos'iji  t  ==  ^^^^  I cosr^t  +  ^j j  C05(r-  2)  ^/  +  (^g)  ^^*  (*'"'*)  /*^  +  •  •  •  j, 

cos  a  fit  rosbfil  =  ^\cos  («fi  +  h  ^i')  l  ^  cos  {a  fi  —  bfi)i\ 
in  3/i  —  3  Gleichungen  von  der  gemeinsamen  Gestalt 

+  ...+  I^k^g^cosSfi':in^zt  =  0,    (Ar  =  1,2,.   .  3«  — 3), 
welche  nur  dann  für  jeden  Werth  von  /  giltig  bleiben ,  wenn  die 

in  i/j,  Mg,  ...  t/3„_3  enthaltenen  Oonstanten 

k  (U  iC*— I)      0)  (1)  («)  («) 

f*li  •••  ft3»  — 3;    V    '  •••  '^Sn  — »;   «1,0»  •••  Ö3„»_3^y^;  .  ..  a|,o,  ..•  «3n-3,7, 

die  (3w—3)(5  +  3'i  +  g^2  +  . ..  +  §'•)  Forderungen 

/^i;i)  =  0,.. .413,0  =  0;  M!\  =  0,    ../^3l.U,i  =  0;.../^iV,,  =  0, 

/>1%  =  0,  ...  /^Ls,o  =  0;   /»l'',  =0,  ...  /^sLs,,  =0;  ...  /'i%,  =  0. 
M'»«  =  0,  . . .  fi:,'_3,o  =  0;  /»{:',  ==  0,  . . .  i^lj,,  =  0;  . . .  i^i!',.=  0, 

N  ...  /^Jn— 3,^^==  0 


t 


J82)     ^  .     ^r,) 
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erfüllen.    Da  aber  die  genannten  Grössen  andererseits  auch  den  (Zn  —  Z)s 
Anfangsbedingungen 

yj^'u^p      =<^it,z~Z;     (Ä:  =  l,2,  ...  w-1), 

p=0  p=0  p=0 

Genüge  zu  leisten  h>ben,  so  sind  thatsächlich  stets  so  viele  Gleichungen 
als  Unbekannte  vorhanden ,  womit  die  Lösbarkeit  von  177)  durch  Integrale 
▼on  der  Form  181)  allgemein  dargethan  ist.  Jene  zerfallen  offenbar  wieder 
in  s  Grnppen  von  den  Grössenordnungen  a,  0^  . . .  a*  und  den  Gliederzahlen 

(3fi-3)(5r^  +  2),  (3«-3)Cö^2  +  2)»  •••  (3«-3)(^.+2), 
von  welchen  die  erste  bezüglich  der  Factoren  fi^ ,  ...  f(3n— 3  &uf  die  Resol- 
vente  134)  führt  und  ausserdem  a(^ii«  •••  ^qJ^^«      bestimmt,   während  die 
fibrigen  die  Auffindung  der  Constanten 

''l   »        •••  ^3fi~3'      "i,o'  • 
h{2)  k(2)        .       ß(3) 


«(2) 
3n-a,9.' 


**3n~3,v,» 


ermöglichen.  Da  übrigens  die  Untersuchung  der  für  n  Atome  möglichen 
Bewegungen  nicht  mehr  in  diesen  Paragraphen  gehört,  so  unterlassen 
wir  vorläufig  eine  weitere  Discussion  dieses  Problems  und  erlauben  uns 
binaicbtlich  desselben  nur  noch  zwei  Sätze  zu  erwähnen,  welche  gewisser- 
roassen  eine  Ergänzung  zu  früheren  Folgerungen  bilden. 

Suchen  wir  nämlich,  falls  fi^,  ...  fisn— 3  von  der  Null  verschieden  aus- 
fallen, und  demzufolge  die  Relationen 

184)  «i!'»  =  0.  <l  =  0.  •■•4'i-S.o  =  0 

bestehen,  die  Bewegungsiptensitäten  i ^ ,  ...  f„  der  einzelnen  Atome  und  die 

mittleren  Coordinatenwerthe  ^r^,  y^,  z^;  ...  ir„,  y„,  z„  ihrer  Centren,  so 
zeigt  sich ,  dass  die  Differenzen 


^1  —  •'^i »  Vi  —  Vi »    ^1        *i  5  •  •  •  ^n       ^n »   t/n       J^n 

ilso  auch  die  Volumänderung  JVy  welche  der  Inhalt 

X^ — ^a     *^e  —  ^a     ^d      ^a 
V 


Z^  —  Z 


n  1 


Vb—Va      Ve  —  ya     yd^Va 

Irgend   einer  durch  die  Coordinaten  ihrer  Ecken:  .r^,  j/o,  Za\  ...  »r^,  y^,  z^ 

bestimmten  dreiseitigen  Pyramide  infolge  ihres  Uebergangos  in  Xai  yai  ^a\ 

"  ^dt  ydi  ^d  erfuhr,  denselben  Grössenrang  wie  f\,    . .  /„  besitzen.    Da  nun 


'1 
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<r^...-N.  \,n|^•w^■'«'  mr  -^  -   -^   ^v 


das  gesaramte ,  von  den  Centrallinien  der  n  Atome  und  den  darch  je  zwei 
derselben  gelegten  Ebenen  begrenzte  Volumen  des  Complexes  immer  als  ein 
Aggregat  solcber  Pyramiden  zu  betrachten  ist,  so  gilt  unter  den  über 
f*i  i  • .  •  f*3n— 3  gemachten  Voraussetzungen  folgender  Satz : 

Die  Volumänderung,  welche  ein  ^i-atomiger  stabiler 
Complex  infolge  irgendwelcher  mit  seiner  Stabilität  ver- 
träglichen Verschiebungen  seiner  Bestandtheile  erleidet, 
ist  im  Allgemeinen  den  Grössen  ii,..«tnf  mithin  auch  der 
mittleren  Bewegungsintensität  seiner  Atome  proportional.*^ 
Vertauschen  wir  ferner,  auf  das  allgemeine  Integral  181)  zurückgehend, 
in  den  Argumenten  seiner  Cosinusse  f*\,  ft'g,  ...  /»'sn-s  '"it  den  Quotienten 


_        ^^  "  1  »  "^  /►  o  *    •  •  •         ~ 

27C  ^       2jr  *'  In 


so  folgt  aus  demselben  das  zweite,  gleichfalls  beachtenswerthe  Gesetz: 

Die  Oscillationen  der  Elemente  eines  stabilen  n- atomigen  Complexes 
setzen  sich  aus  unendlich  vielen  einfach  periodischen  Bewegungen  zusam- 
men, deren  Schwingungszahlen  die  allgemeine  Form 

185)  k^n\  +  Argw'g  +  . . .  +  A:3„_jn  3„.s 

besitzen,  in  welcher  n\,  w'2»  •••  ^3»— 8  ^^^  ^''  —  ^  '™  Falle  relativ  sehr 
kleiner  Verschiebungen  auftretenden  analogen  Grössen  '<i,  n^^  ...  ^<3n-3 
entsprechen,  und  Jr^,  Ar^,  ...  ^sn— 3  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  bedeuten.  Es  existiren  daher  in  jedem  derartigen  mate- 
riellen Systeme  auch  solche  Elementarbeweguugen,  welche 
um  Vieles  langsamer,  als  die  durch  nj,n2,...  ^sn-a  charakte- 
risirten  Schwingungen  vor  sich  gehen.  —  So  finden  sich  z,  B  bei 
drei  congruenten ,  eine  gleichseitige  stabile  Gleichgewichtsfigur  bildenden 
Atomen  neben  den  Werthen 

«- =  — l/lam,      »5= — j/z  am  =}^4\42n. 
näherungsweise  auch  die  iolgeudeu : 


*  Aus  der  Gleichung 

folgt  jedoch  keineswegs  mit  Nothvveudigkeit 

diJF)=kd(T), 

indem  sich  eine  vollständige  Differentiation  von  JF  und  J  auf  alle  Verschiebungs- 
fonctionen  tf*.  ^,  tf«  .tf.»  ^  etc.  äu  erstrecken  hätie,  und  die  einander  in  J  und  df^ 
correspondirenden  Coefficienten  von  tf*j  ^^  ^\  x^2  x  ^^^'  gewöhnlich  verschieden  sind. 
—  Diese  analytische  Thatsache  steht,  wie  wir  später  sehen  werden,  in  einem  leicht 
nachweisbaren  Zusammenhange  mit  der  bekannten  Formel  der  mechnnischen  Wärme- 
theorie 


bii^—  7n,  =0,0711",; 
a9?i,—  4lH,  =0,0122",; 
lÖÖ/ij-  239«!  =0,0021",; 
085  "g  —  1303",  =  0,0003n, ; 

loudcrä  klarer  Weise  erläatorn. 
BigeoBchaften  Aller  BenegniigeD  znr 
esonderte  Alome  um  beliebige  stabile 
,  werden  wir  den  nächsten  Paragra- 
jener  ErscbeJnusgpn  begitiDon,  durch 
1  zweiatomigem  Holeküle  gebildeter 
-t.  Es  ist  deshalb  nolhwendig,  noch 
che  in  den  Untersnchungen  des  S  0 
I  mnss  nnd  sich  kun;  auf  fulgende  Art 

gend  zwei  materielle  l^teniente  fi,  /i.' 
a  Abstände  s  aafeinander,  wenn  die 
ase  des  ersten  auf  jene  des  zweiten 


besitzt?  —  Dieselbe  kann  auf  einem  ziemlich  elementaren  Wege  beant- 
wortet werden,  wenn  wir  die  Lage  von  (i,  (i  darch  die  rHumlichen  Polar- 
roordinnten  u,  9;  tp;  u,  #',  <p'  prüeisiren,  also,  unter  a  dio  cnnxtante  Dichte 
beider  Atome  torstehend; 

H  =  au^  da  si"9rf»rfqj,  ■ 

fi'=  au'^  dii'iiHd'd&'dip 
neizen  nnd  niis  zunächst  die  Auftfabe  alell^n,  ans  dem  vorUnüg  als  heksnnt 

IST)  ,.==(^/j^  +  J  +  ...  +  ^  +  ...j  =  ,^f.V(.v) 

der  von  n'  auf  fi  ansgeilbten  Kraft  jenew  |-otenlial 

=0»=0 

ifznfinden,  welches  der  von  dem  ersten  Atome  auf  das  lu  der  ceniralen 
tistanz 

X  =  j/^+  li*  — 2JUCUS& 

lefindliahe  Element  ft'  geSusserteu  Wirkung  i^ugehüit.  Zu  diesem  Zwecke 
ntwickelo  wir  die  anfeinanderfolgenden  Glieder  des  transformirten  In- 
•grslt 


T:./j.vi. 
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x  +  u 


V  = ^—  i  u  du  i  s<p  (s)  ds : 


Q  x-tu 

0  a?— tt 


0  ac  — M 

q  x-\-u 


/i    d  s  o  cc  üc  "l~  o 


0  x—ii 

Q  JJ  +  W 


ludul    —r='    ,   ö 


.3 

0  a?  — tt 

•   •   •  •   •   0 


J         J  «""'      («-2)(«-3)(n-4)  I  («-(.)»-«  ^  (a:+p)»-»  j 

•   ••  ••■  ■•• 

nach  steigenden  Potenzen  von  —  in  convergente  Reiben ,  wodurch  v  nach 

Vereinigung  des  den  letzteren  gemeinsamen  Factors 

^  x+u 

juduj  dst=^^Q^ 

0  ^— « 

mit  2  TT  0  zu  m  in  die  unendliche  Doppelreihe  , 

3      '       ^ 
4(p  +  l)*— I   OJ^P 


«''=-/ß+ä{'+*J«+Ag+-+ 


+••• 


+  «*P  +  *:c«+*a«+-+      27+^8       x»P+-' 

+  ... 
a„(        3(«-l)«  p*      3(ii-l)H(n  +  l)(>i+2)  ^ 

"'".T"!    "•"      315       (C»"^  6!  7  «;*"'"•■• 

.  3(»-l)«(»+l)...(«+2p-2)  e''?   .        1  -1 

■^  (2p  +  l)!(2p+3)  i2p-»--}  +  -"J 

übergeht.    Hieraus  folgt  weiter 


Dr.  0.  Simon  T. 


ir  für  V  nur  inaofern  anterscheidet ,  als  m 

e  GrSasen  m;  ä;  a',,«',,.,.  a*„... 
giebt  sich  nunmehr  für  das  Gestmmtpoten- 
ursprtlnglich  als  ein  eechsfacbea  Integral 


■:)dx, 


)s  Shnlich  zn  v  wie  dieses  zn  o  verhXlt,  A.  h. 
rationen  ein  Resultat  von  der  Form 

[gemein  mCglich,  ans  dem  als  bekannt  vor- 

'+^;+-..+$+..! 

mit  a,,  «t, ...  stets  durch  die  ReUtioeea 

f'').    '».»•s  +  j-.Cf'+p'"). 
>'']  +  l«>Hf't''  +  *'c'+f'')l. 

■'')+S".ltf'e''  +  T(?He'')l, 
''')+9",He's''+J(<''+e'')l 
■'(«.■+(.'")  +  J(f'+p'')l, 
?■■)  +  ■"  ",iS<''i'''  +  T'!'+e'')l 
[(■'+»'') +  ä(»'+f'')|, 

Lösung  des  umgeliehrteo  Problems  jederzeit 
wir  andererseits  A^,  A^,...  als  gegebene, 
ite,  so  liefert  die  Reversion  der  eben  anf. 

a,~A„   fi,-A„ 

')A,.  «,-'A,-Hi,>+e')j„ 
i-'s+l|!c'»''  +  f(f'+»'')l'<.. 

1,9.  14 
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rnet  die  PoteDtiale  V,  v  mit  dea  ihneD  entaprecli enden  Wirknngeo 
b  die  Gleichaugea 


lEtngen,  so  können  wir  jetit  auch  w  nns  fF  finden,  sobald,  wie 
serem  speciellen  Falle,  für  die  letztere  Orfisse  ein  Aasdrack  von 


dr\         a  r/ 


t.  Das  Endresnltat  der  hierzu  errorderlichen  Rechnungen  IXsst 
Inrch  folgenden  Satz  wiedergebea: 

zwischen  zwei  homogenen,  kugelförmigen  Atomen  eine  Kraft  von 
S*  voranegesetst,  bo  ist  hierdarcb  auch  die  Wechselwirkung 

|,_^(i)V^,,,..+,.+,,(i)' 
-i^[i'i«'+f(t"+f'')«'+«(f'+f')+ "?■»'■](})' 

+  ^UA. «•  +  !(«■+<■■■)  ■.'  +  !l»(f'+?'')  +  "t'e'^"' 

+  m(,<+(.'')  +  Ji3,'j''(,>+p'>)]  (i)' _  ...j. 

Elemente  (i,  (t'  der  diese  Atome  bildenden  SnbstanB  eindentig 

en  wir  daher  q,  p'  in  (i,,  f\,  so  Sndert  sieh  auch  das  Wirkunga- 
schen zwei  gleichen  Mass  ent  heil  eben  (i,  ft' in  dem  neuen  Atom- 
fern,  als  in  m  q,  q'  durch  die  Radien  (i, ,  p\  sn  ersetzen  sind,  d.  h. 
sei  Wirkungen  des  z  weiten  Complexes  sind  von  jenen 
st  betrachteten  nur  deshalb  quaUtatir  verschieden, 
an  sich  qualitativ  gleichen  Elemente  einer  nnd  dei- 
aterie  im  ersteuFalle  zu  zweiKngelD  von  den  Radien 
zweiten  zn  solchen  von  den  Radien  ^j,  (f\  vereinigt 
werden.  Hieraus  erhellt,  dasa  unsere  leteten  BetrachtuDgen  noch 

aoge  nlio  sechste  nnd  höhere  Potenzen  von  —  ohne  merklichen  Fehler 
gt  werden  könneii,  besitit 

„_*'*'''/'.       «*"\_»'''''     ,  * 


Von  Dr.  0.  Simont.  21t 


^^N^»#K^^^^^   i 


in  anderer  Hinsicht  für  unsere  Theorie  von  Wichtigkeit  sind,  indem  sie  nicht 
allein  die  Erklärung  qualitativer  ans  ränmlichen  Verschiedenheiten 
erst  vollständig  motiviren,  sondern  auch  die  allgemeine  Bedentnng  von  a 
klar  hervortreten  lassen.    Da  nämlich  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe 

-?(7)'+f(A^+^+o(i)*-... 

nothwendig  von  gleichen  Dimensionen  sind,  and  ausserdem  eine  Vertansch- 
ung  von  Q^  Q  mit  q\  q  nach  den  Untersuchungen  des  S  1  den  Werth  von  a 
nie  ändern  darf,  so  muss  diese  Grösse  durchgängig  die  Darstellungs weise 

191)  «  =  (9+?')/'(?.  *')  =  *(?+<•') 

gestatten ,  wobei  k  mit  dem  charakteristischen  Quotienten  der  betreffenden 
Atome  zusammenfällt  und  ausnahmslos  einer  gewissen  Zahl  äquivalent  sein 
wird.  Dieaelbe  entscheidet,  wie  wir  bereits  in'S3  gesehen  haben,  aus- 
schliesslich über  die  chemische  Affinität,  beziehungsweise  Inactivität  der 
ersteren  nnd  mag  in  Zukunft  kurz  als  deren  Qualitätsfactor  bezeichnet 
werden. 


Berichtigung. 

Anf  Seite  184  ist  in  der  vorletzten  'Zeile  hinter  dem  Worte  „Werth"  ein- 
smchalten:    „des  2.  Factors**. 
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X. 
Elementare  Behandlung  einiger  optischer  Probleme. 

Von 

Prof.  Dr.  E.  Lommel 

an  der  Universität  zu  Erlangen. 


(Hierau  Taf.  II,  Fig.  1  —  5.) 


L    Die  kleixute  Ablenkung  im  Prisma. 

Die  DarstelluDg ,  welche  dem  Satze  von  der  kleinsten  Ablenkung  in 
Prismen  selbst  in  unseren  besten  Lehrbüchern  zu  Theil  wird ,  lässt  immer 
noch  Vieles  zu  wünschen  Übrig.  Entweder  wird  der  Beweis  des  Satzes» 
unter  Verweisung  auf  höhere  Rechnung,  ganz  unterlassen*,  oder  er  stützt 
sich  anf  das  durch  eine  numerische  Tabelle  erläuterte  Gesetz  der  Ab- 
hängigkeit  zwischen  Einfalls-  und  Brechungswinkel**,  oder  es  wird  der 
zwar  verdienstvolle ,  aber  jedenfalls  schwerfällige  trigonometrische  Beweis 
von  Fr.  Eisenlohr  reproducirt***.  Dass  die  unten  citirten,  sowie  andere 
Lehrbücher  sich  bei  Besprechung  dieses  für  die  Bestimmung  der  Brechnngs- 
verhältnisse  so  wichtigen  Satzes  mit  Darstellungsweisen  behelfen ,  welche 
dem  Lernenden  volle  Befriedigung  zu  gewähren  nicht  im  Stande  sind, 
erklärt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  bis  jetzt  ein  elementarer  Beweis,  wel- 
cher zugleich  mathematisch  streng,  einfach  und  anschaulich  wäre,  nicht 
bekannt  geworden  ist.  Dadurch  erscheint  die  Mittheilung  des  folgenden 
synthetischen  Beweises,  welcher  unseres  Erachtens  diesen  Anforderungen 
vollkommen  entspricht,  hinlänglich  gerechtfertigt. 

Bezeichnet  man  mit  f  und  %  den  Einfalls-  und  den  Austrittswinkel,  mit 
r  und  r  die  Winkel,  welche  der  im  PriHma  verlaufende  Strahl  resp.  mit  den 
Lothen  an  der  Eintritts-  und  Austrittsfläche  bildet,  ferner  mit  d  die  Ablen- 
kung, und  mit  a  den  brechenden  Winkel  des  Prismas,  so  hat  man  bekanntlich 

r^r^ss^a  und  d  =  i  +  i' — a. 


♦  Mousson,  Die  Physik  auf  Grundlage  der  Errahrang.    1872. 
**  J.  Müller,  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie«    1808. 
*•*  Wüllner,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.    1871. 
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Die  Ablenkung  d  wird  demnach  ihren  kleinsten  Werth  erreichen ,  wenn  die 
Summe  i+^  des  Ein-  and  Austritts  winkeis  ein  Minimum  ist. 

■  _ 

um  den  zum  Einfallswinkel  is=zAOL  (Fig.  1)  gehörigen  Brechungs- 
winkel r  2Q  finden,  beschreibe  man  nach  einem  bekannten  Verfahren  um  0 
zwei  Kreise  mit  den  Halbmessern  1  und  n,  untern  das  Brechungsverhältniss 
der  Prismensubstanz  verstanden.  Den  ersteren  Kreis  bezeichnen  wir  als 
„Kreis  1",  den  letzteren  als  „Kreis  n^\  Zieht  man  durch  den  Punkt  Ay  wo 
der  eine  Schenkel  des  Winkels  i  den  Kreis  1  trifft,  eine  Parallele  zum  an- 
dern Schenkel  OL^  welche  den  Kreis  n  im  Punkte  B  schneidet,  so  ist  BOL 
der  gesuchte  Brechungswinkel  r. 

Macht  man  nun  den  Winkel  i^Oß' gleich  dem  brechenden  Winkel  a 
des  Prismas,  so  ist  vermöge  der  Gleichung  r-\'r=^a  der  Winkel  B'OL 
gleich  /,  und  eine  Parallele  zu  OZ,  durch  den  auf  dem  Kreise  n  gelegenen 
Punkt  B'  bis  zur  Begegnung  mit  dem  Kreise  1  im  Punkte  A*  gezogen,  giebt 
den  Winkel  j^OL  oder  i\  Der  Winkel  AOAT  stellt  sonach  die  Winkelsnrome 
i  +  i'  vor. 

Sind  die  beiden  Winkel  r  ungleich,  ist  z.  B. ,  wie  in  der  Figur  an- 
genommen wurde,  /  grösser  als  r,  so  ist  auch  A^B^  grösser  als  AB,  Zieht 
man  jetzt  die  Sehneu  Ajf  und  BB',  und  durch  den  Punkt  A  die  Gerade  AC 
parallel  zu  BB'j  welche  A^B'  im  Punkte  6^  zwischen  ^und  B'  schneidet,  so 
ergiebt  sich  aus  dem  bei  C  stumpfwinkligen  Dreieck  ACA',  dass  ^^' grösser 
als  AC,  d.  h.  grösser  als  B B'  ist^.  Die  Sehne  AA\  welche  den 
Winkel  t  +  <'' im  Kreise  1  spannt,  ist  demnach  grösser  als  die 
Sehne  BB^^  welche  im  Kreise  n  den  Winkel  a  spannt. 

Nur  in  einem  einzigen  Falle  wird  die  erstere  Sehne  der  letzteren 
gleich,  nämlich  wenn  r=:/=^a  und  sonach  auch  f==t'  ist,  d.  h.  wenn  der 
Lichtstrahl  das  Prisma  symmetrisch  durchläuft.  lu  diesem  Falle,  welcher 
in  der  Figur  durch  punktirte  Linien  angedeutet  ist;  erscheinen  nämlich  die 
Sehnen  aa  und  bb'  als  gegenüberliegende  Seiten  des  Rechtecks  aabb'. 

Die  Sehne  Aa\  welche  dem  Winkel  t  +  t'  im  Kreise  1  entspricht,  hat 
also  ihren  kleinsten  Werth,  wenn  der  Lichtstrahl  symmetrisch  durch  das 
Prisma  geht.     Daraus  folgt,   dass   dieser  Winkel   selbst,  und  mit 


♦  Aas  der  Figur  leuchtet  zwar  schon  unmittelbar  ein,  dass  A'B'^AB,  und  der 
Winkel  BB^ Ä  ein  stumpfer  ist.  Sollten  jedoch  für  diese  beiden  Behauptungen  schul- 
gereehte  Beweise  verlangt  werden,  so  lassen  sich  dieselben  in  folgender  Weise  leicht 
fahren. 

Man  lege  das  Dreieck  ABO  derart  auf  das  Dreieck  A'lTO,  dass  OB  auf  OB'  fällt, 
io  kommt  der  Punkt  A,  weil  Winkel  A  BO(=r)  kleiner  ist  als  Winkel  A'B'O  (=r  ), 
innerhalb  des  Dreiecks  A'B^O  zu  liegen;  man  hat  daher  OÄ-^ÄB'^  OA+AB^  oder, 
weil  0-/=  OA,  ÄB^>AB. 

Der  Winkel  BE^Ä  ist  =BB'0+Oß'A\  Nun  ist  BB'0  =  W-^a  und  r'>i«, 
folglich  BB'A':>W. 


.-»..v 


'..-!.«'*.■ 


214  Elementare  Behandlung  einiger  optischer  Probleme. 


ihm  die  Ablenkung  €f  =  f -f-t' — a,  ein  Minimum  ist  bei  symmetri- 
schem Durchgang. 

In  unserer  Fig.  1  wurde  vorausgesetzt ,  dass  die  Winkel  t  und  r,  $  und 
r  dieselbe  Seite  ihres  Einfallslothes  wie  im  Falle  der  symmetrischen  Brech- 
ung einnehmen,  was  sich  in  der  Zeichnung  dadurch  ausdrückt,  dass  t  und  r 
diesseits  (links),  i  und  /jenseits  (rechts)  von  OL  liegen.  Fällt  jedoch  z.  B. 
der  Winkel  t  {AOL  Fig.  2)  auf  die  entgegengesetzte  Seite  des  Lothes  (d.  h. 
neigt  sich  der  einfallende  Strahl  gegen  die  Spitze  des  Prismas  hin),  so 
kommt  derselbe  auch  in  der  Zeichnung  jenseits  (rechts)  von  OL  zu  liegen 
und  ist  alsdann  ebenso,  wie  der  Winkel  r,  negativ  zurechnen.  Aber  auch 
jetzt,  wie  überhaupt  in  jedem  Falle,  wird  die  Winkelsumme  {-{-t  durch  den 
Winkel  AOj^  (Fig.  2)  dargestellt,  und  unser  Beweis  gilt  ganz  in  gleicher 
Weise,  wie  bei  der  in  Fig.  1  zu  Grunde  gelegten  Annahme,  dass  sämmtlicbe 
vier  Winkel  t,  r,  t'  und  r  positiv  seien. 

Die  Methode,  welche  hier  zur  Gonstmction  der  Winkel  t,  r,  f'  und  r 
angewendet  wurde,  unterscheidet  sich  von  derjenigen,  welche  Rensch  in 
seiner  vortrefflichen  synthetischen  Darstellung  der  Brechung  und  Farben- 
zerstreuung an  ebenen  Flächen  und  in  Prismen*  benutzt  hat,  namentlich 
dadurch,  dass  sie  sich  statt  zweier  nur  einer  einzigen  Projectionsrichtnng 
bedient,  und  ist  ebenso,  wie  diese,  geeignet,  über  alle  Verhältnisse,  welche 
bei  der  Brechung  in  Prismen  vorkommen  können,  erschöpfende  Rechenschaft 
zu  geben.  Um  alle  möglichen  Fälle  der  Reihe  nach  zu  überblicken,  braucht 
man  nur  den  brechenden  Winkel  B  0  B'=  a  (^^ig*  1  und  2)  um  seine  Spitze 
bei  0  zu  drehen,  und  bei  jeder  seiner  Lagen  die  Punkte  B  und  ^,  wo  seine 
Schenkel  auf  dem  Kreise  n  aufstehen,  parallel  der  festen  Geraden  OL  auf 
den  Kreis  1  zu  projiciren.  Als  äusserste  Lage  diesseits  01^  ergiebt  sich 
diejenige,  bei  welcher  die  projicirende  Linie  ^^Af  (Fig.  2)  den  Kreis  1  im 
Endpunkt  M  seines  zu  OL  senkrechten  Durchmessers  berührt;  sie  entspricht 
der  streifenden  Incidenz  {i=:M0L  =  9(f).  Dreht  man  den  Winkel  aus  dieser 
Lage  weiter,  bis  sein  erster  (der  Eintrittsfläche  entsprechender)  Schenkel 
mit  OL  zusammenfällt,  so  durchläuft  man  alle  möglichen  Fälle  vom  strei- 
fenden bis  zum  senkrechten  Einfallen.  Dreht  man  noch  weiter,  so  werden 
die  Winkel  t  und  r,  indem  sie  auf  die  entgegengesetzte  Seite  des  Lotbea 
hinübertreten y.  negativ.  Die  äusserste  mögliche  Lage  jenseits  von  OL  ist 
diejenige ,  bei  welcher  die  den  Punkt  ß'^  des  zweiten  (der  Austrittsfl&che 
entsprechenden)  Schenkels  Projicirende  B'^M'  den  Kreis  1  in  M'  berührt; 
sie  entspricht  dem  streifenden  Austritt.  Die  Winkel  t  und  r  sind  als  positiv 
anzusehen,  wenn  sie  diesseits  (links)  von  OL,  die  Winkel  t  und  /,  wenn 
sie  jenseits  (rechts)  von  OL  liegen,  d.  h.  wenn  sie  auf  derselben  Seite  des 


*  Poggendorff's  Annalen,  Bd.  117.  Reu  seh  giebt  daselbst  auch  einen  ele- 
mentaren Beweis  des  SntBes  vom  Minimnin  der  Ablenkung,  welchem  jedoch  der  oben 
gegebene  Beweis,  mindestens  für  Lehrzwecke,  vorzasieben  sein  dürfte. 
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Lotbes  liegen,  auf  welcher  sie  sich  im  Symmetriefalle  befindeD.  Von  den 
Winkeipaaren  (t,  r)  und  (t',  /)  kann  immer  nur  das  eine  negativ  sein ,  und 
zwar  nur  dann,  wenn  der  brechende  Winkel  des  Prismas  kleiner  als  der 
GranswiDkel  B^OL  ist. 

Die  Ablenkung  stellt  sich  bei  unserer  Construction  (Fig.  1)  dar  als  die 
Summe  der  beiden  Winkel  AOB  {s^i — r)  und  -/Oä'(=i'— r').  Legt  man 
daher  (Fig.  2)  das  Dreieck  AOB  so  an  das  Dreieck  Ä'OB'  an,  dass  OB 
Uogs  0^'  und  Ä  nach  D  zu  liegen  kommt,  so  ist  Ä'OD  der  Ablenkungs- 
winkel. Da  der  Winkel  A'Ef'0=^r,  und  der  Winkel  Dß'O^r  ist,  so  ist 
der  Winkel  Ä'B" D  gleich  dem  brechenden  Winkel  des  Prismas.  Man 
gelangt  daher  zu  folgender,  von  Rad  au*  angegebener  Construction  des 
Ganges  eines  Lichtstrahles  im  Prisma:  Um  einen  beliebigen  Punkt  0 
besehreibe  man  die  Kreise  1  und  n\  giebt  alsdann  OÄ'  die  Richtung  des 
eiDfallenden  Strahles  an,  so  ziehe  man  von  dem  Punkte  j(\  wo  dieselbe  den 
Kreis  t  trifft ,  die  Gerade  Ä'ff*  parallel  zum  Lothe  der  Eintrittsfläche ,  und 
durch  den  Punkt  B!\  wo  sie  dem  Kreise  n  begegnet,  eine  Parallele  B"D 
zun  Lothe  der  Austrittsfläche,  welche  den  Kreis  1  im  Punkte  D  schneidet. 
Alsdann  giebt  OB^'  die  Richtung  des  gebrochenen,  OD  die  Richtung  des  aus* 
tretenden  Strahfes  und  der  Winkel  Ä'OD  die  Ablenkung  an.  An  dieser 
Construction  ändert  sich  nichts,  wenn  (wie  in  Fig.  2,  rechts  von  OL)  i  und  r, 
ood  darum  auch  i-^r  negativ  ist;  dann  ist  der  Winkel  JOB  =  A'B^OD'  von 
/OB^  abzuziehen  und  die  Ablenkung  ergiebt  sich  wie  vorhin  =  ÄOBf  ^ 

n.    Das  aehromatisohd  Prisma. 

Die  soeben  angeführte  Rad  au* sehe  Construction  scheint  weniger  Be- 
achtung gefunden  zu  haben,  als  sie  ohne  Zweifel  verdient.  Sie  führt  näm- 
lich mit  wahrhaft  überraschender  Leichtigkeit  zur  synthetischen  Lösung  von 
Problemen,  welche  analytisch  angegriffen  ziemlich  umständliche  Rechnungen 
erfordern.  An  dem  Beispiel  des  achromatischen  Prismas  soll  dies  gezeigt 
werden. 

Die  Aufgabe,  um  welche  es  sich  handelt,  ist  folgende:  Zu  einem 
gegebenen  Prisma  soll  ein  zweites  ans  anderem  Stoffe  gefunden  werden, 
welches,  in  entgegengesetzter  Lage  mit  jenem  vereinigt,  die  Farbenzerstreu- 
ong. desselben  für  zwei  beliebige  homogene  Lichtarten  wieder  aufhebt. 

Gegeben  sind  demnach  der  brechende  Winkel  a  des  ersten  Prismas  und 
er  Einfallswinkel  t  an  seiner  Eintrittsfläche,  die  Brechungsverhältnisse  n 
ad  n  seiner  Substanz  (z.  B.  Grownglas)  für  zwei  homogene  Farben  (z.  B. 
r  die  Fraunhofer 'sehen  Linien  B  und  i7),  ferner  die  Brechungsver- 
lltnisse  ni  und  m''  derselben  Farben  für  die  Substanz  (z.  B.  Flintglas)  des 
reiten  Prismas;  gesucht  wird  der  brechende  Winkel  /?  des  zweiten  Prismas, 


^  Poggendorff's  Annalen,  Bd.  118, 
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Um  einen  beliebigen  Punkt  0  (Fig.  3)  beschreibe  man  Kreisbogen  mit 
den  Halbmessern  1 ,  n\  n'\  m\  m\    Giebt  der  Badius  OÄ  im  Kreise  1  die 
f^  Richtung  des  einfallenden  weissen  Lichtstrahles  an,  so  ziehe  man  durch  A 

die  Gerade  AB  parallel  zum  Lothe  der  Eintrittsiläche  (nämlich  so,  dass 
Winkel  0^^==180° — t  wird)  des  gegebenen  Prismas;  projicirt  man  nan 
die  Punkte  B  und  By  wo  diese  Gerade  resp.  die  Kreise  n  und  n"  schneidet, 
durch  Parallelen  zur  Austrittsfläche  (fl.  h.  indem  man  Winkel  ABff=^  AHH' 
=  a  macht)  nach  ff  und  H'  auf  den  Kreis  i,  so  geben  OBt  und  OBl  die 
Richtungen  der  beiden  aus  dem  ersten  Prisma  austretenden  farbigen  Strah- 
len an,  welche  für  das  zweite  Prisma  als  einfallende  Strahlen  zu  betrachten 
sind.  Um  dieselben  auf  ihrem  weiteren  Gange  zu  verfolgen ,  projicire  man 
die  Punkte  ff  und  E'  parallel  dem  Lothe  der  Eintrittüfläche  des  zweiten 
Prismas  (dessen  Richtung  gegeben  ist)  resp.  nach  h  und  k  auf  die  Kreise  m 
und  ni\  Wäre  nun  der  brechende  Winkel  ^  des  zweiten  Prismas  gegeben, 
so  hätte  man  durch  parallele  Gerade,  welche  mit  ffb  und  H'h  den  Winkel  ^ 
bilden,  die  Punkte  h  und  h  auf  den  Kreis  1  zu  projiciren,  und  würde  so  im 
Allgemeinen  zwei  austretende  farbige  Strahlen  erhalten.  Sollen  sich  die* 
selben  zu  einem  einzigen  Strahle  yereinigen,  wie  unsere  Aufgabe  es  ver- 
langt ,  so  müssen  sich  die  Punkte  b  und  h  in  einem  einzigen  Punkte  Z  auf 
dem  Kreise  1  projiciren,  d.  h.  die  Projectionsrichtung  mnss  mit  der  Richtung 
hh  zusammenfallen.  Der  Winkel  H'hb  ist  demnach  der  brechende 
Winkel  des  Prismas,  durch  welches  das  gegebene  Prisma 
achromatlsirt  wird.  Der  Radius  OZ  giebt  die  Richtung  des  austreten- 
den farblosen  Lichtstrahles  an,  und  der  Winkel  AOZ  ist  die  Ablenkung, 
welche  er  erlitten  hat. 

Wir  haben  hier  den  allgemeineren  Fall  betrachtet,  in  we!'*hem  die  Aus- 
trittsfläche  des  ersten  Prismas  mit  der  Eintrittsfläche  des  zweiten  einen 
beliebigen  Winkel  H,H'h  bildet.  Gewöhnlich  aber  nimmt  man  an,  dass  die 
genannten  Flächen  und  demnach  auch  ihre  Lothe  miteinander  parallel  seien. 
Alsdann  vereinfacht  sich  die  Construction,  indem  man  der  Punkte  ^9'  und  2?' 
auf  dem  Kreise  1  gar  nicht  bedarf,  sondern  nur  die  Punkte  B  und  H  parallel 
dieser  Lothrichtung  resp.  auf  die  Kreise  m  und  m'  nach  b'  und  K  zu  proji- 
ciren braucht,  um  in  HKb'  den  gesuchten  brechenden  Winkel,  in  OZ'  die 
Richtung  des  austretenden  Strahles  und  in  ^OZ'  den  Ablenkungswinkel  zu 
haben. 

Mit  ähnlicher  Leichtigkeit  lässt  sich  die  in  Rede  stehende  Methode,  wie 
Radau  bereits  gezeigt  hat*,  auf  die  Construction  von  Prismensystemen 
ohne  Ablenkung  (a  vision  directe)  anwenden. 

m.    Elementare  Theorie  des  Begenbogens. 

Die  Sätze  von  dem  Maximum  und  Minimtim  der  Ablenkung  des  in  eine 
durchsichtige  Kugel  gebrochenen  und  nach  ein-  oder  mehrmaliger  innerer 

*  Poggendorff  *s  Annalen  Bd.  118. 
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Reflexion  wieder  austretenden  Lichtes,  welche  der  Theorie  des  Regenbogens 
tu  Grande  liegen,  erfahren  in  den  Lehrbüchern  ein  ähnliches  Schicksal,  wie 
der  Satz  von  der  kleinsten  prismatischen  Ablenkung.  Eine  möglichst  ele- 
mentar gehaltene  Darlegung  dieser  Sätze,  wie  ich  sie  im  Folgenden  za 
geben  beabsichtige ,  dürfte  daher  nicht  überflüssig  erscheinen. 

In  Fig.  4  möge  der  Kreis  den  Umriss  einer  Wasserkugel  oder  eines  Kegen  - 
tropfens  darstellen.  Ist  OS  die  vom  Mittelpunkt  0  der  Kugel  nach  der  Sonne 
gezogene  Gerade,  so  stellt  die  damit  Parallele  SJ  einen  beliebigen  Sonnen- 
strahl Tor,  welcher  die  Kugel  im  Punkte  A  trifft.  Zieht  man  den  yerlänger- 
teu  Radiufi  OALj  so  ist  der  Winkel  LAS  oder  der  ihm  gleiche  ADS  der 
Einfallswinkel  t  des  Strahles  SA-j  ein  Theil  AB  dieses  Strahles  dringt  unter 
dem  Brechungswinkel  r  in  die  Kugel  ein,  wird  in  B,  wo  er  unter  dem  Ein- 
fallswinkel ABO:=r  die  hintere  Fläche  trifft,  theilweise  nach  innen  (nach 
BC)  zurückgeworfen  und  kehrt  endlich ,  naehdem  er  im  Punkte  C  durch 
Reflexion  nach  innen* einen  abermaligen  Verlust  erlitten  hat,  unter  dem 
Brechungswinkel  MCE=si  wieder  in  die  Luft  zurück.  Der  Winkel  d^  um 
welchen  der  austretende  Strahl  Cß  von  der  Richtung  der  directen  Sonnen- 
strahlen  abweicht,  ergiebt  sich  aus  der  Zeichnung  in  bekannter  Weise,  und 

«war  findet  man  ,      ^  /«        .\ 

df=2(2r— i). 

Nach  Massgabe  dieses  Ausdruckes  wird  im  Allgemeinen  jedes  schmale 
Bündel  paralleler  Strahlen,  welches  auf  den  oberen  Theil  PA  der  Kugel 
trifft,  aus  deren  unterem  Theil  PC  s\a  divergirendes  Büschel  hervorgehen, 
welches  auf  ein  entferntes  Auge,  weil  die  Mehrzahl  seiner  Strahlen  unwirk- 
sam daneben  vorbeigehen,  nur  einen  unbedeutenden  Lichtoindruck  hervor- 
bringen kann.  Ein  merklicher  Lichteindruck  könnte,  in  einer  bestimmten 
Richtung,  nur  dann  wahrgenommen  werden,  wenn  es  auf  dem  Umrisse  der 
Kugel  einen  Punkt  gäbe ,  in  dessen  Nachbarschaft  die  einfallenden  paral- 
lelen Strahlen  so  gebrochen  werden,  dass  sie,  auch  nachdem  sie  die  Kugel 
verlassen  haben,  noch  als  paralleles  Bündel  zusammenhalten. 

Um  einen  solchen  Punkt,  falls  er  existirt,  aufzufinden,  betrachten  wir 
einen  Strahl,  der  sehr  nahe  bei  dem  Punkte  A  die  Wasserkugel  trifft;  dem- 
selben entspreche  der  Einfallswinkel  t  +  a,  welcher  um  die  sehr  kleine 
Grosse  a  von  demjenigen  des  Strahles  SA  abweicht.  Wird  die  zugehörige 
kleine  Aenderung  des  Brechungswinkels  mit  ß  bezeichnet,  so  ist 

d'=2(2r— 1)  + 2(2/3— a) 

^er  Werth  der  Ablenkung  für  den  betrachteten  Nachbarstrahl.  Vergleicht 
Qian  ihn  mit  dem  obigen  Ausdrucke,  so  erkennt  man,  dass  die  beiden  be- 
nachbarten Strahlen  die  nämliche  Ablenkung  erfahren ,  wenn 

«  =  2/3, 
d.  h.  wenn  die  kleine  Aenderung  des  Einfallswinkels  beim  Uebergange  von 
einem  Strahle  zum  benachbarten  doppelt  so  gross  ist,  als  die  zugehörige 
Aenderung  des  Brechungswinkels. 
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Zar  Ermittelung  der  Lage  desjenigen  Punktes  nuf  dem  Umrisse  der 
Kugel,  in  welchem  sich  diese  Bedingung  errüllt,  bedienen  wir  ans  der 
Fig.  5. 

Der  kleinere  der  beiden  concentrischen  Kreise,  desüeu  Radius  =1  sei, 
stellt,  wie  in  der  vorigen  Figur,  den  Umriss  der  Kugel  vor.  Um  den  snm 
Einfallawiukel  AOP=i  gehSrigen  Brechungswinkel  su  finden,  construirea 
wir  nm  denselben  Mittelpunkt  einen  zweiten  Kreis  vom  Radius  n,  unter  n 
das  Brechnngtiverhältuiss  der  Kugel  verstanden.  Ziehen  wir  unn  durch  A 
die  Gerade  QB  parallel  zn  OP,  und  verbinden  wir  den  Punkt  B,  wo  dieselbe 
den  Umfang  des  Kreises  n  schneidet,  mit  dem  Mittelpunkte  0,  so  ist  BOP 
der  zum  Einfalls winkel  ■  gehörige  Brechungswinkel  r.  Die  Bogenstticke 
PA  und  PC,  welche  auf  dem  Kreisamfsnge  vom  Uadius  I  diesen  Winkeln 
entsprechen ,  sind  als  Maase  dieser  Winkel  ku  betrachten.  Wiederholt  man 
jetsst  für  den  nm  das  kleine  Bogeustückcben  Aa  =  a  grSsseren  Einfalls- 
winkel aOP^i+a  die  nämliche  Oonstrnction,  indem  man  qb  parallel  OP 
sieht,  so  gelangt  man  zu  dem.  Brechnngs winke]  bOP  oder  cOP,  welcher  den 
vorigen  um  die  kleine  Grösse  Cc  =  ß  übertrifft.  Die  Bogen  Stückchen  Aa 
und  Cc  stellen  demnach  die  zusammengehörigen  Äendernugen  des  EinfalU- 
und  des  Brechnngswinkels  vor;  sie  können  als  beliebig  kleine  Stückcben 
des  KretsumfangoB  für  geradlinig  angesehen  werden,  ebenso  wie  das  Bogen- 
stäckchen  ßb,  welches  auf  dem  Kreise  vom  Radius  n  dem  kleinen  Mittel- 
punktswinkel COc  =  ß  entspricht  und  daher  gleich  nß  ist. 

Fällt  mau  nnn  von  A  nnd  £  aus  die  Senkrechten  Ak  und  Bl,  und  voti 
0  ans  die  Senkrechte  Oq  auf  die  Gerade  gb,  so  sind  die  Dreieckchen  Aka 
nnd  ßlb  resp.  ähnlich  den  Dreiecken  AQO  und  BQO.    Daraus  folgt 
Aa_AO  Bb_BO 

7k~7Q    ""     Ji^BQ 
oder,  wenn  man  AQ  tntt  u,  BQ  mit  v,  ferner  die  einander  gleichen  Liniea- 
stitckcben  Ak  und  Bl  mit  m  bezeichnet  und  sich  erinnert,   dass  ^0=>'l, 
ßO  =  n,  Aa  =  auad  Bb  =  nß  ist: 

m       u  m       V 

oder  auch,  weil  in  der  zweiten  Gleichung  der  beiderseits  vorkommende 
Factor  n  wegfallt: 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  nun  das  Verbältniss  der  beiden 
Zuwachse  a  und  ß  folgendermassen : 

d.  h.  die  gleichzeitigen  Aendernngen  des  Einfalls-  nnd  Brechnngswinkels 
verhalten  sich  stets  zueinander  wie  BQ  zu  AQ.    Damit  also  n  doppelt  80 


1 
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90  doppelt  ao  gross   seia   als  AQ, 
oder  der  Paakt  J  muas  di«  Strecke  BQ  halbiren. 

Da  nun  die  HalbirUDgspnakle  sSniintlicher  Strecken  BQ  offeubar  auf 
einer  Ellipse  liegeo,  dereu  grosse  llalbaxe  OR  =  n  und  deren  kleine  Balb- 
axe  0ff=3  Jn  (s.  die  rechte  BAlfte  der  Fig. 5)  ist,  so  ergiebt  sich  der  Pnnkt 
A  (oder  j{),  der  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt,  sofort  als  Durcbschnitts- 
punkt  dieser  Ellipse  mit  dem  Kreise  1.  Der  Einfallswinkel  jfOP'=:i,  nebst 
dem  sngebörigeu  Brechungswinkel  B'OP'=r,,  sowie  die  hnibe  Ablenkang 
/'0P'=  ^tfj  lassen  sich  jetzt  unmittelbar  aus  der  Figur  entnehmen.  Macht 
mm  DKmlich  Winkel  OB^A"=!r,,  so  ist 

^OP-'=B'0F-B'0J'=r,~{i,-r,)  =  2r,-~i,  =  ^dt. 
Sollen  diese  Winkel  durch  Rechnung  gefunden  werden,  so  hat  man  die 
Gleichung  iAQ  =  BQ,  d.  i. 

2cost  =  ncosr 
welche  mit  dem  Brechnngsgesetz 

smi  =  nsinr 
combinirt,  sofort 

liefert.»  * 

Die  Strahlen,  welche,  in  nnmittelbarer  Nabe  des  soeben  bestimmten 
Panktes  A  unter  sieb  parallel  anf  die  Kugel  fallend,  dieselbe  ancfa  wieder 
ili  paralleles  Bündel  yerlassen,  sind  noch  dadurch  vor  den  übrigen  ans- 
geieichnet,  dass  ihre  Ablenkung  die  grüsste  ist,  welche  die  Kugel  bei  ein- 
miliger  innerer  Reflexion  herTorzabringen  vermag.  Man  kann  sich  hiervon 
dDich  folgende  BetracbtuDg  leicht  überzeugen.  In  dem  Punkte  A,  welcher 
dem  Einfallswinkel  I,  entspricht,  ist  BQ  =  %AQ;  fttr  grössere  Einfallswinkel 
ist  BQ>2AQ,  fUr  kleinere  aber  BQ<,2AQ.  Betrachten  wir  daher  einen 
grCsseren  Einfallswinkel  i,+  »',  welchem  auch  ein  grBsserer  Brechungswinkel 
^i+p'  entspricbt,  so  ist  jedes  der  kleinen  BogenstUckcben  a,  aas  welchen 
lieh  der  Bogen  t'  zusammensetzt,  mehr  als  doppelt  so  gross,  wie  das  ent- 
sprechende der  BogenstUckcben^,  ans  denen  sich  ('zusammensetzt,  weil 
ja  die  Strecke  BQ  hier  aberall  grfisser  ist  als  2AQ\  es  ist  also  ('>2p'.  Die 
Hairte  der  Ablenkung  des  betrachteten  Strahles  ist  aber 

4d'=ar,-J-2p'— t,  — i'  oder  id'=5rf,+2p'— »'. 
Da  nun  t'  grösser  ist  als  2^,  so  hat  man ,  um  ^tt  zu  erhalten,  von  ^di  mehr 
absDziehen  als  hinzuzufügen;  folglich  ist  d(  kleiner  als  d,. 

Betrachten  wir  zweitens  einen  Strahl,  dessen  Ein  falls  winkel  i'i  — i." 
kleiner  ist  als  i,  nnd  welchem  der  Brechungswinkel  r,  —  (f"  zugehSrt,  so 
ergiebt ^sich  seine  Ablenkung  d"  aus  der  Qleichnng 

*  Es  ist  bemerkemwertb,  dass  fiir  das  BrecbongitverhaltDias  |  der  Einfalliwin- 
kal  UDd  der  dreirache  Biechuugsiriukel  sich  genau  zu  cwei  Hechten  ergänzen,  d.  h. 

e«i«tq+3r,  =  l8ü». 
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^  rf"=  2  r,  -  2  q'-  I,  + 1"  oder  |  d"=  4  d,  -  2  q'+  i\ 

Da  aber,  weil  hier  die  BQ  kleiner  sind  als  die  2A  Q,  auch  i"  kleiner  ist 
als  2q\  so  wird  wiederum,  von  ^d^  ein  grösserer  Betrag  abgezogen  als  hin- 
zugezählt, und  auch  (t*  ergiebt  sich  kleiner  als  ^i.  Die  Ablenkung  dj, 
welche  die  beim  Austritt  parallelen  Strahlen  erleiden,  ist  also  in  der  That 
ein  Maximum. 

In  Fig.  5  ist  die  Bestimmung  des  Punktes^^  nur  für  ein  einziges  Brech- 
ungsvcrhältniss  n  durchgeführt;  für  ein  anderes  Brechungsverhältniss  mässte 
man  nach  denselben  Regeln  einen  andern  Kreis  n'  nebst  der  zugehörigen 
Ellipse  construiren,  und  würde  sich  z.  B.  überzeugen,  dass  die  Ablenkung 
der  wirksamen  Strahlen  für  das  weniger  brechbare  rothe  Licht  grösser  ist, 
als  für  das  stärker  brechbare  violette. 

,   Hiermit  sind  nun  die  Grundlagen  gegeben,  auf  welchen  die  Erklärung 
des  ersten  Hegenbogens  beruht. 

Für  den  zweiten  Regenbogen  können  nach  dem  Vorausgegangenen 
einige  kurze  Andeutungen  genügen.  Da  die  Ablenkung,  welche  ein  Strahl 
nach  zweimaliger  innerer  Reflexion  erlitten  hat,  bekanntlich  durch 

rf=180°  — 2(3r— t) 

ausgedrückt  ist,  muss  für  parallel  austretende  Strahlen  die  Bedingung 

a  =  3|S 

erfüllt  sein.  Ihr  wird  genügt  in  dem  Punkte  des  Kreises  1 ,  für  welchen 
BQszs^AQ  oder  ncosr::=^cosi  ist;  man  findet  diesen  Punkt  mit  Hilfe  einer 
Ellipse,  deren  grosse  Halbaxe  s=n,  deren  kleine  aber  ^n  ist.  Durch  ein 
dem  obigen  ganz  ähnliches  Verfahren  lässt  sich  alsdann  zeigen ,  dass  die 
Ablenkung,  welche  diesem  Einfallspunkte  entspricht,  die  kleinste  ist, 
welche  bei  zweimaliger  innerer  Reflexion  stattfinden  kann. 

Ueberhaupt  lässt  sich  erkennen,  dass  bei  m- maliger  innerer  Reflexion 
der  Einfallspunkt  der  ,, wirksamen"  IStrahlen  der  Bedingung  a  =  {m-{-i)ß 
oder  n  cosr  =  (m  +  l)co5t  genügen  muss  und  constructiv  mittels  einer  Ellipse 

gefunden  wird,  deren  Halbaxen  n  und         —  sind. 
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Vm.    Seliqniae  Copemioanae. 

(BehlQU  lu  8. 458,  Jalixg.  XIX.) 

Wir  gehen  über  zu  den  Tafeln  und  den  von  Copernicus  zum  Theil 
hinxagefUgten  Erläuterungen.  An  erster  Stelle  folgt  hier  die  von  Coper- 
nicns   nur  veryollständigte  Tafel  des  RegiomontannS)  überschrieben 
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Tabula  Fecunda»  In  derselben  sind  nur  die  Zahlen  in  der ''Titorttpov^a 
ilherscliriebenen  Spalte  von  Copernicns  hinzagefugt  worden.  Aber 
anch  die  Ueberscbrift  KaOiTog  rührt  von  ihm  her.  Bekanntlich  enthalt 
die  Tabula  fecunda  die  Tangenten  für  den  $inus  totus  =3  100000'^); 
die  von  Copernicns  hinzugefügte  Spalte  mit  der  Ueberscbrift  ^Trumi- 
vovöa  enthält  nnr  für  den  sinus  toius  =5  10000  die  Secanten  fär  die 
einzelnen  Orade.  Nimmt  man  die  gewöhnliche  Darstellung  der  Kreis- 
fnnctionen  als  Linien  am  Kreise  zn  Hilfe,  so  ersieht  man  unmittelbar  die 
Eichtigkeit  der  Bezeichnung  von  iCodcro^  =  Tangente ,  ^Tnoxeivovöa^Se- 
cante.  Vielleicht  dürfte  Copernicns  der  Erste  sein,  welcher  die' Secan- 
ten wirklich  berechnet  hat.  Eine  Benutzung  derselben  in  seinem  grossen 
Werke  ist  nicht  nachweisbar.  Bis  jetzt  galt*'),  wenn  man  von  Maurolj- 
kus  aus  Messina,  dessen  Schriften  erst  nach  Copernicns  Tode  1557 
erschienen,  absieht,  Rheticus  als  der  erste  Berechner  der  Secanten.  In 
dem  grossen  Opus  Palatinum  sind  dieselben  genau  in  derselben  Weise 
berechnet,  wie  dies  Copernicns  in  der  üpsalenser  Handschrift  gethan 
hat.  Nun  sagt  Rheticus  selbst,  dass  er  seine  Untersuchungen  geschöpft 
habe  ex  amoenissimo  horio  Copernici^)^  es  dürfte  auch,  wie  ich 
später  zeigen  werde,  die  Üpsalenser  Handschrift  mit  1532  beendigt  gewesen 
sein,  also  wird  wohl  eher  Rheticus  die  Idee  zur  Berechnung  der  Secanten 
von  Copernicns  erhalten  haben,  als  umgekehrt  Copernicns  von  Rhe- 
ticus, der  erst  1530  nach  Frauenburg  kam.  Dem  Copernicns  verdankt 
also  die  gelehrte  Welt  die  Einführung  der  Secanten  in  die  Wissenschaft, 
denn  die  Arbeiten  des  Maur(flykus  sind  nur  zum  kleinsten  Theile  ge- 
druckt und  kaum  viel  über  ihren  Druckort  hinaus  verbreitet  worden.  Die 
Tangenten  hat  bekanntlich  Albategnius  eingeführt,  die  Cotangenten 
Abul-Wefa^,  bezüglich  unter  dem  Namen  umbra  recia  und  umbra 
versa.  Dass  Umbra  rectal  Umbra  versa  gleich  1  ist,  lehrt  Brad- 
w ardin  in  einer  im  Vatican  handschriftlich  erhaltenen,  fftlschlich  sogenann-. 
ten  PerspecHva'^).    Den  Cosinus  findet  man  wohl  zuerst  berechnet  in 


74)  Geschichte  der  Mathematik  seit  der  Wiederherstellang  der  Wissenschaften 
bis  an  das  Ende  des  achtzehnten  Jahrbanderts,  von  Abraham  GotthelfKästner. 
Erster  Band.    Göttingen  1706.    S.  557,  89. 

75)  E  lüg el.  Mathematisches  Wörterbach.  Vierter  Theil.  Leipzig  1823.  8.362. 

76)  In  der  Vorrede  zu  seinem  Canon  doctrinae  triangulorum,  der  ersten 
Aasgabe  des  Opus  palatinum  and  des  Thesaurus  des  Pitiscas. 

77)  Chasles,  Geschiebte  der  Geometrie,  deutsch  von  Sobncke.  Halle  1889. 
S.  602. 

78)  Co  dem  Vaticanus  Nr.3102  Blatt  110»,  /.  26— Blatt  111».  Die  Handschrift 
beginnt: 

Incipii  persp'ectioa  eiusdem  (Bradwardini)  quoad  aliquam  eius  pariem.  Et  qma 
totum,  quod  se^tur,  coniinetur  in  communi  perspectioa  praeter  quatuor  propositianes, 
gue  sequuntur,  ideo  solvm  ülas  scHbo. 

Die   hier  angeführte   perspectia  communis    ist  die  bekannte  Optik   des 
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der  von  Rbeticas  edirten  Trigonometrie  des  Copernicns^),  worin  der. 
Kopf  der  Tafel  oben  von  0® — 90®  geht,  dagegen  unten  von  90*^ — 0^  so 
dass  also,  wenn  man  von  unten  in  die  Tafel  eingeht,  der  Cosinus  gefunden 
wird ,  während  der  obere  Eingang  den  Sinus  liefert. 

Es  folgt  eine  Tafel  (s.  f.  S.)  —  sie  steht  auf  dem  letzten  leeren  Blatte 
des  Alfonsns  —  mit  der  Ueberschrift :  Tabula  diver sitaiis  aspectuum 
solis  et  lunae  ad  minuta,  Sie  scheint  wohl  mehr  astrologischen  Spielereien 
ihren  Ursprung  zu  danken.  Wir  werden  im  Verlaufe  dieser  Reliquiae  sehen, 
dass  Copernicus  keineswegs,  wie  vielfach  behauptet  ist,  der  Astrologie 
abhold  gewesen  ist. 

Wir  kommen  jetzt  auf  ein  Feld,  wo  wir  eine  Vergleichung  mit  den  Revo- 
lutiones  anstellen  können.  Das  Resultat  derselben  ist  theil weise  ein  nega- 
tives; wir  werden  für  einen  grossen  Theil  der  nachfolgenden  Tabellen  jedoch 
auch  auf  ein  sehr  positives  Resultat  geführt  werden,  das  auf  die  Geschichte 
der  Entstehung  des  grossen  Werkes  ein  recht  helles  Licht  wirft,  und  zwar 
für  einen  Theil,  bei  welchem  das  Manuscript  der  Revolutiones  für  die  6e 
schichte  des  Textes  gar  keine  Ausbeute  liefert.  Die  Tafel,  welche  ich 
zunächst  zum  Abdruck  bringe,  ist  unvollendet,  wenigstens  in  ihrem  ersten 
Theile.  Sie  ist  nur  für  1 — 20  Jahre  berechnet.  Copernicus  hat  aber  am 
Rande  die  Zahlen  noch  bis  30  weitergeführt,  den  leeren  Platz  jedoch  wieder 
durch  ein  Bruchstück  einer  Tabella  Revolutionum  ausgefüllt.  Die  Rück- 
seite des  Blattes,  auf  welchem  die  Tabula  mediae  coniunctionis  et 
oppositionis  solis  et  lunae  in  annis  expansis  sich  findet,  nimmt 
dann  eine  Tafel  ein,  welche  der  Tafel  auf  S.  209  der  Revolutiones  entspre- 
chen dürfte.  Die  Ueberschrift  fehlt  bei  ihr;  die  Uebereinstimmung  des 
Eintheilungsgrundes  und  einige  übereinstimmende  Zahlen  zeigen  aber  deut- 
lich, dass  man  es  hier  mit  gleichartigen  Sachen  zu  thun  hat.   Bei  der  untern 


Johannes  Pekkham.  Die  yier  ans  dem  Bradwardin'schen  Werke  angefahrten 
Sätze  heissen : 

1 .  In  umbra  invenitier  diüersilas,  qiäa  aUa  est  umbra  recta,  alia  versa, 

2.  Cum  duplex  sit  umbra,  recta  scüicet  et  versa ^  quanto  una  est  minor,  tanto  altera  est 
maior  et  e  conversOy  et  quanto  tma  cresdt,  tanto  altera  decrescit  et  e  cottverso,  quam- 
quam  etiam  eas  equales  esse  contingit, 

3.  Inter  umbras  et  umbrostan  testis  est  proportio  /  quod  ipsa  res  semper  est  media  loco 
prOportionaiis  inter  umbram  suam,  rectum  scilicet  et  versam, 

4.  Per  proportiones  umbrarum  facile  est  altitudines  rerum  aceipere. 

Davon  ist  Nr.  I  nur  Erklärung,  Nr.  2  zeigt  das  Verhalten  der  Function  nnd  Cofunction 
zu  einander.  Nr.  3  enthält  den  im  Texte  ausgesprochenen  ßatz:  tgairr^rictga. 
Von  Satz  4  ist  die  Einführung  der  Tangenten  und  Cotangenten  überhaupt  ausgegangen. 
Das  Manuscript  schliesst : 

Qui  autem  ampliora  de  hiis  rebus  investigare  voluent ,  legat  librum  Alacen  philosophi  de 
aspectibus  in  quo  inveniet  fmeljius  singtUa  et  diffusius  pertractata  .  JFfec  vero  pro  simpli- 
cibus  ex  eisdem  breviter  eticita,  que  ntmc  suffidant, 

79)  Man  sehe  auch  die  Prolegomena  der  Säcularausgabe  S.  XVI. 
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ahr  angenfUllig ;  sobald  mtin  nitmlich  das 
ie  m  den  Revoluliones ,  sondern  Signum 
joluliones  einrnch  in  die  der  upsalenser 
)t  die  nach  der  mit  D.  H.  U.  2".  über- 
e  Spalte  der  nnteren  Spalte  der  Tafel 

die  a.  a.  0.  mit  Motus  anomaliae 
te  endlich  die  mit  dem  Tiiel  Molus 
leitangaben  stimmen  Uberein  trotz  der 
eit.      Man    braucht    ron    den    Angaben 

der  bis  Ende  des  betreffenden  Monats 
d    die  Scrnpula    des  Tages    in  Stan- 
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den,  Minuten  nnd  Secnuden  zu  verwandeln,  so  ergeben  sich  die  Zahlen  der 
untern  Reihe  der  hAndachnftltcbeu  Tafel.  Dabei  bemerke  man,  dass  hierbei 
dem  Febrnar  29  Tage  za  geben  aind,  nm  die  Uebereinalimmnng  lu  bewirken. 
Nimmt  man  dagegen  den  Febrnar  zu  28  Tagen,  so  erbXit  man  die  Zahlen 
der  obern  Reibe.  Die  Tafel  anf  8.290  gilt  also  für  Schaltjahr  und  für 
Gemeinjabr,  vräbrend  die  Handschrift  für  jede  Jahresart  besondere  Tafeln 
aufgestellt  hst*").  Die  handscbriftlicbea  Tafeln  geben  bei  der  Ümrechnong 
die  Scrtipula  secunda  in  der  Form,  wie  ich  sie  ani  der  OriginaUiandschrift 
der  Revoluiionei  hergestellt  habe,  nicht  in  derjenigen  der  bisherigen  Aas- 
gaben,    Ein  neuer  Beweis,  das«  von  Gopernicus  die  Zahlen  der  Tafeln 


80)  Der  Gnind  liegt  nahrscheliilich  darin,  dssi  Copernicns  in  lelnen  Redo- 
lulionei  nur  von  äK^ptischen  Jahren  Oebrancli  macht,  deren  jedes  za  365  Tagen 
gerechnet  wnrde,  er  also  eine  Unterscheidung  swischen  Oemeinjahr  und  Schalljabr 
nicht  bedurft  e. 


,c 
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vielfach  anders  geschrieben  sind,  als  die  Heransgeber  für 
haben,  dieselben  abzudrucken. 

Es  folgt  eine  Tafel,  betitelt  Tabula  Augts  Solaris,  l 
Bewegnng  des  anfsteigeoden  Knotens  der  Sonnenbahn  vom 
lam  Jahre  2085  Ton  ffinf  zn  fünf  Jahren.  Jedem  vierzigster 
eolsprechende  jährliche  Bewegung  hinzngefdgt  worden,  £iae 
Tafel  enthalten  die  Hevolutiones  nicht;  die  Principien  de 
dOrften  im  Cap,  XXII  des  Bnches  III")  niedergelegt  sein. 
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u  hinzugefügt,  er  mnss  also  bei  iDlerpolatio- 
Iben  gefühlt  baheo.  Die  Stellung  dor  beiden 
lie  Tafelwertbe  lEt  im  Drucke  dieselbe  wie  in 
der  Handschrift,  Wahrend  hier  also  die  Di£Feronz  wirklich  zwischen  die 
Zthleo,  IQ  denen  sie  gehört,  gesetzt  ist,  bat  Copernictis  in  seiner  Hand- 
(clirift  der  Revoluliones  dies  bekanntlich  nicht  gethan"),  and  dadaroh 
seine  Heraasgeber  zum  Tbell  in  Fehler  Terwickelt. 
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Laiiludinem   Veneris  et  Mercurii  invenire. 

Cum  argumetilo  aequalo  intra  iahulam  decUnacionis  et  refleciioniSy  cuius  lati- 
iudinem  quaere  ac  eins  in  angulo  communi  declinationem  et  reflectionemj  et  seorsim 
scribe,  Demum  cum  ceniro  vero  minuta  proportionaha  ad  declinationem  accipe^ 
et  ex  tabella  generali  minulorum  proportionalium  cum  eodem  centro  recipe  minuta 
ad  reflectionem ;  hoc  dumtaxat  in  Vettere.  In  Mercurio  aulem  ades  aliam  iahulam 
ad  hoc  depuiatam,  Vnumquotque  (sie!)  sub  $uo  gener e  scribe  singulis  aequaiis 
per  partem  proportionalem,  Vhi  opus  fuerit  cum  ceniro  eius  vero  accipias  devia- 
cionem,  quae  quidem  in  Vener e  septemptrionalis  est,  in  Mercurio  vero  meridio- 
nalis.  Hiis  (sie!)  itaque  notatis  multiplica  minuta  decUnacionis  per  declinadonem 
eius:  quod  proveniel  erit  prima  latitudOy  quae  proveniet  ex  declinatione  epicicli, 
'  quam  serf>a,  Si  igitur  declinacio  fuerit  reperla  in  prima  parte  tabulae^  out  si  argu- 
J  *  menlum  aequatum  fuerit  in  superiori  parte  circuii,  centrum  quoque  minus  6  signis 

'^'•-  extiterit,  aut  si  argumentum  in  inferiori  parte  circuli  et  centrum  plus  6  signis 

{:  habuerit,  erit  haec  latitudo  Veneris  septemirionalis ,  Mercurii  autem  meridionalis, 

^-  Si  vero  argumentum  fuerit  in  inferiori  parte  circuli  centro  minus  6  ngnis  exeunte, 

i^  aut  cum  argumentum  in  superiori  parte  epicicli  et  centrum  plus  6  signis  fuerit, 

(5  erit  haec  Veneris  meridionalis,  Mercurii  septemirionalis  latitudo ",  sie  partem  eius 

l  cognosces,    Duc  similiter  minuta  refleclionis  in  reflectionem ,  et  proveniet  refleciio 

aequata,  quae,  si  argumentum  minus  6  signis  fuerit,  centrum  quoque  in  superiori 
t  medietate  circuli,  vel  si  argumentum  plus  6  signis  fuerit  et  centrum  in  inferiori 

i*'  medietate,  erit  haec  Vetieris  septemirionalis,  Mercurii  meridionalis.    Si  autem 

r  argumentum  minus  6  signis  et  centrum  in  inferiori  porcione  circuli,  aut  si  argu- 

^  menlum  plus  scmicirculo  ac  centrum  in  superiori  parte  circuli  fuerit,  erit  haec 

:  Veneris  meridionalis  et  Mercurii  septemirionalis  latitudo,   Has  demum  tres  latitu- 

dines  simul  collige,  si  eiusdem  partis  fuerint,  aut  minorem  de  maiori  deme  cottectis 
prius  laiitudinibus,  quae  eiusdem  erant  denominationis,  et  proveniet  vel  relinquetur 
:  latitudo  vera  quaesiti  illius  denorninaiionis ,  a  quo  fuit  subiractio. 

Der  dem  obigen  entsprechende  Abschnitt  der  Revolutiones  findet  sich  im 
letzten  Capitel  des  letzten  Baches  als  Ende  des  ganzen  Werkes*  Zur  bes- 
sern Vergleichung  and  Erklärung  sowohl  der  Tafeln  als  des  Capitels  über 
die  Latitudo  lasse  ich  zunächst  diesen  Passas  hier  folgen  nach  der  Lesart  der 
Säcularaasgabe. ") 

De  numeratione  laiitudinem  quinque  errantium.    Cap,  Villi, 

Modus  autem  supputandarum  latitudinum  quinque  stellarum  erraticarum  per 

has  tabulas  est Sed  in  Venere  et  Mercurio  assumendae  sunt  primum 

'  '    per  anomaliam  commutationis  discretam  tres  latitudines  declinationis,  obliquaHonis 

et  deviationis  occurrentes,  quae  seorsum  signentur,  nisi  quod  in  Mercurio  reiiciaiur 
decima  pars  obliqwUionis,  si  anomalia  eccentri  et  eius  numerus  inveniatur  in  supe- 


83)  Ed.  Thor.  B.  442,  /.  1-3,  17  —  31,  S.  443. 
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mri  parte  tabtdae,  vel  addaiur  laniumdem,  si  in  mferiori,  et  reliquum  vel  aggre- 
gatum  ex  eis  servetur.  Earum  vero  denominaiiones,  an  boreae  austrinaeve  fuerint, 
sunt  discemendae,  quoniam,  si  anomalia  commutationis  discretae  fueril  in  apogaeo 
semidrculo,  hoc  est  minor  XC  vel  plus  CCLXX,  eccentri  quoque  anomalia  minor 
semicirculo,  autrursus,  si  anomalia  commutationis  fuerit  in  cir cum ferentia  perigaea, 
rempe  plus  XC  ac  minus  CCLÄX,  et  anomalia  eccentri  semidrculo  maior,  erii 
decUnatio  Veneris  borea,  Mercurii  auslrina^  Si  vero,  anomalia  commutationis  in 
perigaea  circumferentia  existente,  eccentri  anomalia  semidrculo  minor  fuerit,  vel 
commutationis  anomalia  in  apogaea  parte  et  eccentri  anomalia  plus  semidrculo, 
erit  vidssim  declinatio  Veneris  austrina ,  Mercurii  borea.  In  obliquatione  vero ,  si 
anomalia  commutationis  semidrculo  minor  et  anomalia  eccentri  apogaea ,  aut  ano- 
malia commutationis  maior  semidrctdo ,  et  eccentri  anomalia  perigaea ,  erit  obli" 
quaiio  Veneris  borea,  Mercurii  austrina,  quae  etiam  converiuntur.  Deviationes 
autem  semper  manent  Veneri  boreae,  Mercurii  austrinae.  Deinde  cum  anomalia 
eccentri  discreta  capiantur  scrupula  proportionum  omnibus  quinque  communia, 
quamvis  tribus  superioribus  ascripta,  quae  adsignentur  obliquationi ,  ac  ultima 
deviationi:  post  haec  addilis  eidem  anomaliae  eccentri  XC  gradibus  cum  ipso 
aggregato  iterum  scrupula  proportionum  communia,  quae  occurrunt,  applicanda 
latHudini  dedinationis.  Bis  omnibus  in  ordinem  sie  positis  multiplicentur  singulae 
tres  latitudines  expositae  per  sua  quaeque  scrupula  proportionum,  et  exibunl 
ipsae  pro  loco  et  tempore  omnes  examinatae.,  ut  denique  summam  trium  latitudi- 
num  in  his  duobus  syderibus  habeamus,  Si  fuerint  omnes  unius  nominis,  coniun- 
gantur,  quae,  pro  ut  maiores  minoresve  fuerint,  tertiae  latitudini  diversae  ab  invicem 
anferantur,  et  remanebit  praepollens  latitudo  quaesita. 

Die  betreffenden  Tabellen ,  mit  denen  eine  Vergleichung  der  vorher- 
gehenden möglich  ist,  finden  sich  in  den  Bevolutiones  von  S.  438 — 441. 
Sie  sind  in  anderer  Anordnung  auszüglicb  mit  den  oben  abgedruckten 
identi  scb.  Die  drei  Tafeln  für  Saturn,  Jupiter  und  Mars  sammt  der  Tafel, 
flberschrieben  Tabelta  minutorum  proportionabilium  quinque  pla- 
netarum,  sind  in  dem  grossen  Werke  in  eine  Tafel,  die  sich  über  zwei 
Seiten  erstreckt,  zusammengezogen.  Copernicus  hat  dies  dadurch 
erreicht,  dass  er  die  Zahlen  nicht  von  Grad  zu  Grad ,  sondern  nur  von  drei 
Grad  SU  drei  Grad  hat  abdrucken  lassen ,  so  dass  er  statt  zwölf  Colonnen 
nur  deren  vier  benöthigt.  Davon  stehen  je  die  ersten  drei  der  linken  Seite 
der  handschriftlichen  Tafeln  und  je  die  ersten  drei  der  rechten  Seite  auf 
der  einen  Seite  der  Bevolutiones  neben  einander  mit  der  üeberschrift 
Saiurni,  lovis,  Martis  latitudo  borea\austrina,  die  andere  in  ähn- 
licher Anordnung  mit  derselben  Üeberschrift  auf  der  zweiten  Seite.  Der 
Eingang  der  Tafel  ist  nicht,  wie  in  den  oben  abgedruckten,  auf  beiden 
Seiten  von  1  —  30  und  0—29,  sondern  Copernicus  hat,  wie  ich  schon 
früher  andeutete,  die  Bezeichnung  durch  Grade  der  Signa  Zodioci  in 
solche  nach  Gradus  Zodiaci  ersetzt  und  die  doppelten  Eing&nge  der 
Tafel  neben  einander  verlegt.    Die  Tabella  minutorum  proportiona- 
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Idea  in  Sbnlicher  Anordnang  den  Sclilnes  der  Tafel  der  Revo- 
In  dieser  letzten  Tafel  wird  die  ans  der  Oilginathaudschrift  der 
!>  nufgenotninene  Lesart  der  Zeile  11  (S.  486):  »[48  für  &6|48,  wie 
bdu  bieten,  bestätigt;  dagegen  entbält  die  faandschriftlicbe  Tafel 
I  der  Zeilen  !8 — 31  in  der  Weisi^,  wie  die  Ausgaben  sie  drucken, 

die  Säcularauegabe  nach  dem  Manuscn'pte  geändert  hat.  Die 
laltbeile  anf  S.  439  müssen  genau  dieselben  sein ,  wie  anf  8.  4S8, 
ngekehrter  Ordnong,  daher  mnss  es  in  Zeile  7  statt  9|9  heissen 
rur  47|34  in  Zeile  21:  4e|24.     Bei  den  Tafeln  der  Planeten  selbst 

mehrfach  sehen,  dass  der  geringeren  Ausdehnung  der  Tafeln 
voluliones  halber  Copernicus  die  Minntenzah]  um  eins  erhöbt 
■falls  uro  grössere  Genauigkeit  der  Rechnung  zu  erzielen.  In 
H.43S,  wird  die  Lesart  2|19  statt  2|20  bestätigt.  Die  Marstafel 
gen  Bude  der  latHudo  seplemirionalis  und  in  der  ganzen 
meridionalis  überschrieben en  Spalte  ganz  bedeutend  vod  den 
ler  Revolutiones  ab,  so  dass  üebereinstimroang der  Tafelwertbe 
■Uten  SU  den  Seltenbeilen  gehSrt. 

letzt  noch  übrigen  Tafeln  finden  wir  ebenso  auf  den  folgenden 
ten  äei  Revolulionei  zu  einer  Tafel  vereinigt,  mit  Ausnahme 
n  Tafel  mit  der  Ueberschrift  Minuta  proporlionalia  ad 
nem  Mercurii.  Diese  ist  in  den  gedruckten  Tafeln  gar  nicht 
.  Wir  werden  spSter  sehen,  wie  sich  Copernicus  in  seinem 
erke  hilft,  am  ohne  dieselbe  ansBnreicben.  Die  mit  DeclinaHo  nnd 
) erschrie benen  Spalten  dei  Revolulionet  entsprechen  natürlich 
I  ilberschriebenen  Tafeln  der Upsalenser Handschrift;  was  letztere 
:ao  nennt,  heisst  in  der  gedruckten  Tafel  Obliqualio.  WSbrond  die 

Drucke  wficbst,  nimmt  sie  in  der  Handschrift  ab,  sie  ist  in  letz* 
auch  bis  anf  Secnnden  genan  berechnet,  während  die  Reeolutiones 
inuten  begnügen.  Dieser  Theil  der  beiderseitigen  Tafeln  ist  also 
einander  rerschieden,  die  mit  Declinatia  und  Reflectio  ttberschrie- 
Iten  zeigen  neben  vielfachen  üebereinstimmungen  ebenso  beden- 
ichiedenheiten.  Die  Scruptäa  proporiionem  devialionis  Überschrie- 
:e  der  Drucke  stimmt,  wie  es  wohl  anch  natdrlieh  ist,  nicht  mit 
chriftlichen  Tafel  Minuta  ad  declinalionem  überein.  Wie  schon 
:  die  letzte  Tafel  für  die  Reflectio  des  Heicur  in  den  Drucken 
nicht  vorhanden.  Der  Qrnnd  dazu  Ist  leicht  zu  sehen;  er  liegt  in 
en**):  „nisi  guod  in  Mercurio  reiiciatur  decima  pars 
onit,  ii  anomalia  eccentri  el  eius  numerut  invenfatur 
ori parle  labulae,  veladdaiur  laniumdem,  siin  inferiori, 
iffi  eel  aggregatum  sereelur",  welche  offenbar  den  Fassna  des 
tes  ersetzen  sollen;  „In  Mercurio  autem  ades  aliam  tabulam 

i.  7Aor.  8.442,1.30-- 33.      . 
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ad  hoc  depuiaiam.^^  Dass  das  Capitel  der  Handschrift  nnd  das  Capitel 
der  Bevoluliones  identische  Hechnungen  yorDehmen  lassen,  ist  nnmittelbar 
einleacbtend.  Als  gleichbedeutend  ausser  refleciio  und  obliquaiio 
erbalten  wir  aus  der  Vergleichung  beider  Texte  noch:  argumentum 
aequatum  gleich  anomalia  commuiaiionis  discreta,  cenirum  gleich 
anomalia  ecceniri.  Die  Minuta  proportionalia  ad  Declinationem 
ersetzt  der  Text  der  Revolutiones  noch  durch  die  Worte*):  post  haec 
additis  anomaliae  eccentri  XC  gradibus  cum  ipso  aggregato  He- 
rum [capianiur]  scrupula  proportionum  communia,  quae  occurrunt, 
applicanda  latitudini  declinationis.  Ueberlegt  man  Alles  genau,  so 
kommt  man  wohl  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Form,  in  welcher  die  Tafeln  in 
den  Revolutiones  vorliegen,  die  jüngere,  nach  längerer  Behandlung  des 
Gegenstandes  vereinfachte  Form  derselben  ist.  Denselben  Eindruck  macht 
tach  die  jeder  Art  der  Tafeln  beigegebene  Qebrauchsanweisung.  Die  Form 
des  grossen  Werkes  ist  abgerundet  und  glatt,  sie  ist  nicht  kürzer,  aber 
übersichtlicher  als  die  des  Manuscriptes ,  sie  ist  im  prager  Manuscript  ohne 
Streichung  geschrieben,  wie  aus  einem  Gusse.  Wir  dürfen  also  wohl  mit 
Recht  behaupten,  dass  die  Tafeln  der  upsalenser  Handschrift  eine  ältere, 
▼ielleicht  die  ursprüngliche  Form  der  gedruckten  Tafeln  darstellen,  welche 
xam  Zwecke  des  grossen  Werkes  revidiert,  vereinfacht  und  in  eine  andere, 
Qbersichtlichere  Ordnung  gebracht  sind.  Dabei  wurden  einige  Tafeln  als 
überflüssig  gestrichen,  z.  B.  die  ad  reflectionem  Mercurii  und  Minuta 
ad  declinationem,  dagegen  die  Scrupula  proportionum  deviationis 
hinzugefügt. 

Fragen  wir  weiter  nach  der  Zeit  der  Abfassung,  so  muss  diese  natürlich 
vor  Abscbluss  der  Revolutiones  liegen.  Dass  letztere  vor  1532  vollendet 
waren  (mit  Ausnahme  der  Trigonometrie) ,  haben  wir  vorhin  schon  aus  der 
Beobachtung  des  Venusapogäums  von  1532  geschlossen,  die  jedenfalls  in 
dem  grossen  Werke  erwähnt  wäre,  wenn  sie  vor  Beendigung  desselben  fiele. 
Darnach  muss  aber  schon  das  fünfte  Buch  vor  1580  fallen  —  die  letzte 
erwähnte  Beobachtung  ist  von  1529  — ;  die  Berechnung  der  obigen  Tafeln 
hat  aber  jedenfalls  eine  bedeutende  Zeit  in  Anspruch  genommen,  kann  aber 
auch  nicht  gemacht  sein,  ehe  Copernicus  nicht  die  im  sechsten  Buche 
dargelegten  Theorien  entwickelt  hatte;  sie  stammen  daher  wohl  kaum  ans 
dem  Anfange  des  Werkes,  also  aus  1511 — 1520,  sondern  wahrscheinlich  aus 
3en  zwanziger  Jahren  des  16.  Jahrhunderts,  aus  denen  wir  ja  oben  noch 
ndere  Beobachtungen  in  dem  upsalenser  Codex  verzeichnet  fanden. 

Ich  will  hier  noch  auf  eine  wenig  erwähnte  Notiz  der  Narratio  prima 
Aufmerksam  machen ,  welche  ebenfalls  ein  Streiflicht  auf  den  Fleiss  und 
die  Arbeitsmethode  des  Copernicus  wirft.    Sie  lautet^) : 


85)  Ed.  Thor.  S.443,  /.  10—  12. 

86)  Ed.  Thor.  8. 476,  /.  16-477,  /.  6. 
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Cum  autem  apud  ie  anno  superiori  essem  atque  in  emendaiione  moUiutn 
Regiomoniani  nostriy  Peurbachii,  praeceptoris  eins,  iuos  el  aliorum  docio- 
rum  virorum  labores  viderem,  inieiligere  primum  incipiebam^  quäle  opus  quan- 
tusque  labor  esset  fuiurus,  hanc  reginam  mathematum,  astronomiam,  tU  digna  eral^ 
in  regiam  suam  reducere  formamque  imperii  ipsius  resiituere.    Verum  cum  deo 
ita  volenie  spectator  ac  iestis  ialium  laborum ,  quos  aJacri  sane  animo  et  sustinet 
ei  magna  ex  parte  susperavit  iam,  D,  Doctori,  praecepiori  meo,  sim  facius,  me  nee 
umbram  quidem  taniae  molis  laborum  somniasse  video.  Est  autem  ianta  haec  labo- 
rum moles,  ut  non  cuiusvis  sit  herois  eandem  ferre  posse  et  superare  denique- 
Quibus  de  causis  ego  quidem  ueieres  memoriae prodidisse erediderim  Herculem^ 
love  summa  prognatum,    eoelum,   postquam  humeris  suis  amplius  diffiderety 
Allan  ti  Herum  imposuisse,  qui  aelale  longa  assuef actus  magno  animo  infraciisqtie 
viribus,  ut  semel  coeperat,  hoc  unus  usque  perferreU    Ad  haec  divinus  PlaiOy 
sapientiae,  ut  inquii  Plinius,  antisieis,  haud  obscure  in  Epinomide  pronun- 
ciat  astronomiam  deo  praeeunte  inventam  esse.  -  Hanc  Platonis  senientiam  alii  aliier 
fortasse  inierpretantur,  ego  vero,  cum  eideam  D.  Doctorem,  praecepto- 
rem  meum,  observationes  omnium  aeiatum  cum  suis  ordine  ceu  in 
indices  colledas  semper  in  conspeciu  habere;  deinde  cum  aliquid 
vel   constituendum    vel    in   artem   et  praecepta   conferendum,    a 
primis    Ulis    observationibus    ad    suas   usque  progredi,    et  qua 
inter  se  ratione  omnia  consentiant,  perpendere;  porro,  quae  inde 
bona  consequentia  Vrania  duce  collegii,  ad  Ptolemaei  et  veterum 
hypotheses  revocare,    ei  postquam  easdem  summa  cura  perpon- 
derans    urgente    astronomica    dvcty^Xl   deferendas   deprehendity 
neque  quidem  sine  afflatu  dif>ino  et  numine  divum  nofoas  hypo- 
theses assumere,   et  mathematica  adhibila,  quidnam  ex  talibus 
bona  consequentia  duci  possit,  geometrice  consiituit;  atque  vete- 
rum   denique    et  suas    observationes    ad  assumptas   hypotheses 
accommodare,  el   sie  post  istos  labores  omnes  exantlaios  leges 
astronomiae  demum  conscribere  —   hunc  in  modum  Platonem  inielli- 
gendum  puto ,  mathematicum  siderum  molus  perscrutantem  recUssime  assimulari 
caeco,  cui  tantummodo  baculo  suo  duce  magnum,  infinitum,  lubricum,  infinitisque 
def>iis  involutum  Her  sit conficiendum.    Wir  sehen  daraus,  dass  Copernicns 
sämmtliche  ihm  bekannte  Beobachtungen  berechnet  hatte,  ebenso  die  von 
ihm  selbst  angestellten;  dass  er  dieselben  gleichsam  zu  einem  Iudex  zusam* 
mengestellt  hatte,  um  bei  jeder  ihm  anfstossenden  Frage  alle  einschlagen- 
den Beobachtungen  vergleichen  zu  können.     Wer  möchte  da  nicht  mit  uns 
wünschen ,  dass  diese  copernicanische  Schatzkammer  wieder  aufgefunden 
werden  möge?  Wenn  sie  noch  vorhanden  ist,  so  dürfte  sie  in  Schweden  zu 
suchen  sein.    Ich  halte  es  für  unwahrscheinlich,  dass  in  derselben  sich  des 
Copernicus  Name  finden  würde;  wenn  diesen  nicht  Andere  in  die  Hand- 
schrift der  Revolutiones  geschrieben  hätten,  wäre  er  darin  auch  nicht 
zu  finden. 
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luese  eudlicli  nocb  eine  haDdschriftliche  Tafel 
if  die  freie  Seite  des  Blattes  d  üesKegio- 
id  welche  die  Sehoentafel  für  gaoze  Grade  tu 
s  ist.  Sie  hat  bei  ihm  keine  Ueberschrift;  nur 
IQ  Spalte  ist  von  Copernicas  geeclirieben. 
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olemHns  oder  der  penrbach'scheD  über- 
cheiden,  da  mir  die  betrefTeoden  Werke  nicht 
le  Tafel  Torbanden,  jedoch  ohne  irgendwelchti 
lezeicbnnngj  die  Bedeotung  derselben  ist  uiii 
i;r[inden.  Da  dieselbe  ausRerdem  lückenhaft 
le  ich  dieselbe  hier  nicht  ahdracken.  Coper- 
>rfen  zu  haben. 
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Werfen  wir  noch  einen  Blick  auf  den  Inhalt  des  vorliegenden  Capitels. 
Wir  haben  darin  Copernicns  als  geübten  Rechner  gefanden;  er  berechnet 
als  Erster  die  Secanten;  er  zeigt  uns  Vorarbeiten  für  seine  grosse  Arbeit^ 
und  zwar  für  den  Theil  derselben,  in  welchem  er  bekanntlich  am  original- 
sten ist,  dessen  Untersuchungen  für  die  feinsten  gelten,  für  den  aber  da« 
Manuscript  der  Revolutiones  weniger  Gelegenheit  giebt,  der  Arbeitsart  des 
Verfassers  nachzugehen.  Hier  erhalten  wir  zu  dem  Letzteren  die  Gelegen- 
heit; es  dürfte  deshalb  der  obige  Beitrag  als  eine  nicht  unwichtige  Be- 
reicherung der  Säcularausgabe  des  Copernicus  anzusehen  sein.  Die  mit 
den  Daten  veröffentlichten  Beobachtungen  sind  zum  Theil  wohl  schon 
gedruckt,  es  ist  jedoch  noch  keine  für  das  Leben  des  Copernicus  ver- 
werthet  worden;  nur  Hipler  hat  die  aus  dem  Jahre  1500  in  seinen  Copemi- 
canischeti  Regeslen^)  erwähnt,  ohne  jedoch  seine  Quelle  anzugeben. 

IIIL    Aus  dem  Alhohazen  Hali  filius  Ahenragel  von  1485. 

Es  ist  zum  ersten  Male,  dass  astrologische  Bemerkungen  von 
Copernicus  Hand  herrührend  gefunden  sind  und  veröffentlicht  werdeh. 
Sie  finden  sich  in  dem  höchst  seltenen  ratdolt^schen  Drucke  vom  Jahre 
1485,  betitelt:  PrecJarissim^  liber  copJefi  in  iudicijs  astrot\:  que  \\  edidit  alhohazen 
Haly  filius  ahenragel  5^  feli  ||  cissime  incipil:  i  primo  ^hemtu  in  ipsü  ft'ftrt/m."^) 
Derselbe  ist  mit  dem  Euklid  von  1482  zusammengebunden,  von  Prowe 
aber  bei  den  Forschungen  in  den  schwedischen  Archiven  übersehen  worden. 
Die  erste  Bemerkung  findet  sich  auf  Blatt  63'.  Dort  steht  auf  dem  oberen 
Kande  geschrieben : 

„Ptolemaeus  3®  Quadripartili  capite  ociavo  de  monstruosis  signis  dicit^ 
quod  in  talium  nalivitatibus  luminaria  pluries  inveniuntur  ab  angülis  remota 
et  nullam  cum  ascensione  configurationem  habeniia,  et  quod  ab  informiis 
anguli  continentur.  Cum  hoc  igitur  sie  inventum  fuerit,  convenit,  si  hoc  in 
miseris  nalivitatibus  fuerit  ^  si  similiter  sciatur  locus  communitatis  (?)  vel 
pervencionis  atj  (sie!)  nativitatem.  Si  itaque  haec  loca  in  nativitate,  sed 
locus  5 ,  locus  item  ascensionis  et  locus  solis  nullam  latitudinem  cemimuSy 
maior  pars  non  aspexerit  gradum  (^  vel  oq  luminaritmi,  erit  forme  mon- 


87)  Hipler,  Spicilegium  Copernicanuvi,  Braunsberg  1873.  Peter»  S,2Ö7 
Nr.  27:  7)  1500  iV.  Copernicus  „die  nona  Januarii"  item  „quarta  Martii 
u.  1500  Bononie**. 

88)  Hain,  Repertorium  Nr.  8349.  —  4  ungezählte  Blätter,  dann  Blatt  1  —  17, 
25,  19  —  54,  56,  56—115,  114,  117  —  152,  also  zusammen  156  Blatt.  Das  Impressum 
lautet  (Blatt  152«,  Col.  1,  Z.  50  —  58):  „C.  Pinit  feliciter  liber  cöpletus  in  iudicijs  stellaU 
I  que  cöposuit  alhohazen  Hali  filius  ahenragel,  ||  bene  reuisus  t  fideli  studio  emendatus  p  tfo- 
viinum  \\  Bartolomeu^  de  Alten  de  Nusia  germanü  artiü  |]  t  medicine  doctore  excellentissimü, 
Impressus  ||  arte  l  impesis  Erhardi  RatdoU  de  Augusla:  re-  ||  gnäte  Johanne  Mocenico  duce 

Uenetiaru  An  ||  no  dominice  incartiationis  dni .  1485 .  quarto  no  [|  nas  iulij  Uenet\J8," 
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'pit,  maaime,  si  in  signis  brulorum  animantium  fuerit, 

'  Blatt  08°,  Col.  2,  betitelt  in  sciendo  fortunam 

iD  rechten  Rande: 

icat  solum  per  ■  (T)  et  gubernaloris  ipsius  parle  quarfa 

ieite  liest  man: 

rfe  quarla  capitulo  ij°  de  statu  et  prosperüate  nati 
a  Luminaribus  et  siellis  circa  quae  circumvenientes' 
in  anguiis  fuerint  in  signis  masculis  planelaeque  cir- 
nales,  ^  vero  occidentales  maximum  nominal  dominum 
ate  duorum  orienlis  et  medü  celi. 
xa  Gapitel,  betitelt:  In  sciendo  volarem  fra- 
ten  Rande  hinzngefilgt : 

letnaeum.  Plolemaeus  Z".  quadripartiti  capitulo  V". 
tun  ex  decima  ii  quarta  et  quinla  domibus  et  planelis 
islentibus  et  secundum  j/utum  (sie!)  significationibus 
m  celi  Signum  malris  est,  ii  vero  filiorum  eius. 
iatores  sunt  planetae  masculini  in  suis  gualitatibus 
tro  suarum  sunt  feminini  in  suis  gualitatibus  mundi. 
im  ptimos  largiunlur  fratres,  occidentales  parlus  recu- 
in  figura  largitionis  associentur  signo  Fe  (radicis?) 
■1),  societati  convenienti  fratrum  concordiam  signiß- 
parle  iiSj  (siel)  forlune  convetterini,  fratrum  soeieta- 
gni/icabunl:  si  vero  fuerint  in  signis  nuUam  socielalem 
m  sigtiificabunt. 

de  von  Blatt  TS*  za  O&p.  16  ist  biniugerugt: 
'  Venus  orientales  lucent,  fuerint  alinugeia  (sie!)  silii 
Tint  in  anguiis,  manifestum  ex  kis  fortunium  pufum 
kbemas  secundum  qualilatem  ulrique  ipsorum  conve- 
ts  eap.  i".  libriZ'  Sifam  (sie!)  autem  eorum  aecipit 
'  (sie!)  ptlum  (sie!)  circumdanies  item  bona  conßgu- 
ilam  promopel  patris ,  mala  autem  contradicit,  ettanlo 
I  vel  sueeessione  fuerint,  Non  aliter  de  matre  indicant 
icl)  ^,  vel  qui  2^,  $,  vel  qui  lune  laudabiliter  conßgu- 
■■  elongahunt. 
nodum  penes  infortuntum  patris  abesi  0#,  ita  simiiiler 

uf  Blatt  75^  die  Bemerkung: 

MS  lA.capilulo parte  3"  de  epilentiis, 

\a: 

1  in  quorum  capitibus  superabundat  venenosa  quaedam 


:  --jj/^-^.-i » . 


^^^^»•w^* 


1^1» 


:«•- 


».  1 


'1. 
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^  ^  0'    ^  ^  ^  ^  ^  ,  ^^^ 


Wir  Beben,  dass  sämmtliclie  hier  verzeichnete  Notizen  aus  dem  Qua- 
dripariilum  des  Ptolemäas  entnommen  sind.  Wann  sie  entstanden  sind, 
lässt  sich  nicht  feststellen.  Da  mir  ein  Exemplar  des  QuadripariHum  nicht 
zur  Disposition  stand ,  so  muss  ich  von  einer  Vergleichnng  der  Notizen  mit 
dem  Originale«  aas  dem  sie  entnommen  sind,  Abstand  nehmen.  Dass  in  der 
Dombibliothek  zu  Frauenberg  fünf  Exemplare  des  Ptolemäns  tfaeils 
handschriftlich,  theils  gedruckt  vorhanden  waren,  ergiebtsich  aus  dem  Ver- 
zeichnisse, das  Hipler^'^)  abdrucken  Hess. 

V.    Aus  dem  Folianten  F. /,  1.  17  der  Universitätsbibliothek 

zu  Upsala. 

Der   oben   bezeichnete  Band   enthält:     1.   „Q  loannis  louiani  Pontani 
Opera.  ||  a  2>e  Fortitudine:  Libri  duo,  \\  a  De  Principe:  Liber  unus^  (|  q  Dialogus 
qui  Charon  inscribitur.  ||  a  Dialogus  qui  Antonius  inscribiiur,  [|  a  De  Liberalüaie : 
Liber  unus.  \\  Q  De  Beneßceniia:  Liber  unus.  \\  a  De  Splendore:  Liber  unus,  ||  a 
De  Coniueniia:  Liber  unus.    G.  De  Obedientia:  Liber  quinque.  ||  a  Cum  gratia  ^ 
Priuilegio/'   148  Blatt,  davon  das  letzte  leer;  auf  Blatt  147^,  Z.  30  —  31,  steht 
das  Impressum :  „ü  Impressum  Venetiis  per  Bemardinum  Vercellensem :  Anno  jj 
Sahiiis  .  M .  CCCCC.  L    Die  primo  Kalendas  Martii^'  —  2.  „  (>  VAE  HOC  IN  VO- 
LVMJNE  TÜACTANTVR,  \\  a  Bessarionis  Cardinalis  Niceni,  ^  Patriarchce 
Consiätinopoliiani  in  ca  [j  lumniaiore  Piatonis  libri  quaiuor:    opus  uarium,  ac 
doctiss.  in  quo  prae  ||  clarissima  quaeqj^,  4'  digna  leclu ;  quce  a  Plaione  scripta  sunt 
ad  homines  [|  tarn  moribus  ^  disciplinis  instruendos  breuiter:  clareq^j  Sf  placido 
stilo  I)  narrantur.  |)  a  Eiusdem  correctio  librorum  Piatonis  de  legibus  Georgia  Tra- 
pezuntio  ||  ititerprete:   ubi  passim  uerba  graeca  ipsius  Piatonis  recitantnr    ei 
emenda  [j  <a,  ^  cum  suis  accentibus:  nam  in  libris  Romae  olim  inpressis  desimt.  \\ 
Deinde  a  Bessarione  saepe  argumento  praemisso  in  latinum  uertuntur.  ||  Postremo 
Trapezuntii  tralatio  subiungitur:  quod  estperq  utile  iisi:  qui  [|  graecis  literis  tsti- 
tuuntur:  atq^  ex  graecis  boniSj  bona  latina  facere  uoluU  (|  a  Eiusdem  de  natura 
^  arte  aduersus  eundem  Trapezuntiü  tractatus  ad-  ||  modum  '^  acutus^  ae  doctus.  )| 
<1  Index  eorum  omnium,  quae  singulis  libins  pertractantur,^''    Dann  das  Buch- 
druckerzeichen  des  Aldus.    (8  unbezeichnete  Blatt,  Bltt.l — 89,  89,  91 — 112). 
Auf  Blatt  112,  Zeile  28  der  Druck  vermerk:  „a  Venetiis  in  wdib.  Aldi  Romanik 
Julio  mense  .  M.  DIU''  -  -  3.  ,,APATOT  20AESIZ  OAINOMENA  \\  META 
ZXOAl^N.  II  ARATI  SOLENSIS  PHAENOMENA  \\  CVM  COMMENTARIIS.'' 
60  Blatt  ohne  Ort  und  Jahr**).    Die  Bemerkungen,  welche  Copernicus 


S9)  Hi^ler^  Anulecta  Warmiensia.    BrauDsberg  1872.    8®.    8.59. 

90)  Das  letzte  Stück  ist  nxtr  ein  Ausschnitt  aus  dem  grossen  Sammelwerke  des 
Aldus  mit  dem  Titel:  „luHi  Firmici  Astronomicorum  libri  octo  integri,  ^  emen  \\  dati,  ex 
Seythicis  oris  ad  nos  nuper  aUati.  |1  iMarci  Manilii  asirotiondcorum  libri  quinque.  \\  Amti 
Phaetwmena  Oermanico  Caesare  inierprete  cum  com- 1|  mentariis,  Sf  imaginibus,  ||  Arati  ejus- 
dem  phaenomenon  fragmentum  Marco  TC  inierprete  |j  Arati  eiusdem  Pliaenomena  Ruffo  Festo 
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An  den  Raod  dieser  Bücher  geschrieben  hat,  sind  eigentlich  nnr  kurze 
Noten,  wenn  ihm  eine  Stelle  besonders  gefallen  hat.  Theilweise  hat  er  dies 
aach  oar  durch  ein  Anstreichen  am  Rande  gethan,  z.  B.  mit  dem  Briefe  des 
Lysia  an  Hipparch  auf  Blatt  2^  des  Werkes  von  Bessarion,  welche 
Ueberaetzang  er  bei  der  von  ihm  selbst  gegebenen  sehr  reichlich  benutzt 
hat.    Äaf  dem  Titelblatte  des  Pontanus  steht  sein  Namenszug 

„Nie  Co^^nik^*^  (sie!), 
auf  dem  hintern  Deckel  die  ägyptischen  Monatsnamen : 
yyTvBi  II  (;pa^(]/o0  ||  (paQiiSdi  \\  Ttavvi  \\  Emq)\  \\  MiamQi.  \\  BdO  ||  g^aogol  || 

AdvQ  II  xotax'S 
die  Ilipler,  a.  a.  0.  S.  123,  theilweise  ganz  falsch  gelesen  hat'').  Da  Co- 
pernicus  lateinisch  den  Monat  Chöak  stets  Chiach  nennt,  so  dürfte  man 
daraas  vielleicht  den  Schluss  ziehen  können,  dass  er  den  Itacismus  beim 
Lesen  des  Griechischen  benutzte.  Für  sonstige  etwa  bemerkenswerthe 
Notizen  des  Copernicus  in  dem  vorliegenden  Bande  vergleiche  man 
Hipler,  a.  a.  O. 

Man  wird  vielleicht  erwarten,  dass  jetzt  hier  die  Auszüge  aus  der  Hand- 
schrift folgen  würden,  welche  als  von  Copernicus  herrührend  aus  Pul- 
kowa  angemeldet  wurde**).  Eine  genaue  Vergleichung  der  mir  durch  Herrn 
Otto  V.  Struve  gütigst  überlassenen  Handschrift  mit  den  Photographien, 
die  ich  von  den  verschiedensten  Schriftstücken  des  Copernicus  besitze, 
hat  nun  wohl  eine  auf  den  ersten  Anblick  sehr  bestechende  Aehnlichkeit  der 
Handschriften  ergeben,  im  Einzelnen  sind  jedoch  die  Unterschiede  so  con- 
stant  und  bedeutend,  dass  die  blosse  paläographische  Vergleichung  schon  deut- 
lich die  Autorschaft  des  Copernicus  mehr  als  zweifelhaft  macht.  Da  nun 
aber,  falls  die  Handschrift  ihm  angehörte,  Copernicus  nach  dem  Jahre  1531, 
also  nachAbschluss  seines  grossen  Werkes,  wieder  Sachen  hätte  niederschrei- 
ben müssen,  die  seiner  neuen  Theorie  geradezu  ins  Gesicht  schlagen,  Sfttze, 
in  welcher  die  Erde  ruht,  die  Sonne  als  Planet  behandelt  wird  u.s.  w.,  diese 


Auieno  paraphraste,  |)  Arali  eiusdem  Phaenomena  graece  \\  Theonis  commentaria  copiosissima 

in  Araii  Phaeno-  ||  mena  graece.  ||  Prodi  DiadocJd  Spkaera  graece  \\  Prodi  eiusdem  Sphaera, 

Thoma  Linacro  Britanno  interprete'*,  am  Ende  (Blatt  37Ö«) :  „Veneiüs  cura,  Sf  diligentia 

Aldi  lio.  Mense  octoh,  ||  M ,  ID»  Cm  consessum  est  ab  lU  ,  S  ,V ,  ne  kos  (|  qttoqy  libros  alii 

ruiquam  impune  foT'\\mis  excudere  liceat/*     Alles  in  Allem  376  Blatt.     Siehe  Hain, 

leptrtorium  Nr.  14550.  Das  von  Copernicus  besessene  Stück  nmfasst  die  Blätter 

(09«  — 368^1  genau  die  60  Blatt,  die  ich  im  Texte  HUgegcben  habe.    Hiernach  berich- 

igen  sich  die  Angaben  Hipl>sr*8,  a.  a,  0.  S.  123. 

01)  Nach  Hipler  stehen  diese  Kamen  auf  dem  vordem  Deckel;  ich  kann 
^eatimmt  behaupten,  dass  sie  hinten  sich  finden. 

02)  Eine  neue  Co  pernicushandschrif  t.     Nach  einem  Briefe  des  Direc- 
ars  Otto  y.  Struve.    (Altpreussische  Monatsschrift,  1873,  S.  155 —  162,  Königsberg 

Pr.  1873.) 
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Sätze  auch  nicht  etwa  Aaszüge  ans  fremden  Schriften  sind ,  sondern  eigene 
Worte  des  Verfassers  des  Manuscriptes,  so  muss  Copernicus  die  pul* 
kowaer  Handschrift  entschieden  ganz  abgesprochen  werden.  Wem  sie  sonst 
angehört,  dürfte  kaum  lohnen,  weiter  zn  erforschen;  soviel  ist  mir  aber 
sicher  klar  geworden,  dass  sie  keinem  Mitgliede  des  ermländer  ClernSy 
sondern  einem  Cleriker  gehörte,  der  der  cnlmer  DiÖcese  zugetheilt 
war.  Sie  hat  nachher  noch  zweimal  den  Herrn  gewechselt.  Damit  schlieasen 
also  die  Reliquiae  Copemicanae. 

Thorn.  M.  Cubtze. 


IX.    Der  Legeiidre*8che  Sats  in  der  sphärischen  Trigonometrie. 

Anf  der  Oberfläche  einer  Kugel  mit  dem  Halbmesser  i  ist  ein  sphäri- 
sches Dreieck  mit  den  Seiten  a,  6,  c,  welche  in  Theilen  des  Halbmessers 
ausgedrückt  angenommen  werden,  und  den  Winkeln  ^,  ^*,  C*  gegeben. 
Bildet  man  aus  den  Seiten  a,  6,  c  ein  ebenes  Dreieck  und  bezeichnet  die 
Winkel  desselben  mit  A^  B,  C,  so  besteht  der  Lege ndr ersehe  Satz  be- 
kanntlich in  der  Vergleichung  der  Winkel  ^,  B*^  C*  mit  den  Winkeln 
^,  ß,  C  für  den  Fall,  dass  das  sphärische  Dreieck  hinreichend  klein  ist. 

Ein  Beweis  dieses  Satzes,  welcher  ein  Urtheil  über  dessen  Genauigkeit 
gestattet ,  ist  folgender. 

Setzt  man 

lg  ^  ^Htg-^, 


^+1 


so  ist 


um 


tg 


'^T^r         sinssinis-^a)      '      ^"2  ""f         s{s-a) 
A*—A       ^2       ^2  {ff—D  siu  A  h  sin  A 


Ä     A*       (B+\)  —  iH—\)cosA       l— Af05i4' 


Hieraus  folgt  (in  Theilen  des  Halbmessers) 

0  i  ('^--  ^)  =  Ä  *«'*  -^  +  1*'  «''2  A  +  lh^sinZA  +  . 

Setzt  man  ferner 

logH=a^ 

,11,1,  « 


fSf^ 
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[a  +  b  +  cy^+i'-a  +  b  +  cy^  -  (a-6+c)2«  -  («+6— c;)2»  =  Ijn , 

so  ergiebt  sich 

s  s — a  s — b  s — c 

"        SUIS       *       stn{s  —  a)       ^       sm^s—b)       *       stn{s  —  c) 

'•(27.)»^*(2«)*^*(27t)»^*" 


and  wegen 


n* 


iS,  =  - 
•       6 


Es  ist  aber 

n 

n 

(a  — 6+c)2"+(tf+6  — c)«"     =2^'  (2'«)it«^''~"(''-c)", 


«    * 


Tj,  =  2  V  (2n)2ta>"-"[(6+c)"-(6-c)"] 


1 

1  * 
also  namentlich 

und,  wenn  a,  6,  c  die  Grenze  g  nicht  Übersteigen: 

^2 


;5<  V  (2n)u9*— '2'* 


I 


Der  Gleichnng  2)  znfolge  kann  man 


«=-(1+0 


seUen  und  findet  sodann 


1  ^    ?4        ^       4-1^1? 1 L 

*S,  r,  (27t)«^*5,  J,  (275)*^'      ' 


&  J«      1 
und  wegen 


MtMinlft  t  M»tlMm«tik  tu  Phyiik,  XZ,  3.  17 


11'* 


Kleinere  MittheilungeD. 
9' 


'-^.^-«*    •-^^^    ^•'      -^B.        ^■^^■■»'■-«»        — 


^   2r 


-(H) 


Nimmt  man  an,  dass  g  10°  nicht  äbersteige,  so  ist 

£<  0,085^, 
<  0,002. 


Da  ferner 


also  am  so  mehr 


2""'24  ' 


bc 


-(1 +0,085  J/«)>Ä>-(^1- 
so  ist  h  sicher  in  den  Grenzen 


bcf^      ft'c*(l,002)*\ 


432 


-^(1+0,085/)    und    i-''(|-0,085ör«) 


12  ^  '       "  '  12 

enthalten  und  es  wird,  wenn  man 

3) 


bc 


12 

setzt,  ohne  Rücksicht  anf  das  Zeichen 

Q  =  0,085^* 


sein. 

Dies  vorausgeschickt,  schliesst  man  aus  der  Gleichung  l) 

<j^flr»  0,042, 
und  nach  3) 

wo  ohne  Kticksicht  auf  das  Zeichen 

«<~  (0.085  +  0,042)^» 


( 

H 


Ebenso  würde  man 


<  0,0212^. 
£*-B  =  ^j  +  ß, 


flinere  Mittheilongen. 

)'<0,0J12ff' 
iberBcfanss  ergiebt  sich 

in  QrSsse 

0,00309* 


ihles,  dnen  ftaemmmen  gleich  ihren 
itm'Varteln  sind. 


i-stelligeo  Zaiil  z,  von  rechts  nach  links  ^ 
;emeioe  Frag^,  welclien  BediDgimg«D  a,  6,  c 


Kift  +  lOV...  =(a  +  *+r...) 

\,  +  i(fc...)=^{fl-\-b+c..  Y 

a,b,c,..  höchstens  Neuaen  sein  käanen  ,  die 
(On)*  annehmen. 

Ibo  als  obere  Grenze  nach  diesem  Kriterium  81 
324,  so  dass  allerdings  fUr  diese  beiden  FAIIo 
1  =  3  hingegen  erhält  man  720,  für  n  =  4, :  1290, 
rQrit=ö,:202&,  nnd  man  ermisst  leicht,  wieaocbdnrcb  eine  leichte  Rechnung 
mit  Logarithmen  beetfttigt  wird,  dass  Zahlen,  welche  mehr  als  vier  Stellen 
haben,  die  oben  angedeutete  EigeaschaFi  für  fi=2  nicht  haben  können, 
nnd  dass  dieenlba  von  vierstelligen  höchstenE  der  1206,  von  dreistelligen 
höchstens  der  72U  zakommen  klionte.  VnrBDchsweise  würde  man  also  nur 
die  zweiten  Potenzen  der  ganzen  Zahlen  von  32  bis  36,  von  1  bis  27  zu  nnter- 
sachen  haben.  Man  findet  dann,  dass  nur  1  and  81  jene  Eigentbflmlichkeit 
besitzen. 

Ist  fi  dagegen  grösser  als  3,  so  erweist  sich  nnser  Kritetinm  als  wenig 
branchbar.  Man  siebt  indess,  dasa  die  n-stelUgen  Zahlen  Z  folgender  Bo- 
dingODg  genügen : 

•0  dasi  tut  n  die  Belation  gilt 


Kleinere  Mittheilangen. 

{n—l)<fjLlog{Qn) 
n  —  I»  logn  <  1  +  fi  /o^ö , 

n  —  filogn^i  +  fi. 

^  Für  fi=3  findet  man  8o,  dass  höchstens  sechsstellige  Zahlen  den  Cha- 

H,    .  rakter  von  z  haben  können. 


.?» 


^*■ 


*V 


-t  ■  Halle  a.  8.  R.  Mibohbb,  cand.  math. 

i 

■  • 

Bemerkung. 

In  meiner  Abhandlang:  „Weitere  Beiträge  etc/*,  HeftI,  S.  lÖ  Z.  8v.  o.,  ist 
statt:  „bestimmte  Systeme**  za  lesen:  „die  Abbildungen  bestimmter  Systeme". 

Im  Betreff  des  Periodenverhältnisses  ist  za  bemerken,  dass  die  genannten  alge- 
braischen Beziehangen  allgemeinere  Geltung  haben.    Sie  treten  auf  in  allen  Fällen, 

wo  -^  rational  oder  Quadratwarzel  aus  rationaler  Zahl  ist,  d.h.  sobald  dasPerioden* 

verhältniss  eine  „complexe  Multiplication"  gestattet. 

Dass   ich   das  Wort  Trajectorien  nur  in  dem  Sinne  isogonaler  Trajectorien 

fifebrauchte,  ist  wohl  selbstverständlich.  r\    n  -er    i       » 1 1 

^  '  Dr.  G.  Hoizmuller. 


XT. 

ang  von  Mannigfaltigkeiten 
ir  Ordnung. 


R.  Beez, 

Leftlscbnle  lu  Plaueo  i.  V. 


UaDDigfaltigkeit  aiiT  einer  andern,  ebeo- 
mensionen  conrorm,  d.  Ii,  so  abzubilden, 
ilen  JQ  den  kleinsten  Theilen  Xbnlicli  sei, 
onen  oder  für  FISchen  bekanntlich  von 
leD  complexer  Grös«en  allgemein  gelöst 
ibeii,  (laus  die  coororme  Abbildung  einer 
andern  durcb  jedwede  Fanction  nnf  dop 
1  kann.  Bei  deu  höheren  Mnnnigfaltig- 
isufe  der  Dniersnuhung  zeigen  wird,  din 
te,  indem  nur  congra^nte,  ühDliche  und 
gleicher,  als  io  verkehrter  Lage  Aehn- 
silaen.  Inaorern  bilden  also  die  Flächen 
TOB  der  allgemeineD  Regel.  *) 


limg^eD,  heraDsgegeben  von  H.  C.  Schah- 
luss'  Werke,  IV.  Bd.  8.  103—216,  8.  auch 
Bd.  8.  74  —  88 ,  and  VorlcBiingen  Über  Oyna- 

Tie  ich  schon  bei  dieser Oelegenheit  bemerken 
;keiteii  von  zwei  tiimeDsJonen  vor  siimmt- 
bekanntB  UauBB'ache  Satz,  daas  daa  tCriim- 
Sdsnten  £,  F,  0  der  das  LiDlenelement  ilnr- 
iFdpd9+  "3?'  beilimmt  werden  kann,  einer 

avrei  Dimensionen  nicht  flthig.  Deshalb  ist 
rcntialausdrUi-ke,  die  Ubereinstiminend  von 
i  Berichten  der  Uerliner  Akademie  vom  Jnhre 

vonCrelle  gegeben  worden  sind,  als  Ver- 
18 
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An  dem  gewöbnlicben  Ranme  bat  bereits  Liouville^)  die  erwähnte 
auffallende  Tbatsacbe  nachgewiesen  und  hierzu  folgende  Bemerkungen 
gemacht:  „Die  Transformation  durch  reciproke  Radii  vectores^)  besitzt,  wie 
man  weiss,  eine  grosse  Zahl  bemerkenswerther  Eigenschaften.  Als  ick  im 
12.  Bande  des  Journals  für  Mathematik  bei  Gelegenheit  einer  Arbeit  von 
W.  Thomson  mich  mit  ihr  beschäftigte,  habe  ich  gezeigt,  dass  sie  eine 
Lösung  desjenigen  Problems  giebt ,  welches  Gegenstand  vorstehender  Note 
ist.  Aber  ich  wusste  damals  nicht,  dass  die  erhaltene  Formel  zugleich  die 
allgemeinste  Lösung  darstellte.  Die  vorstehende  Untersuchung,  welche 
dieses  wichtige  Factum  constatirt,  verdient,  wie  mir  scheint,  die  Aufmerk- 
samkeit der  Geometer.**  Es  ist  mir  indessen  bis  auf  eine  kurze  Notiz  von 
F.  Klein  nicht  bekannt,  dass  irgend  ein' Mathematiker  sich  weiter  mit  der 
Sache  beschäftigt  hätte.  Kleines  Notiz'^)  lautet:  „In  mehrfach  ausgedehn- 
ten Gebilden,  schon  im  Räume,  giebt  es  ausser  den  Transformationen,  die 
sich  in  der  Gruppe  der  reciproken  Radien  befinden,  keine  conformen  Punkt- 
transformationen.  In  der  Ebene  giebt  es  dagegen  viele  andere.*'  Dieser 
ohne  Beweis  mitgetheilte  Satz  ist  die  Verallgemeinerung  des  Liouville- 
sehen  und  bezieht  sich  gleich  diesem  nur  auf  ebene  Mannigfaltigkeiten. 
Es  wird  jedoch  weiter  unten  gezeigt  werden,  dass  er  auch  für  Mannigfal- 
tigkeiten gilt,  deren  Krümmungsmass  in  jedem  Punkte  variirt. 

Der  Einfachheit  wegen  beginne  ich  mit  dem  Falle,  dass  die  beiden 
gegebenen  Mannigfaltigkeiten  eben  sind.    Bedeuten  dann 

die  geradlinigen  Coordinaten  eines  Punktes  M  im  ersten  Radme, 

x^+dxi,  x^  +  dx^,.    .Xn  +  dXn, 

Xj  +  dor^,  x^  +  öa^,  ...  jCn  +  8x„ 
die  Coordinaten  zweier  benachbarter  Punkte  M^  und  A/g,  so  lassen  sich  die 
vom  Punkte  M  nach  Af,  und  Jf,  gehenden  Linienelemente  MM^=^  ds  und 
MM^  =  ds  durch  die  Gleichungen   , 

allgemeinerangen  des  Qanss'schen  Krümmiingsmnsses  gcdeatet  werden  können, 
nnd  ebenso  verhehle  ich  mir  nicht,  dass  die  Zulsssigkeit  der  Formen,  unter  denen 
Riemann  (Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen)  und 
ßeltrami  (Teoria  fondatnentaie  degli  spazii  di  curvalura  costante ,  ArmaH  di  matemalica 
Ser.  II,  Tom,  II)  das  Linienelement  in  nicht  kugelförmigen  Räumen  von  constanCer 
Krümmung  darstellen,  durch  obige  Behauptung  in  Frage  gestellt  wird.  Eine  eingehen- 
dere Erörterung  dieses  wichtigen  Punktea  möge  jedoch  einer  'späteren  Mittheilung 
vorbehalten  bleiben. 

3}  AppHcalion  de  Vanalyae  ä  ia  giometrie  p,  G,  Monge ^  ed.  M.  Liouville,  Note 
VI.  Liouville 's  Beweis,  den  er,  wie  er  selbst  angiebt  (vergl.  Schluss  der  Note  V), 
durch  einen  glücklichen  Zufall  gefunden  hat,  stützt  sich  auf  einige  Formeln,  die  von 
Lam^  im  5.  Bande  des  Journals  für  Mathematik  von  Liou  ville,  S.  318,  nnd  später 
in  den  Lepons  sur  les  coordMes  curviiignes,  §  XLIIIsqu,  aufgestellt  worden  sind. 

4)  Diese  Transformation  liefert  bekanntlich  kreisverwandte  Figuren. 

5)  F.  Klein,  Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forsch 
ungen,  S.  26  Anm. 
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•^^  -^^  '  ^-^-^^^^-^    -^■^•^''^^^^'^•^ ^-^ ^^.^-^^^^^t 


1)  a«'  =  0j:i*  +  aa:^'  +  ...  +  aa:n» 

darstellen.  Den  Punkten  ^,  M^  and  ^,  mögen  nnn  im  zweiten  Räume  die 
Pankte  iV,  Ni  und  iV,  mit  den  Coordinaten 

Vii  yt 1  •  •  •  y« » 

yi+^yn  yt  +  ay,, ...  y„  +  ay„, 

yi  +  ^yi  1  yi  +  ^yt » •  •  •  y«  +  ^yn 

entsprechen,  so  dass  für  die  Linienelemente  NN^  =  d/,  iVi^,  =  ä/  die  Gleich- 
nngen 

1*)  a<'=ay,*+ay,'  +  ...  +  ay„', 

2*)  «<'  =  «yi'  +  ^y,'  +  ...  +  »y«' 

gelten.  Um  aber  einen  Punkt  N  des  zweiten  Raumes  mit  einem  Punkte  M 
das  ersteren  Überhaupt  in  Correlation  zu  setzen,  bat  man  die  Coordinaten 
des  einen  als  Functionen  der  Coordinaten  des  andern  anzunehmen.  Infolge 
dessen  bestehen  zwischen  den  Differentialen  dxi  (t  =  l,  2,  ...  n)  und  den 
Differentialen  d^k  die  n  Gleichungen 

3)  dxi=£k^ikdyk, 

''<>"°  dxi 

den  partiellen  Differentialquotienten  von  dxi  nach  dt/k  bezeichnet  und  der 
Index  Ar  bei  unveränderlichem  t  ebenfalls  die  ganze  Reihe  1,2,  .«  n  durch- 
Uaft.  Der  besondern  Beschaffenheit  der  beiden  Räume  —  ihrer  KrÜmmungs- 
losigkeit —  hat  man  schon  durch  die  Annahme  Rechnung  getragen,  dass  ein 
Punkt  in  jedem  derselben  durch  n  geradlinige  Coordinaten  gegeben  sein 
soll.  Was  endlich  die  Bedingung  der  Conformittft  der  Abbildung  anlangt, 
80  wird  diese  durch  die  Gleichungen 

MM,      MM^^M^M^^ 

welche  die  Aehnlichkeit  der  unendlich  kleinen  Dreiecke  M  Mi  M^  und  iViV|  N^ 
cur  Folge  haben,  ausgedrückt.  Die  Grösse  h  giebt  an,  in  welchem  Verhält- 
nisse die  Seiten  des  ersteren  Dreiecks  vergrössert  oder  verkleinert  werden 
sollen ,  und  ist  der  Natur  der  Sache  nach  eine  reelle  und  wegen  der  Ver- 
tauschbarkeit  der  Variabelen  eine  symmetrische  Function  der  Coordinaten 
X  oder  y.    Aus  4)  ergeben  sich  sofort  die  Gleichungen 

5)  Sdx'k^^h^Udy'k, 

6)  2:dx\  =  h*i:öy\y 

7)  £{dxk  -  öxuY  =  h*£{dyk  -  ^yt)'- 
Die  letztere  reducirt  sich  wegen  5)  und  6)  auf 

8)  £dxk  ixk  =  h* Sdf/k  Syu 

nnd  ans  dieser  kann  vermöge  der  leicht  za  beweisenden  Relation 
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'  •V^  ^       ,^«^^-^-^S.v.    ^,     ^  ^  W^^»   w   »  */^  «^1^%   ^  ^^  •-  ^  *.   «/  .^^•N-^^  ^\^-^  ^-^^ 


die  neue  Form 

8*)  £ik{dXiöXk  -  aa;*  öXiy  =  k*2ik{dyi&yk  -  dyk  Äy,)» 

abgeleitet  werden.  Die  Gleichungen  8)  und  8*)  in  Verbindung  mit  6)  and 
6)  drücken  offenbar  ans,  dass  die  Cosinus,  resp.  Sinns  der  einerseits  von 
MlHf  und  M M^^  andererseits  von  NN^  und  NN^  eingeschlossenen  Winkel  — 
also  diese  selbst  —  einander  gleich  sind.  Hiernach  hat  man  die  Oleicfa- 
ungen  6)  und  6)  mit  einer  der  drei  folgenden  7),  8),  8*)  als  die  Bedingungs- 
gleichungen  für  die  conforme  Abbildung  eines  ebenen  Baumes  in  einem 
andern  ebenen  Räume  anzusehen.  Aus  allen  diesen  Gleichungen  5),  6),  7), 
8),  8*)  in  Verbindung  mit  3)  aber  geht,  da  die  dy  vollkommen  unabhängig 
voneinander  sind ,  immer  nur  das  eine  System  von  Gleichungen  hervor : 

(     EiXikXii^i^, 

80  dass  man  als  hinreichende  Bedingung  für  die  Conformität  zweier  ebenen 
Räume  die  eine  Fundamentalgleichung 

£dXk^=:h^i:dyk* 

hätte  aufstellen  können.  Der  Grund  hiervon  ist  leicht  einzusehen.  Die 
Gleichung  6)  wird  aus  5)  erhalten,  wenn  man  dyk  mit  dyt  und  demgemäss 
dxk  mit  dXfg  vertauscht,  d.  h.  von  einem  Linienelement  zu  einem  andern 
derselben  Mannigfaltigkeit  übergeht;  ebenso  entsteht  7)  aus  5),  indem 
man  dy/t  —  8yk  für  dyu  und  in  entsprechender  Weise  ^a;jt  —  Sx/g  für  darj^ 
substituirt  oder,  geometrisch  ausgedrückt,  indem  man  das  Linearelement 
einer  Mannigfaltigkeit  in  zwei  andere  zerlegt,  die  derselben  Mannig- 
faltigkeit angehören.^) 

Man  kann  nun  auch  umgekehrt  die  y  als  Functionen  der  x  ansehen  und 

3*)  ^yk  =  £iykidxi 

setzen,  worin  y^i  den  partiellen  Differentialquotienten  von  dyk  nach  dxf 
bezeichnet.  Wird  dies  in  5)  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  ein  zweites  Gleich- 
ungssystem : 

'    £kyk.yki=o, 

Zwischen  den  Grössen  xnc  und  yj^,-  besteht  ein  einfacher  Zusammen- 
hang.   Setzt  man  nämlich  die  Functionaldeterminante 


6)  Von  einer  äbnlichen Substitution  macht  Chris toffel  an  der  oben  atigefiihr- 
ten  Stelle  Gebranch. 


3n  Dr.  R.  Bbkz. 


Len  von  Xti,  in  derselben  mit  Xii^ ,  eo  erhält 

chuDgen  3)  nach  dyu 

^,  +  a',^^a.■,  +  ...  +  J',iaa;., 

entialqDOtieDt 

xt      **■        X 

ire  man  die  simultanen  Oleichnngen 

ia'i*  +  -.-  +  a',ia:,»  =  0, 


ia^*  +  ..-  +  ««i«i.t  =  Ä', 


..  Xft.-.-^fD  and  addire  sänimtliche  GleJcb- 


,Ä'ii  +  ...  +  a^„jrj,=  0 
1 

OD  der  Grössen  yt,yf-yni  so  wird 


•3y*" 


2^8  Üeber  conforme  Abbildung 

ADS  9*)   ergiebt  sich  nun  mit  Berücksichti 
Stetem  ron  Gleicbnngen: 
0«)  j    ■^*«'*'     =*'. 

Schreibt  man  die  letzte  Qleicbnng  mit  anderen  I 
und  di£Ferentiirt  sie  nach  dgi,  so  ergiebt  fiioh 

Da  die  Indices  m  nnd  l  in  den  Differential 
den  kGtinen,  so  gilt  anoli  die  Qleicbnng 

14)  T  t^^  "'■ 

Setzt  man  in  18)  für  k  nnd  i  bezüglich  m  i 
Stelle  TOti  F,  so  kommt 

und  wenn  man  hierin  die  lodiceB  k  nnd  ■  vertanS' 

«.|^  «,>.  =  *■  |fi.', 

dl/n  OXf 

folglich  durch  Substitution  in  14) 

Ersetat  man  ferner  in  der  identischea  Gleic 

8x1      dxt 
j/i(  durch  jj^ik  ond  yti  durch  Tx^ik  und  fubrt  i 
findet  sich 

^*_i       ,9,ft  _^xik      2 

welche  Gleichang  yermOge  der  analog  1&)  gebild 
dxtk     9xik_ 
dxi  "•"  dx, 

übergebt  in 

Ebenso  ist 


dx,- 

Durch  Differentiation  von  16)  nach  dx^  erhltlt  m 


dXik     1  /      aA 
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\    dh  /       dh  dh\ 

1  10*)  berllcksicbtigt ,  schlieselicb 


3'h     _  3'A     \ 

dsidxg,  dxfdxgj' 

t  man  durch  Differeotiation  der  Qleichnng 

dxi 

3'A  3'h    \ 

*aj!,tfj;„     ""''dXidx,)' 
17*)  erhalt  man  endlich 
__  fflA 

r„        "   dxtdxt 

;ig  voneinander  angeeeben  werden  können, 
mögticb,  wenn 
d*h 

I  Eigenschart,  dass,  wenn  sie  nach  irgend 
rd,  dieser  DifTerentialquotient  von  allen 
at.     Man  genfigt  dieser  Bedingung,  weon 

-t-X,  +  ...  +  T, 

:  sein  IXsst.    Dann  ist 

Differentialquotienten  zn  ermitteln,  setze 
'=sxn,  so  erbSit  man 

*  <>  ,    ^*« 

*  9jtt 

lung  9**)  nach  yi,  so  kommt 
dxfk  _  .  3A 

^yi  ~   3yi' 
dxii 


OXil 
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'  dx,      h  Zy,^  h    ''dxt'dyi      k    *3»j 

Eine  nbermalige  UifferentiatioD  nach  dxm  ergiebt  mit  } 

'     Sxibx„      A   a««'    "'"^  A     *aarj   aar„      A'  aa 
Da 

^an'^a^""*  da:» '^'^*' aar*       A  *"'    *  U*t- 

80  folgt 

^  '  dxtdx„    h  a«„'  ""    A'^^'-'^naa-»/^  A 

Der  Werth  tüD  r — ^  Usst   sieb  aber  noch  anf 
beatimmea,  weoD  man  die  Gleichnng 

dxi,       I  /       aA  dh\ 

nach  a^f  differentiirt.   Dies  giebt  mit  Berücksichtigung 


aa:,i_  I  / 
aÄ£        A  V' 

U) 


dXi 
^Xjt    _  l    dh    dXii      1  a*A 

aar^aa;»"  A  3»,^  a»(      A    "'a«/' 
ViTgleicIit  man  38*)  niid  24),  bu  findet  man,  da 

a«„~'A'^aa:i'"*''^a«, 

ist: 

pur  eino  andere  Variabete  X[  würde  gleichermassen 

sein  mliagen.   Beide  Qleichnngen  sind  aber  nnr  dann  neb 

wenn 

a'A        9'A 
dxf~dx,^ 

. .      ,  ,    aA  aA 

ist ,  und  da  t —  nnr  Xi ,  ^ —  nur  x„  enthült,  so  mnsB  no 

vorstehenden  Gleichnng  genfigt  werden  soll,  der  nach 
belen  genommene  zweite  DiiTerentialqnotient  von  A  co 
daher 

ZU  setsen ,  worans  wegen  29)  sofort 


->(0=-' 


ledeutet,  eo  wird  die  Gleicbnag  26)  ereilt. 


imDng  mit  27)  nnr  dadurch  ersieh,  dass  n 
ili  688  lieh 

+  (iC,-«,)*  +  ...  +  (jr,-«»)'J. 

muDg  von  h  statt  vod  det  Oleichnng 
D  der  Lösung 

+iii.-ß,r+ ■■■+().- ß.n 


des  Punktes  xi,  von  ttj ,  /den  Abstand  des 
Torstebende  Gleicbnng  einfacbet 

ad  ^t  sind  die  CeDtralpnnbte  der  Kreiever- 
D  and  zwischen  den  jfi  and  xt  bestehen  die 


B*=  +  - 

ebt  eine  einfache  Beclinnng,    Ebenso  genügt 
5),  sobald  — r=-j^A*  gesettt  wird.     Denn 


üeber  conforme  Abbitdni 

folglicb,  da 

£(«*  —  «*)'=  r»  nod  S^x,,~Bi 
Bo  ergiebt  sich 


Dorcb  daB  Voritebeode  ist  bewiesen,  di 
DitneDsionen  in  einem  andern  ebenen  Raaroe 
nnr  durch  reciproke  Vectoren  coDform  abgebild 
die  ÄbbildnDgen  dnrch  Congmenz  nnd  darcb  A 
endlicbeTbeile  gleichgestaltet  sind,  aasschliessl 
wenn  man  die  Fictiea  traasceodentaler  RSudk 
folgen dermassen  laaten :  Sind  yj ,  Vt  - . .  if«  und  h 
gen  Verlnderlicben  x,,  a^,, ...  x^,  so  kenn  bei 
keit  der  Grössen  dxk  der  Differentialgleichnng 

3y/  +  aV  +  --  +  9y«*=^(aa;,'  + 
nnr  dnicb  die  Annahme 

worin  «*,  ßk  und  k  willkütlicbe  Constanten  sine,  „-    „       

Da  man  in  80)  die  Vorzeichen  -f-  (»id  —  bei  gleichen  absoluten  Wertben 
von  Xi — «i  beliebig  combiniren  kann  —  wobei  man  jedoch  ftlrjede  einselDe 
Abbildung  die  einmal  getroffene  Wahl  der  Vorzeichen  festhalten  moes  — , 
so  ethält  man  im  Oanzen  3"  Abbildungen ,  die  in  iwei  Ornppen  zerfallen. 
"Die  Bilder  in  jeder  Gruppe  sind  antereinander  congment,  swei  Bilder 
jedoch  ans  verschiedenen  Gruppen  lassen  sich  nicht  znr  Coincideni  bringen, 
da  sie  zwar  gleich  sind,  aber  verkehrte  Lage  haben;  sie  stehen  in  demselbeo 
Verbftltniss  zueinander  wie  Original  und  Spiegelbild,  nicht  aber  wie  Original 
und  Copie.  Schon  anf  der  Qer&deu  und  in  der  Ebene  ist  es  bekanntlich 
unmöglich,  symmetrische  Pnnktreihen,  resp.  symmetrisch  gleiche  Figuren 
durch  blosse  Versohiebung  in  eine  solche  Lage  zn  bringen,  dass  sie  zusam- 
menfallen. Die  Coincidenz  läset  sich  erst  dann  herstellen ,  wenn  man  den 
TrHger  des  Bildes  umkehrt,  wozo  im  ersten  Falle  eine  Ebene,  im  zweiten 
Falle  ein  ebener  Baum  von  drei  Dimensionen  erfordert  wird.    Etwas  An«- 


ir.  B.  Bhbs. 

BanmfigUTAD  statt,  sie  lassen  sich  darch 
Deckang  biiDgen.  Hierzu  wärde,  wie 
lat,  erforderlich  sein,  das  eine  System  in 
911^)  eine  Iialbe  Umdiehnng  maolien  zn 
arem  Falle  die  Abbildnogen  der  einen 
zweiten  zur  Deckung  gebracht  werden 
len  Räume  von  n  +  l  Dimensiooea  eise 
i  n  Punkte  ihre  Lage  nnverSndert  bei- 


bewiesenen Satzes  tritt  noch  deutlicher 
berror,  wenn  man  eine  Art  hypercoroplexer  OrSasen  oder  räumlicher  Zahlen 
einführt,  welche  als  eine  Verallgemeinerung  der  gewShnlicben  complexen 
QrSssen  angesehen  werden  können.  Zn  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir 
einen  vom  Coordiuatenanrang  0  nach  dem  Pankte  M  gezogenen  Radina  vec- 
tor  im  ebenen  Räume  von  n  Dimensionen  symbolisch  durch  . 

I)  p  =  «„  +  (,»,+-.;*,  +  ...  +  i„_i3!n_,. 

Die  t  sind  geradlinige  Coordicaten  des  Pnaktes  M,  die  i  Richtungscoeffi- 
«CDten  der  senkrecht  aufein  and  erstehen  den  Coordioatenaxen.  Nur  die  X^- 
Ale  hat  den  reellen  Coe^ctenten  1.  Für  riisZ  fftllt  q  mit  der  complexen 
Or9tie  Xf  +  *i ^i  oder,  wie  gewöhnlich  geschrieben  wird ,  x^iy  susammen, 
welche  hekanntliob  durch  Ganes  ihre  geometrische  Darstellung  als  Badina 
veetOT  in  der  Ebene  gefunden  hat.  Im  gewöbnlicheu  Räume  mttsste  dann 
nach  dar  herkömmlichen  Bezeichnung  in  carteHischen  Coordinaten  für  den, 
Bidins  vector  der  Ausdruck 

■ofgastellt  werden,  worin  i  den  Bicbtnngscoefficienten  der  Y-,  k  den  der 
Z-Axe  bedeutet.')  Ist  f,  ein  zweiter  Vector,  so  bat  man  die  identisclie 
Gleichung 

*.  =(pi  ■?"')?■ 
Dsr  Quotient  ^  ■  e~ '  drückt  demnach  die  Operation  aus,  vermöge  deren  der 
VectoT  e  in  den  Vector  p,  transformirt  wird.    Daher  bedeuten 


7)  Tergl.  USbius,  BarjeentriBcber  Calcal,  %  140  Anm. 

8)  Genaner  in  •inem  „ebenen"  Baume  von  vier  Dimensionen. 

9)  Id   dcD  Schriften  von  Hamilton  und  Tait  über  Quaterolonen  wird  der 
ictor  im  fe wohnlichen  Bamn  durch  die  Oleichangp  =  {x+yy-f-Ai  definirt,  welcher 

'  Jdmck  mar  wegsn  seiner  homogenen  Form  gewiBse  Vortheile  vor  dem  obigen 
'  itet,  da  er  jedoch  fUr  i=0  nicht  auf  die  Form  des  ebenen  Tectora  ^  =  ee  +  ij/ 
'  rüekgeht,  anch  nicht  alaAnalogon  desselben  angesehen  werden  kann.  Das  Gleiche 
ilt  von  GrBBsmann's  Strecke  n  =  Ci e,  +  «■  «■  +  «■  ej ;  ■■  dessen  „Anadebanngs- 


üeber  conforme  Abbildang  etc. 


n 


i.l->,  ft.l-',  i.A-» 
dorch  welobfl  bezüglicb  die  Vectoren  1, 1,  k  in  i,  k,  i  über- 
nnd  amgekebrt 

1.»-',  l.k-\  ft.f-» 
);eiige8etBteD ,  folglicb  bat  man  die  Oleiobnngan 
=.— I.i-',    A.l-"=-l.A~',    i.ft-'  =  — A.i-'. 
Bieten  ergiebt  sieb 

»•  =  -  1 ,    i»  =  —  1 , 
lit  BUcbsicbt  auf  die  vorbergehenden 

ilc  =  —ki. 
-1  Riobtangscoefficienten  ü,  so  sind 
.%  =  -!, 
**■«/  =  — •|.»* 
I  binreicbenden  Bediogungen  für  das  Beebnen  mit  Banm- 
onn 

les  Radius  vectors  p  in  Bezug  auf  die  reelle  Axe  der  x,, 
nr'bb  Mnltiplication  von  I)  nnd  IV)  nnter  Berücksicbtignng 

ilnte  Länge  von  p  (den  Modnins  oder  den  Tensor)  beeeicb- 
iebt  einenseben,  dass  die  beiden  Producte  f.f,  nnd  f,.f, 
rei  veiBcbiedene  Vectoren  sind,  im  Allgemeinen  nicbt  mit- 
cbt  werden  künnen.  Denn  wenn  p',  das  Spiegelbild  tod  fi 
r,  ist ,  so  stellt 

f.f,=f.y-.r,' 

len  Factor  r,'  die  Transformation  des  Spiegelbildes  vod  f, 
ind 

e,  .?  =  ?,.  -7 .  H 
9 
tor  r*  die  Transformation  des  Spiegelbildes  von  (/  in  den 
Die  biersn  erforde rlicben  Drebnngen  finden  aber  in  ganz 
)enea  statt,  also  sind  n-f,  nnd  p,  .^  voneinander  verschie' 
I.  Man  erbSIt  dasselbe  Resulut  aacb  darcb  AnsfUbrnng 
tnen  Mnltiplication ,  wenn  man  II)  nnd  III)  berficksicbtigt. 
en  beide  Operationen  zusammen  nnd  es  drllckt  daber 


Von  Dr.  R.  Bbez. 

bis  aaf  den  reellen  Factor  r*  die  Trans  form  ati  an  des  Spiegelbild' 
den  Vector  ^  aus,  welche  in  der  durch  die  reelle  Äxe  X^  und  de 
besümmteii  Ebene  vor  sich  geht.    Ist  ip  der  Winkel,  den  ^  mit 

«iDschliesst ,  lo  involvirt  (i .  -7  eine  Drehung  um  den  doppelten 

oder  es  bedeutet  ^  einen  Vector  von  der  LKnge  r*,  welcher  mit 
&ie  den  Winkel  i<p  bildet  und  in  der  Ebene  qX^  liegt.  Allgen 
d*  einen  Vector  ans,  der  in  derselben  Ebene  befindlich  ist,  di 
hat  and  mit  der  jT,-  Axe  den  Winkel  Rg>  einseht ieiist.  Multiplici 
f*  mit  einer  reellen  Cunstanten  ai,,  so  wird  nur  eine  Aender 
Lioge,  nicht  aber  in  der  Lage  von  ^  bewirkt.  Summirt  man  fern 
io  einer  Ebene  liegende  Vectoren,  so  erbSlt  man,  wie  leicht  eini 
einen  nenen  Vector,  der  in  derselben  Ebene  enthalten  ist.  Uahe: 
titt  der  Ausdruck 

ft  =  "o  +  a,  f  +  o,  p' +  . . .  +  a,_  I  ß— ' 
viederum,  einen  der  Ebene  fX^  angehQrigen  Vector  und  allgen 
i\='f{9)  «ins  beliebige  Function  von  ^  — jedoch  mit  reellen  Ooi 
bedeutet,  so  wird  f,  stets  in  der  Ebene  zu  suchen  sein,  in  welch 
gament  (  und  die  Axe  X^  liegen.  Daher  kaan  der  Differentialquoti 
bei  völlig  willkdrlicher  Lage  des  Incrementes  dq  nicht  durch  ein 
voD  ^  dargestellt  werden,  oder  es  ist  eine  Gleichung  wie 

nimäglich.  Denn  während  /'(^>  als  Function  von  q,  wie  wir  soeh 
bähen,  einen  Vector  in  der  Ebene  qX^  bezeichnet,  involvirt  di 
Drebang  in  einer  durch  dff,  nnd  d^  gelegten  Ebene,  deren  Lage 
lodert.  Nur  wenn  d(i  durch  die  Natur  des  Ranmes,  in  dem  es 
■illkQrlicb  ändern  kann,  gendthigt  ist,  in  der  Ebene  p^g  ^u  blei 
■llein  rur  n  =  2  der  Fall  ist  — ,  bat  die  Function  /(p)  als  DifFerent 
1«  abermals  eine  Function  von  p.  Dnber  gilt  nur  für  die 
Qletchaag 

Bezeichnet  man  die  Modnli  von  9p  nnd  dpi  bezüglich  durch  Ss  \ 
liitfert  vorstehende  Gleichung  sofort  anch  die  Bedingung  der  Goi 

^  fragt  sich  nun  weiter,  ob  der  letzterhaltenen  Gleichung,  wem 
Gherhanpt  nur  eine  Fanction  der  Variabelen  x^  oder  yi,  bedeutet, 
'DD  mehr  als  zwei  Dimensionen  genügt  werden  kann,  trotzden 
»Bte  Gleichung  nnmSglich  ist.  Offenbar  wird  dies  der  Fall  sein 
EeÜDgt,  für  9p,  einen  eingliedrigen  Ausdruck  herzustellen,  der 
^Ingig  ist,  z.  B. 

9p,=  v(p)  -Sp-tl?}. 
Denn  wenn  man  auf  beiden  Seiten  den  Modulns  nimmt,  so  folgt 


Ueber  coofonne  Abbildung  etc. 


Nun  aber  zeigt  sich,  dsss  scboa  d&s  Differenti«)  der  zweiten  PoteDS  von  q, 
nÄmlieb  .         a     ,  a 

einoD  zweigliedrigen  Änadrnck  giebt,  der  sieb  nicht  znaammeo sieben  ISsst, 
du  dieProdnete  f.dftmd  9^.^  nicbt  veitanecbt  werden  kCnnen.  Es  bleiben 
also  noT  die  Punotionen  von  p  Übrig,  in  denen  f  in  der  ersten  Potenz  ror- 
kommt,  nftmlicb 

VI)  «,=±"e 

nnd 

VII)  *'  =  ±^' 

worin  a  eine  reelle  Constante  bedeutet.    Ans  VI)  folgt 

VI»)  df,  =  adQ, 

aas  VII) 

VII«)  3?,  =  +  -.3f .-."') 

e         e 

Geht  man  auf  beiden  Seiten  zum  Modului  aber,  so  erhält  mau  bezüglich 

VI*«)  ds,=adi 

nnd 

VII«")  ds,=  ^ds. 

In  VI**)  und  VII**)  erkennt  man  sofort  die  Bedingnngsgleichungen  fitr 
die  Abbildung  durch  Aehnlichkeit  und  Kreisverwaadtschaft  wieder.  Der 
Gleichung  VII)  kann  man  eine  etwas  allgemeinere  Form  geben,  wenn  man 
den  Coordiuatenanfang  in  beiden  Räumen  verlegt.    Man  erhält  dann 

VIII)  f,-Q,->  =  +^~- 

Q  —  9 
und  in  dieser  einfncben  Gestalt  ersetzt  sie  voltständig  das  in  80)  aufgestellte 
61e ich nngas}' Stern.  Dem  Punkte  f  des  einen  Raumes  entspricht  der  Punkt  (/, 
in  dem  andern;  p'  und  e,"  sind  die  Centralpunfete  der  Kreisverwandtschaft. 
Mit  Bilfe  der  bjpercomplexen  Zahlen  läsut  sich  nun  anch  die  all- 
gemeine quadratische  Form  von  n  Difierentialen,  welche  das  Linienelement 
eines  Ranmes  von  n  Dimensionen  darstellt,  in  zwei  lineare  Factoren  zer- 
legen.   Sei  vi 

ds'  =  Z,ibadxidxt,    ^[  =  0,1,. ..(«-!}, 

worin  Alt  Functionen  der  n  unabhängigen  Variabelen  x^,X„  ....^n— i  bedeu- 
ten, eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  der  n  Differentiale  0x  mit 
nicht  verschwindender  Hanptdeterminante 

10)  Diese  Gleichang  Sndet  sich  such  bei  HamilloDundTait.  Dais  der  Vec- 
toreucalcnl  in  einigen  Punkten  mit  dem  der  QuAtemiooen  sich  begegnet,  ist  nrg-en 
der  gleichen  Funds» entalbedingnn gen  II)  nnd  III)  nicht  En  verwundern. 


.  K  — 


«rminanten 


,,,  +  ...  +  '■--, a—i.._i}3J^--i]=ü 


=  ia^vx,-r\«,B 


j  (y  a.,  +  ^-(,o  —  i,  0,1  —  I,n„),3.T,  +  . . . 


...  +  (00-1, •  —  »,"11- 

geaetzt  wird,  in  der  Form 

Snb(tdxtdxk  =  T}.  V' 
■«hreiben.    Fttbrt  mnn  die  uigedentete  Mnltiplicatioa  aas  und  berficksicb- 
tigl  II)  und  III).  so  verschwinden  alle  Glieder,  die  mit  den  Richtnngscoeffi- 
eienten  i  behaftet  sind,  und  man  erhfilt  dnrcb  Vergleichang  der  Coefficien- 
tcn  von  dxgdx^  auf  beiden  Seiten 

'"-  /ä» 

I   ist.    Da  nun  die  Zahl  der  Unbekannten  ai„  ebenso  gioss  ist,  als  die  Zahl 
^^  gegebenen  Olelchnagen,   so  lassen  sich  alle  Gr&ssen  (i(_  bestimroen. 
\    Xin  findet  nach  einigen  Eecbnnngeii  FUr  die  Coefficienlen  von  dx/, 


"*.(.=  (-0* 


='.i, 


a*-'^» 


..,,=  (-.)-'^ 


l36t— 1,*— j  ■. -3*1,1 


^.£/,,^K    06*,*-i2 


«...-l-C-O 


jS. 


9^1,* 


_  >^A-i.i-i.«)>-^,>-i  ■«»•,l-i' 


Ueber  coDforme  Abbildnag  atc. 


^**  = 


I>t0>     ^itl<  -'■  ^kk 

'oeffieieot  vod  dx^,  der  allein  niclit  in  dem  rorstebenden  Schema 
n  ist,  würde  =b„  an  eetBen  sein.    Demnach  l&aat  aich 

len  Fa deren 


Vb^ 


[6„  9  (T,  +  (6„  — '  f^*«,  b,  i  —  b\)  3«,], 


Desgleicben   ergaben   sich    als  Factorso  der  teroärea  qnadta 

h  26,1  92=0 Sa:,  +260,  aas,  91,  + 6,1  3a!,'  +  2ö|,aa!,  ai,  +  6„ax/ 
hypeTComplexen  Ausdrucke 


'3^0+  (*•!  +  '1  F'*«*!!  —  '^01)^*1 


"        i»i.  »1,  *„/       J 


■'i/»,.'ii-''.i)äj:i 


ch  mögen  noch  die  bei  der  qaalernären  qaadrHtisclien  Form 
£bii,dxidXM,     ^=0,  1,2,  3 

tenden  Coefficiealen  a„,  a^,,  <>„,  a„  bier  ihren  Platz  finden, 
b 

°«  =  ("Ol  , 

•..=1:"  :-h/3:, 

''nt  ^1«  d'^  unter  X)  angegebene  Bedeutung  haben. 


1  =  0.   Uyo,v y«)=o 

von  n  DimeDsionen,  so  würden  dnrch  irgend 

,_i}  und  y*  =  iC*(oo,  p„  ...  K.-i) 

ente  die  Formen 

'«t  und  dt^^ZuCikdVidvi 

den  kleinsten  Tbeüchen  statifinden ,  venn 

n  Punkte  u  enUptXcbe,   mUssteD  die  v  als 
erden.     Zerlegt  man  nun  die  quadratische 

"fkbikduiduk, 

in  zwei  hjpercomplexe  Factoren  0  and  V' 
Bgriienden  Factoren  der  Gleichungen 
=  0,      O'=0, 

ßV  —  Toraasgeaetzt ,  dasa  ß  ein  Veetor  igt, 
ehenden  £bene  Hegt  —  in  der  Form  eines 

f.  .  +  .,,_,/>._,  =  ? 

la  Spiegelbild  dieses  Vectors 

■  -.-'— l^n_l  =  ¥' 
einachaftlicbe  Modulns  von  ß  nnd  |$',  so  wird 

£kSPt^,     A  =  0,  I,  ...  n  — I. 
die  Form 
■ikCiicdvidvt 

'  zerlegt;  y  und  /  mögen  die  integrirenden 
ein  und  den  Hodnlus  c  besitzen,  endlich 
[-...  +  »■»-1  £>.-!  =  *, 

-...->— .0-1  =  *'', 
in  Gestalt  von  Vectoren  darstellen.     Man 

Vi8vt  =  -^£kdQt' 
LuTgabe  gemäss  raäsate 


';*- : 


^ 


m 


lieber  conforme  Abbildung  eto.   Von  Dr.  R.  Bbbz. 


r 


fe 


b 
*i-^ 


'■■.*r 


wie  oben  gezeigt  worden  ist,  nur  genügt  wird,  wenn 


80  mnss 


Ä»  = 


c«m» 


i:*'^' ' 
W 


gesetzt  werden,  woraus  der  Aehnlicbkeitscoefficient 


6 

m  =  — 


k" 


c  £Pu^ 
sieb  ergiebt.    Daher  ist  die  Oleicbung 


XIII) 


^ik ^ik dvidvk^  ty  ,p, ^k ^ik ^Uid Uk 

C  ^k   "* 


die  Bedingnngsgleichung  für  die  conforme  Abbildung  des  einen  Raumes 
in  dem  andern,  welche  in  VII**)  übergebt,  wenn  beide  Räume  eben 
sind.  Zur  Erfüllung  derselben  ist  die  Herstellung  der  Gleicbniigen  XI)  und 
XII)  erforderlich,  welche  in  der  Hauptsache  auf  der  Lösung  des  Pfaff- 
sehen  Problems  beruht. 


V 


XII. 

lütogration  der  partiellen  DiflferentialgleiqhuQg  erster 
Ordnnng  von  unbeschrän]kter  Allgemeinheit. 

Von 

Prof.  Dr.  A.  Weiler 

in  Mannheim. 


In  dem  Jahre  1868  habe  ich  eine  Methode  zur  Iptegration  der  allgemein 
neo  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  veröffentlicht  (vergl. 
Grnnert's  Archiv,  Theil  XXXIIf,  S.  268  — 284).  Einige  Jahre  später 
htbe  ich  diese  Methode  eingehender  behandelt  (vergl.  Jahrg.  1863  dieses 
Journals).  Es  war  unterdessen  eine  grössere  Arbeit  Jacobi's  über  den- 
selben Gegenstand  erschienen,  welche  in  dem  60.  Bande  des  Grell  ersehen 
Journals  abgedruckt  ist,  und  es  hatte  sich  gezeigt,  dass  meine  Methode 
Verschiedenes  vor  der  Jacob i' sehen  voraus  hat. 

In  dem  Versuche  einer  Darlegung  der  wissenschaftlichen  Leistungen 
\  von  A.  Clebsch,  Leipzig  1873,  haben  einige  Freunde  desselben  diesen 
Gegenstand  in  einer  Weise  besprochen,  welche  den  Sachverhalt  nicht 
richtig  darstellt.  Herr  Clebsch  hat  im  Crelle 'sehen  Journal,  Jahr- 
gang 1865,  einen  Aufsatz  über  simultane  Integration  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  mitgetheilt  und  sich,  um  die  von  mir  gewonnenen 
Resultate  zu  begründen,  einer  eigenthümlichen  Betrachtungsweise  bedient. 
Ich  muss  vor  Allem  darauf  hinweisen,  dass  meine  Methode  zur  Integration 
der  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichung  auf  einer  andern  Grundlage 
beruht  als  die  Jacübi'sche.  Die  von  Herrn  Clebsch  gegebene  Darstel- 
lung aber  ist  ein  durch  den  Erfolg  nicht  gerechtfertigter  Versuch ,  meine 
Resultate  den  Jacobi'schen  Aufstellungen  anzupassen.  In  dem  Folgenden 
behandle  ich  abermals  diesen  Gegenstand,  und  darf  ich  mich  der  Hoffnung 
hingeben,  dass  irrigen  Auffassungen  damit  vorgebeugt  sein  werde.  Weich 
mich  auf  meine  frühere  Abhandlung  beziehen  kann,  werde  ich  dieselbe  kurz 
mit  I  bezeichnen. 

19* 
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§  1.    Die  partielle  Differentialgleicbiing  der  ersten  Ordnnng  von  un- 
beschrankter Allgemeinheit  wird  anf  simultane  partielle  Differential- 
gleichnngen  von  linearer  Form  inrtLckgefbhrt. 

Die  zn  integrirende  Oleichnng  sei 

wo  pipf'Pn  die  partiellen  Differentialquotienten  von  z  nach  XtXj^,,,Xn 

sind,    also  Pi=-; — i/>i=='3 — ••   .Pfi='3 —  ist.       Die    Integration    dieser 

dXi  dx^  u^n 

Gleichung  kann  dadarch  zu  Stande  gebracht  werden ,  dass  man  zun&chst 
die  Differentialquotienten  ptPf'Pn  &ls  Function  von  zXiXjt,.,Wn  von  sol- 
cher Art  bestimmt,  wie  sie  dem  allgemeinen  Integral  der  Gleichung  ^,  =  0 
entsprechen.  Denn  wenn  diese  Functionen  bekannt  sind,  so  erhält  man  das 
Integral  der  Gleichung  if;|  =  0  durch  die  Integration  der  vollständigen  Dif- 
ferentialgleichung 

dz  =/>,  dXi  +  PtdXt  +  .,.  +pn  dxn . 

Es  bestehen  zwischen  zwischen  diesen  Functionen,  welche  den  n  Diffe- 
rentialquotienten PiPf^Pn  entsprechen,  bekanntlich  —  Bedingungs- 

i  •  * 

gleichungen ,  welche  sich  in  der  folgenden  Form  darstellen : 

(dpt\rdp,\     (dp^\fdp,\     (dpÄ^/dpÄ        f^jPl\^(^\ 
\dxj      \dxj     \dxj      \dxj     \dxj      \dxj'"\dxj      \dxj' 

(dj^\{d_p£K     /rfP.\      /rfPiV     f^'j^/'^y 
\dxj      XdXf/      \dxj      \dxj  ' ' '  \dXn/       \dXfJ ' 

\dxj''\dxj  '"  KdxJ'^KdxJ' 

/rfi>i,-i\      /  dp^   \ 
\  dXn  /       \rfa:,-i/ 

Durch  die  beigefügten  Klammern  soll  angedeutet  sein,  dass  bei  den  par 
tiellen  Differentiationen  von  p,-  nach  XiXf..,x„  auch  die  Grösse  z  als  Func- 
tion dieser  Veränderlichen  gedacht  wird,  dass  also,  wenn  /*  eine  Function 

id  Xi  ist,  die  identische  Gleichung  (— -^  )  =  -p.  p,.  -|-  --^  besteht. 

\dXi/      dz  dXi 

Anstatt  aber  aus  diesen  — ^ Bedingungsgleichungen  A)  und  der 

Gleichung  if/|=0  die  Differentialquotienten  PtPf,  pn  unmittelbar  als  Func- 
tion von  z  XiXjt,,,Xn  herzuleiten ,  stellen  wir  uns  die  Aufgabe ,  neben  der 
Gleichung  '4^1  =  0  noch  n— 1  andere  Gleichungen  zwischen  den  Veränder- 
lichen PiPt^^^Pn^oc^XJ^.,.Xn  aufzustellen ,  welche  ausgedrückt  sein  sollen 


von  z  nn( 
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A)  bedürfen  daun  einer  Um waadlang,  um  diese 
iselben  herleiten  sn  künoen.  Indem  man  die 
Veränderlichen  x,Xt...a:„  partioll  differentiirt, 
lleicbangen : 

dp,\di,)'^"'^  ilp,\Ax,l'^\dx,)~    • 

dp,\dxj^    ■  ^  dp,  \dzj^  \dxj 
Ingen  aus  ^fi^  =  0.   Eliminin  man  aladaon  ans  je 
ich  einander  entsprechenden  Gleichnngen   be- 

.U„.oU.„..n(^)(-g)...(^),  ...... 

nngen : 

PiJ\dx,J'''\dx,/dp,      dp,  \dx,J~    ' 

»A/rfpA  ■  (d^,\d^,_(i^,/d^,\ 
PiJ\dxJ'*'\dxJdpt      dp^KdxJ        * 

^t\(dpt\  .  (d^,\d-^t      '^»■/''^M^n 
Pi/\dxJ~''\dxJdp„     dp,\dx„' 

]it  Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleichungen  A) 
Gleichnag,  welche  nicht  mehr  die  Differential- 
rn  die  Functionen  if,  und  ifr,  ala  abhängige  Ver- 
Ült  die  folgende  Gleichung: 

'rflft\        /rf^A  rfl/l,        rfT|),  /</^,\ 

d^J'^\d^Jd^,~d^,\d7j'^" 

'''\dxjdp„     dpu^dxj' 
ben  werden  kann 

h\dj^_di>,  {d^\'\_ 
u)dpi      dp,  \dxi/J~ 

mg  zwischen  den  partiellen  Differentialquotieii- 
<ft  gegeben.  Eine  ähnliche  Gleichung  besteht 
'unctionen  if>i  tfi, . , .  iff„.  Schreibt  mau  die  vor- 
irzer  in  der  Form  (if»,  ^|)=3  0,  ao  hat  man  im 
1)  Gleichungen  1 
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*  (t(/|*,)  =  0     (i^,i^,)  =  0     (Tp,t|;4)  =  0  ...  (i^,tf;„)=0, 

(^8*.)  =  0     (t^'st^'i)  =  0  *  (^8  «^4^  =  0  . . .  (t|;8i^„)  =  0, 

Da  aber  (^<^jt)*t'(^i^^<)  =  ^  ®^°®  identische  Gleichung  ist,  so  sind  die 
nnterhalb  der  Diagonalen  stehenden  Gleichungen  identisch  mit  den  oberhalb 
der  Diagonalen  stehenden.   Man  behält  deshalb  die  Gleichungen  B) 

(*'i^t)  =  0     (t^,t^,)  =  0     (i^,t^J  =  0  ...  (i|;,t^„)  =  0, 

(^8^4)  =  0  ...  ('V^8^ii)=0, 


(t^„-iip„)  =  e. 


deren  Anzahl  — ^^ ist,  und  welche  an  die  Stelle  der  Bedingungsgleich- 

ungen  A)  zu  setzen  sind. 

Die  gesuchten  Functionen  müssen  allen  diesen  Gleichungen  Genüge 
leisten.  Um  tf't  zu  erhalten,  suche  man  diejenige  Function  9,  welche  der 
Gleichung  (^^  ^)  ^  ^ 

genügt  Um  if;,  zu  erhalten,  suche  man  diejenige  Function  <p^  welche  den 
zwei  in  der  zweiten  vertikalen  Linie  stehenden  Gleichungen 

gleichzeitig  genügt.  Man  kann  dieselbe  bestimmen,  nachdem  man  die 
Function  ^,  aufgefunden  hat.  Ferner  ist  ijß^  diejenige  Function  ^,  welche 
den  drei  in  der  dritten  vertikalen  Linie  stehenden  Gleichungen 

gleichzeitig  genügt.  Man  kann  dieselbe  bestimmen,  nachdem  man  die  Func- 
tionen «^t  und  if;,  aufgefunden  hat.  Schliesslich  hat  man  zur  Bestimmung 
von  ijfn  die  «— 1  in  der  n— !*•"  vertikalen  Linie  stehenden  Gleichungen 

(i/;«-i<)p)=0     (tf;„«.2g>)=>0     (if^«^8g>)  =  0...    (i|/,9)  =  0. 

Es  ist  ipn  diejenige  Function  ^,  welche  diesen  n  — 1  Gleichungen  gleich- 
zeitig genügt,  und  man  kann  dieselbe  bestimmen,  nachdem  man  die  übrigen 
Functionen  ^^8^8  •  •  *  ^n-i  aufgefunden  hat.  Indem  man  die  gesuchte  Func- 
tion jedesmal  mit  <p  bezeichnet,  sind  die  in  einer  und  derselben  horizontalen 
Linie  stehenden  Gleichungen  der  obigen  Gruppirung  identisch,  und  man 
behält  deshalb  zur  Bestimmung  der  n— 1  Functionen  ^t  ^8  •  •  <  ^n  ^^  Ganzen 
nur  n  — 1  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen. 
Aus  den  Gleichungen 

t/^i  =  0     i/;t  =  0     t>;,  =  0...    i/;„  =  0 

bestimnien    sich    die   Differentiulquotienten  PtPf.pn   als   Function   von 
XiXf..,Xn,  und  man  kann  alsdann  die  vollständige  Differentialgleichung 

dz  =p,  da:,  +p^ dXt  +  ...  +  Pn dxn 
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-  V-    '  ^  .^rf'^.^••.^■  ^-^  ^  .^s^^^  -^  -**-»^^»-*^-^  ^  ^  ^  ^  ■^  ^••.^■^■^  ^- ^  ^■^  ^  ^-v 


\ 


integriren.  Dieselbe  ist  übrigens  gleichbedeatend  mit  dem  Systeme  der  n 
simultanen  partiellen  Differentialgleichungen 

Mao  bestimme  diejenige  Function  9  =  tf;,  welche  denselben  gleichzeitig 
Genttge  leistet.  Das  Integral  der  vollständigen  Differentialgleichung  ist 
ipcsc,  and  c  eine  willkürliche  Beständige. 

Ich  habe  hiermit  nachgewiesen,  dass  die  Integration  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichang  ?|;,  (pi  l>t  •  •  •  Pn  ^  ^i  ^t  •  •  •  ^n)  =  0  zurückgeführt  werden 
kann  auf  die  Integration  simultaner  partieller  Differentialgleichungen  von 
linearer  Form  (vergl.  I,  SS  i  und  3). 

§  2.    Wie  man  zn  einem  vollständigen  Integral  der  partiellen 

Bifferentialgleichnng  tf;,  =sO  gelang^. 

Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

^1  (PiPt  •  •  Pi.  «  a?ia:, . . .  x„)  =  0 

wird  ungemein  erleichtert  durch  die  Bemerkung,  dass  das  allgemeine  In- 
tegral ohne  weitere  Integration  aus  einem  vollständigen  Integral  hergeleitet 
werden  kann.  Unter  dem  vollständigen  Integral  denkt  man  sich  eine  end- 
liche Gleichung  zwischen  den  n  +  l  Veränderlichen  z  x^x^^^^x^^  welche 
iwar  nicht  eine  willkürliche  Function,  statt  dessen  aber  n  willkürliche  Be- 
ständige enthaltend,  der  partiellen  Differentialgleichung  if;i=sO  Genüge 
leistet.  Die  Integration  der  Gleichung  V^,  =0  lässt  sich  auf  die  Bestimmung 
eines  vollständigen  Integrals  zurückführen,  und  es  bedarf  deshalb  nicht  der 
allgemeinen  Integration  der  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Gleich- 

angenB):  (,/,,9)  =  0     (t|;.  <p)  =  0  . . .    (tf;„_,<p)  =  0. 

Anstatt  der  allgemeinen,   willkürliche  Functionen  enthaltenden  Integrale, 

welche  oben  durch  «  ^ 

*i  =  0       1/^3  =  0    ...    i^„  =  0 

ausgedrückt  worden  sind,  darf  man  sich  der  einfachen  Integrale 

9t  =  ^1     9^«  =  <?i  • . .    9«  =  <^« 
bedienen,  wo  9>t98  •  •  •  ^n  Functionen  der  2n-|-l  Veränderlichen  P\Pt .  •  'Pn  ^ 
o;,  o:, . . .  OTn )  und  r^Cj  . . .  c^  willkürliche  Beständige  sind. 

um  Gleichförmigkeit  zu  haben,  soll  die  zu  int^grirende  Gleichung 
^,==0  in  der  Form  9j  =  C|  geschrieben  werden,  wo  C|  irgend  eine  der  in  t(;| 
vorkommenden  Beständigen  ist.    Man  setze  die  aus  den  Gleichungen 

9^1  =  ^1     9>«  =  ^t     9«  =  ^»  •  •  •    9^«  =  ^» 
berechneten  Werthe  PiP^p, .../?»  in  die  vollständige  Differentialgleichung 

dz  =j3,  dx^  +JP,  dx^-^-.. .  +/)„  dxn 

ein.  Mit  Hilfe  eines  integrirenden  Factors  erhält  man  das  vollständige  Dif- 
ferential 
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da  da  da  da 

and  hieraus  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  tf;,  =  0.  Denn  das 
Integral  der  Tollständigen  Differentialgleichung  hat  die  Form  a  =  c  und 
ist  eine  bestimmte  Function  der  n -f- 1  VerKnderlichen  zXiXf..,Xn  und  der 
n  willkflrlichen  Beständigen  cCfC^.,,c„, 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Vereinfachung  der  Aufgabe  erfahren  auch  die 
partiellen  Differentialgleichungen  B)  eine  Vereinfachung.  Denn  es  ist  nun 
an  die  Stelle  von  if;«-  die  einfachere  Function  <p{  zu  setzen.  Zur  Bestimmang 
von  9>|  hat  man  demzufolge  die  Gleichung 

(<p,<p)==0. 
Zur  Bestimmung  von  91  hat  man  die  zwei  Gleichungen 

Zur  Bestimmung  von  <p^  hat  man  die  drei  Gleichungen 

(<P89>)  =  0     {q>t<p)=^0     (g>,<p)  =  0, 
und  schliesslich  zur  Bestimmung  von  9«  die  n— 1  Gleichungen 

(9i.-i9)  =  0     (<p«-2<p)  =  0     (Vii-3<p)==0  ...    (g>,9)=»0. 
In  diesen  Gleichungen  ist  die  zu  bestimmende  Function  jedesmal  mit  tp 
bezeichnet. 

Die  Eenntniss  des  Verfahrens,  wornach  man  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  ^i  =  0  aus  dem  vollständigen  Integral  herleitet,  giebt  Auf- 
schluss  tiber  einige  wichtige  Eigenschaften  der  vorstehenden  Gleichungen, 
und  soll  dasselbe  hier  nicht  tibergangen  werden.  Man  ersetzt  die  Bestän- 
dige c  des  vollständigen  Integrals  durch  eine  willkürliche  Function  der 
übrigen  Beständigen  CtC,...Cn.  Das  vollständige  Integral  hat  dann  die  Form 
a=3if;(C|C|...Cn),  oder  auch  die  allgemeinere  Form 

^(a  c,C|...C|,)  ssO. 

An  die  Stelle  der  willkürlichen  Beständigen  c^c^.,,c^  kann  man  veränder- 
liche Grössen  von  solcher  Art  setzen,  dass  die  Gleichung  if;  s=s  0  doch  wieder 
als  Integral  von  ^|=aO  angesehen  werden  darf.  Man  differentiire  diese 
Gleichung  unter  der  Annahme,  dass  CfC, ...c«  veränderlich  seien,  vollstän- 
dig nach  allen  vorkommenden  Veränderlichen.   Man  erhält 

di\>(da  .     ,    ^a  j       »   ^^    ,  1    ^" 


■^{y-ät  + 


da  da         \ 


da  \dz  dXx  dx^ 

,  /di^  da   ,  rf^\_,      .  /rf^  da  ,  d^\  ^      ,  '  (d^  da    ,   dt^\  ^ 

Bedient  man  sich  zur  Bestimmung  der  veränderlich  gedachten  Grössen 
c,C3 . . .  c,B  der  n—  I  Gleichungen 

d^  da   .dUt d^  da   .d^lf  ^  d^  da       d^f  __ 

da  dc^     dCf  da  dc^     dc^         ***    da  dc^     dc^        * 

so  behält  man  die  vollständige  Differentialgleichung 
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da  da  da  da 

—  dz  +  '—'dcPt  +— -da?,  +  ...  +  -r-  rfaj„  =  0, 

dz  dXf  dXf  aXn 

welche  sich  von  der  oben  aufgezeichneten  nnv  dadurch  unterscheidet ,  dass 
die  in  den  partiellen  Differentialqaotienten  von  a  nach  zx^Xi,,,x^  vor- 
vorkommenden  Beständigen  c,  c, . . .  Cn  durch  veränderliche  Grössen  ersetzt 
sind.  Die  Elimination  der  n—\  Grössen  CsC, ...c«  zwischen  den  n  Gleich- 
ungen des  vollständigen  Systems 

da        ^    da      ^     da        ,    rf«       ^         da  da 

dz  äXi  dz  dXf  dz  dx^ 

fahrt  selbstverständlich  zu  einer  und  derselben  partiellen  Differentialgleich- 
^i>g  '4^1  =  0>  mögen  nun  diese  Grössen  veränderlich,  oder  mögen  sie  als 
Beständige  gedacht  werden.    Es  folgt  daraus ,  dass  die  Gleichung 

^  (aC|C|...Ca)  =  0 

das  Integral  der  Gleichung  ^|  =  0  ist,  ebensowohl  wenn  die  Grössen  CtC^..,Cn 
die  oben  bestimmten  veränderlichen  Werthe  haben,  als  wenn  dieselben  will- 
ktirlicfae  Beständige  sind.  In  dem  letzteren  Falle  hat  man  ein  vollständiges 
Integral  der  Gleichung  if;i=3  0,  in  dem  andern  Falle  aber  liegt  das  all- 
gemeine Integral  der  Gleichung  tj/t  =  0  vor.  Auf  diesem  Wege  hat  schon 
Euler  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  if;i==0  aus  dem  vollständigen 
Integral  hergeleitet. 

§  3     Die  simultanen  partiellen  Diflfierentialgleiohnngen  des  §  2 

sind  Tollstftndige  Systeme. 

Es  giebt  bekanntlich  n  — i  verschiedene  Functionen  der  n  Veränder- 
lichen fl?!  (Cs . . .  a?n )  Welche  an  der  Stelle  von  q>  der  partiellen  Differential- 
gleichung  .ä^d^d^  ^j    ^^^a 

ad?!  aXj^  ax^  dx^ 

genfigen.  Man  nennt  jede  Function  von  dieser  Eigenschaft  eine  Lösung  der 
Gleichung,  und  wenn  man  die  Lösung  einer  willkürlichen  Beständigen 
gleichsetzt,  so  hat  man  ein  Integral  der  Gleichung.  Die  Anzahl  derjenigen 
Functionen  9,  welche  gleichzeitig  einer  zweiten  partiellen  Differential- 
gleichung 

ax,  ax,  dx^  dxn 

enögen,  ist  höchstens  n— 2.  Wenn  es  in  der  That  n  — 2  gemeinsame 
«ösungen  giebt,  so  sagt  man,  die  beiden  Gleichungen  bilden  ein  vollstän- 
liges  System.  In  gleicher  Weise  bilden  drei  partielle  Differentialgleich- 
iDgen  von  der  obigen  Form  ein  vollständiges  System,  wenn  es  n— 3  gemein - 
ame  Lösungen  giebt.  Ferner  bilden  m  derartige  partielle  Differentialgleich - 
iQgen  ein  vollständiges  System,  wenn  es  n  — m  gemeinsame  Lösungen  giebt. 
Wenn  m  partielle  Differentialgleichungen  ein  vollständiges  System 
•Uden,  so   darf  man  dieselben  durch  ebenso  viele  lineare  Verbindungen 
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n 


ersetzen.  Die  neuen  Differentialgleichungen  bilden  gleichfalls  ein  vollstän- 
diges System.  Wenn  ferner  m  partielle  Differentialgleichungen  ein  voll- 
ständiges  System  bilden,  so  werden  auch  je  t  von  diesen  m  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen ein  vollständiges  System  bilden,  and  deshalb  n  —  t 
gemeinsame  Lösungen  haben.  Diese  Sätze,  deren  Bichtigkeit  ohne  Weite- 
res aus  dem  Verfahren  folgt,  durch  welches  man  ein  vollständiges  System 
integrirt  (vergl.  S.  83  dieses  Jahrgangs) ,  werden  in  dem  Folgenden  mehr- 
fache Verwendung  finden. 

Auf  Grund  der  vorstehenden  Erklärungen  soll  nun  gezeigt  werden, 
dass  die  in  S  2  aufgestellten  simultanen  partiellen  Differentialgleichangen 
vollständige  Systeme  bilden.  Ich  gebe  deshalb  von  der  Annahme  aus ,  dass 
jenen  —  !  Integrale 

aufgefunden  seien,  durch  welche  die  Differentialqaotienten  Pt  Pt  - "  Pn 
als  Function  von  z  X|  arj  . . .  x^  bestimmt  sind ,  und  .werde  zunächst  zeigen, 
wie  man  aus  denselben  jene  allgemeineren  Gleichungen 

*«  =  0      i/;s  =  0  ...    tn  =  0 

herleiten  kann,  welche  an  die  Stelle  der  ersteren  gesetzt  werden  müsden, 
damit  die  vollständige  Differentialgleichung 

dz^Pi  dXi  +  p^  dxt  +  . , .  +  pn  dxn 

nicht  mehr  ein  vollständiges  Integra] ,  sondern  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  i(;,=0  gebe. 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  ^|  =  0  hat  in  $  2  die  Form 

tf;(ac,C3...c„)  =  0 

erhalten,  worin  t/;  eine  willkürliche  Function,  a  eine  bestimmte  Function  der 
n-|-l  Veränderlichen  zj^jJ;,  ...«„  und  der  n  —  l  weiteren  Veränderlichen 
CfC,  . . .  Cn  ist.    Die  letzteren  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 

d'ilt  da,      diif  dtf;  du      d-^  d^  da       d'^ 

^     da   dc^      (/c,  da   dc^      dc^  da  dc^      dcn 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  erhält  man  aus  dem  allgemeinen  In- 
tegral if;  (o  CtC,  . ..  Cn)  =  0  durch  partielle  Differentiation  die  Gleichungen 

da       ,    da  da        ,    da       ^         da        ,    da       ^ 

rz'''+j7r''  rzP»+d^=*"  rz^'+dir,^"*- 

Löst  man  dieselben  nach  den  Unbekannten  CfCsC, . . .  Cn  auf  und  betrachtet 
alsdann  diese  Grössen  als  willkürliche  Beständige,  so  hat  man  jene  Gleich- 
ungen 

2)  9^1  =  ^1    9>«  =  ^t     Vs  =  ^8  •  •  •    <Pn^Cny 

welche  das  vollständige  Integral  geben.  Behält  man  aber  an  der  Stelle  von 
c^c^  .,.  Cu  die  aus  den  Gleichungen  1)  sich  ergebenden  veränderlichen 
Werthe  bei,  so  gehen  die  Gleichungen  2)  über  in  jene  allgemeineren: 

3)  ^1  =  0     t>;,  =  0     ti  =  0   •••  tn  =  0, 
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aas  welchen  sich  die  Differentialqnotienten  Ptpf  -Pn  so  bestimmen,  wie  sie 
dem  allgemeinen  Integral  der  Gleichung  a(;i  =  0  entsprechen.    Man  gelangt 
va  denselben  Gleichungen  3),  indem  man  die  aus  den  Gleichungen  2)  sich 
ergebenden  Werthe  c,  c,  c, . . .  €„  in  jene  Gleichungen  l)  einsetzt. 
Bekanntlich  sind  jene  allgemeinen  Gleichungen 

tf;,  =  0     i/;3  =  0  ...-?/;„  =  0 

als  Integrale  der  partiellen  Dififerentialgleichung 

xa  betrachten.  Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  sind  Function  der  in  +  i 
Veränderlichen  PxPf^pn  ^  ^i^t  —  ^n)  and  die  Gleichung  hat  deshalb  2 n  Lö- 
sungen 9>.  In  Uebereinstimmung  hiermit  zeigen  sich  die  obigen  Gleichungen 
1).  Dieselben  enthalten  willkürliche  Functionen  dern  +  i  veränderlichen 
Grössen  C|=g^|,  c^=q>^y  c^sg)^ ...  Cn^=^(pn  ^^^  f^^  Neben  diesen  willkür- 
lichen Functionen  enthalten  dieselben  noch  dien — 1  weiteren  Veränderlichen 

r—  -;—  ...  -; — ,  im  Ganzen  also  2«  Veränderliche.  Man  kann  sich  hier- 
dc^  dc^        dcn 

durch  überzeugen,  dass  die  aus  dem  vollständigen  Integral  a  =  c  hergeleitete 

Gleichung 

^  («  c,  c,  . . .  c»)  =3  0 

als  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  t^i  =  0 
angesehen  werden  darf.  Auf  demselben  Wege  gelangt  man  auch  zu  der 
Ueberzeugiing,  dass  die  partiellen  Differentialgleichungen  des  S  2  vollstän- 
dige Systeme  sind. 

Indem  man  die  Gleichung  !(;«=:  0  durch  die  einfachere  9|==es  ersetzt, 
wo  e,  eine  willkürliche  Beständige  ist,  macht  man  die  Coefficienten  der 
Gleicbung  ('^,9))s=0  zu  bestimmten  Functionen  der  2n4-I  Veränderlichen. 
Die  n  —  l  Gleichungen  g>^=Cf,  tf;a=0,  rl)^=^0  ...  ifn=^  sind  dann  gemein- 
same Integrale  der  zwei  partiellen  Differentialgleichungen 

Dnter  der  Annahme  eines  beständigen  c^  hat  man  anstatt  der  Gleichung 

d^  da       dib 

T^  - — h;;r-  =  ö  die  einfachere  97,=c,.    Die  Gleichungen  -^»^O,  if'4=0  ... 

^]i=0  4iber  sind  gleichbedeutend  mit 

d'tif  da       d^fff dtp  da      d^^  dip  da       df}) 

da  dc^      dc^'^        da  dc^      dc^^      "da   dc„      rfc„"" 

Dieselben  enthalten  willkürliche  Functionen  der  n+l  veränderlichen  Grös- 
sen c,  =  g», ,  Cs=^(,  c,=9, ...  Cn=(pn  ^^^  <^*  Neben  diesen  willkürlichen 
Functionen  enthalten  dieselben   noch   die  n  —  2  weiteren  Veränderlichen 

da   da        da 

•T-  -T— ...^ — .     Es  giebt  also2n— 1  verschiedene  Functionen  w.  welche 

rfc,  dc^       dCn 

den  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  (9>s9)  =  0,  {g>tg>)^0  gleich- 


k*»'- 


SSO 
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r^^^t  ^^Ä<«.^^^rf 


*-\ 


zeitig  genügen;  und  es  folgt  daraus,  dass  diese  beiden  partiellen  Differen- 
tialgleichangen  ein  vollständiges  System  bilden. 

Indem  man  ferner  an  die  Stelle  von  i/;,e=0  die  einfachere  Olcichong 
<p,  =  r,  setzt,  wo  c,  eine  willkürliche  Beständige  ist,  gestalten  sich  die 
Coefficienten  der  Gleichung  (^jg))  =  0  zu  bestimmten  Functionen  der  2n+l 
Veränderlichen.  Die  n— 1  Gleichungen  g),=Ct,  9>,=3C,,  1/^4=0,  1^5=0... 
^,^s=o  sind  gemeinsame  Integrale  der  drei  Gleichungen 

Unter  der  Annahme  eines  beständigen  c,  hat  man  anstatt  der  Gleichung 
T—  ;j — l'T"^^^  ^*®  einfachere  g),=C3.  Die  Gleichungen  ^4=^»  %=0-. 
tf;„=0  aber  sind  gleichbedeutend  mit 

da  dc^      dc^  da  dc^      de^  da  dcn      dc^ 

Diese  Gleichungen  enthalten  willkürliche  Functionen  der  n  +  I  veränder- 
lichen Grössen  C|=9|,  c^=z(p^^  c,=9>,...ei,=g>A  und  a.  Neben  diesen  will- 
kürlichen Functionen  kommen  darin  noch  die  n  — 3  weiteren  Veränderlichen 

da    da       da 

Da  es  also  2n  —  2  verschiedene  Functionen  g>  giebt, 


dc^  dc^ 


de. 


vor. 


welche  den  drei  partiellen  Differentialgleichungen  (9>b9)~^>  (9's7)  =  ^i 
(^q)^  9)  =  0  gleichzeitig  genügen ,  so  müssen  diese  Gleichungen  als  ein  voll- 
ständiges System  angesehen  werden. 

£benso  kann  man  zeigen,  dass  auch  die  Übrigen  partiellen  Differential- 
gleichungen, deren  gemeinsame  Integrale  gesucht  sind,  vollständige  Systeme 
bilden.    (Vergl.  I,  SS  2  und  3.) 

Wenn  m  partielle  Differentialgleichungen  vorliegen,  welche  ein  voll- 
ständiges System  bilden,  so  kann  diese  Eigenschaft  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen aus  der  Beschaffenheit  der  Coefficienten  nachgewiesen 
werden.  Auf  Grund  derartiger  Untersuchungen  hat  Jacobi  den  Nachweis 
geliefert,  dass  dies  eine  Eigenschaft  derjenigen  partiellen  Differentialgleich- 
ungen ist,  von  deren  lAtegration  die  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe 
abhängt.  Ich  habe  es  vorgezogen,  von  der  Betrachtung  der  Bedingungs- 
gleichungen,  welche  die  Coefficienten  erfüllen  sollen,  abzusehen,  und  die 
erwähnte  Eigenschaft  der  partiellen  Differentialgleichungen  dem  Zusam- 
menhange zu  entnehmen,  in  welchem  dieselben  mit  dem  allgemeinen 
Integral  der  Gleichung  'f^i  =  0  stehen. 


§  4.    Die  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  des  §  2 

sind  lugleioh  Jaoobrsche  Systeme. 


Die  partiellen  Differentialgleichungen 


0, 


.^  +  ...  +  «.£i_„, 

rfiT,  rfj-a 

bilden ,~  seien  abküizend  <^(9>)  =  0  nnd 

den  DifFereDtialqnotienleD  ■-:—  eliminirt, 

welche  die  Lösung  9=2,  hat.  Bestimmt 
:  Oleichnng  C{tp)^0  durch  Integration, 

Lösnogen  der  Qleichang  C{tp)=0  durch 
i  dieses  Jahrganges).  Man  findet  alsdann 
OD  derLSsungeo  der  Oleichnng  0(9)  =  0. 

nicht  durch  die  Lösungen  der  Oleichuog 
;en  einer  der  urs]]r(lDgIichen  Gleichungen 
kt  werden,  so  muss  dieselbe  eine  besbn- 
lan  aus  einer  Lösung  weitere  LÖBOngen 
tion  ableiten  kann. 

,4{<p)=Q  seien  a,<i,c[, ...  o,  — |.  Macht 
IDRD  in  der  transformirten  Gleichung 

da,  dot  ao,  (ia„_i 

in  Coefficienten  von  -—  zur  Einheit,  indem  man  die  Gleichung  durch 

B(tt,)  theilt,  so  gehen  alle  übrigen  Coefficienten  der  Gleichung  3)  in  Panc- 
tiooeo  TOD  «,«1«, ...  ([„-1  über.  Dies  ist  eine  Eigenschaft  des  vollstSadigen 
Sjatems  (vergl.  S.  88  dieses  Jahrganges).  Es  ist  aber,  um  dies  zu  erreichen, 
nicht  nnamgAnglich,  einen  Coefficienten  der  Gleichung  3)  anr  Einheit  zu 
michen.  Wenn  sich  ein  Factor  findet,  von  welchem  bekannt  ist,  dass  er 
ii^end  einen  Coefficienten  der  Gleichung  3)  ku  einer  Function  von  ftifttOi  — 
>■  macht,  so  sind  auch  alle  übrigen  Coefficienten  Function  dieser  VerSnder- 
iicbeo.  Man  kann  sich  denken,  dass  nicht  die  Gleichung  3),  sondern  die 
nnprSngUcbe  Gleichung  B(^ip)=^0  einen  Factor  erhalten  habe,  welcher  dies 
bewirkt.  In  diesem  Falle  ist  (p  =  B(a,)  eineLösung  der  Gleichung  .^(9i)=0. 
In  dem  Jaco  bi'schen  Systeme,  welches  die  Bedingungsgleichnng 
't[Bifi)]  —  B[J{cp)'}  =  0  identisch  erfüllt,  besitzt  sowohl  die  eine  als  die 
andere  der  Gleichungen  A(tp)=^0  nnd  B{qi)=Q  die  hier  geforderte  Eigen- 
schafl.  Es  ist  nicht  hlos  <p=B(a,)  eine  Lösung  der  Gleichung  J{^)=0, 
•ondern  ebenso  auch  ip=jl{ß,)  eine  Lösung  der  Gleichung  f(9>)=0,  wenn 
V=ß,  eine  solche  ist.  Giebt  man  der  Gleichung  A{<p)=0  einen  Factor,  wel- 
cher eine  beliebige  Function  der  Lösungen  von  B  (9)=0  ist,  und  der  Gleich- 
QDg  B{ip)=:0  einen  Factor,  welcher  eine  beliebige  Function  der  Lfisungen 
von^(p}=0  ist,  so  besteht  die  identische  Gleichung  ^[P[v)]—B[^(?i)]  =  0 
fort  Daraus  folgt  der  umgekehrte  Satz,  dass  die  Gleichungen  ^(qD)BaO 
nnd  fi(gi)  =  o,  wenn  dieselben  die  ohen  verlangte  Eigenschaft  besitzen, 
jedenfalls  auch  ein  Jacobi'sches  System  darstellen.    Anf  Grund  dieser 


'4 


« 
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Betrachtangen  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  in  $  2  aufgestellten  par- 
^'      '       tiellen  Differentialgleichungen  zugleich  Jacobi'sche  Systeme  sind. 

Ich   gehe  von  einer  partiellen  Differentialgleichung  aus,  in  welcher 
f.'  neben  den  Veränderlichen  x^x^  ,..Xn  eine  weitere  Veränderliche Xn^if  und 

tt^.^  der  entsprechende  Differentialquotient  p«j.i  = vorkommen,  und  gebe 

dieser  Gleichung  die  Form 

wo  die  Function  «^  von  Pn-^i  frei,  ferner  a  und  c,  als  beständige  Grössen 
gedacht  werden.   Jene  weiteren  Gleichungen 

fPk-^-iiPtPt  ...p«  2  ar,a?,  ...  TnX„^i)  =  Ck^\ ,     Ä  =5  1, 2,  3  ...  n , 

weiche  neben  der  Gleichung  9>|  =  C|  zur  Bestimmung  der  ^i  +  l  Differential- 
quotienten piPs  . ..  p„^i  aufgestellt  werden,  sind  dem  $  2  zufolge  als  gemein- 
same Integrale  von  n  partiellen  Differentialgleichungen  zu  betrachten, 
welche  sich  in  der  allgemeinen  Form 


1=1 


[(^):i-s^(S}]=«'  '-'■^•'■••» 


^^  -  darstellen.    Setzt  man  den  oben  angenommenen  Werth  9'i  =  '(^  H~  ^P9-(-i  in 

V''  dwt  äff 

h;  die  Gleichung  1)  ein,  so  geht  dieselbe,  weil  ^^        =a  ist,  und  -j^ =0 


«'/'n+l  ^'Pit  +  l 

gesetzt  werden  darf,  Über  in 


«=n 


Es  sei  g),  sso,  ein  Integral  dieser  Gleichung.    Die  Gleichung  2)  goht,  weil 
'^^  =0  ist,  und  auch =0  gesetzt  werden  darf,  über  in 


C^Pn  +  l  ^Pn  +  l 


^  4i\\dTi)dpi       dp,\dXi)\         ' 


Eine  Lösung  dieser  Gleichung  ist  9  =  a;n  +  i;  aber  es  giebt  ausserdem  noch 
2n  weitere  Lösungen  ßxßf*  ß2n»  Man  setze  dieselben  als  neue  Veränder- 
liche in  die  Gleichung  l)  ein.  Indem  man  die  Gleichung  1)  in  der  bekann- 
ten Abkürzung  (9,  9)  =  0  schreibt,  erhält  man  die  transformirte  Gleichung 

dpi  dp^  ap2n         ö^n+I 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  bilden  ein  vollständiges  System,  und  die  vor- 
liegende Gleichung  ist  die  Schiassgleichung  des  Systems.  Wenn  sich  ein 
Coefficient  der  Schlussgleichung  als  Function  der  neuen  Veränderlichen 
darstellt,  so  sind  auch  alle  übrigen  Coefficienten  Function  dieser  Veränder- 
lichen.   Der  Fall,  dass  sich  ein  Coefficient  der  Schlussgleichung  als  bestän- 


r 
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'^^^^^'^^ 


dige  Or^Me  darstellt,  führt  selbstTerständlich  za  demselben  Resnltate.    Da 

hier  der  Coefficient  von    - — — —  gleich  der  Beständigen  a  ist,  so  mässen 

alle  übrigen Coefficienten  [fpx^x)  {^ißt)"-{Vtß2n)  Function  der  2it-|-l  neuen 
VerSnderlicben  /?,/?,...  /?2fi  ^n+i  sein. 

Es  ist  kein  Grund  da,  anzunehmen,  dass  dies  aufhöre  richtig  zu  sein, 
wenn  nian  a=sO  setzt,  wenn  also  die  Gleichung  ^  +  ^Pn+i  =  ^  tibergeht 
in  jene  Gleichung  g>,  =:C|,  welche  nur  noch  die  2ft4-l  Veränderlichen 
PiP»  •  •  •  Pa  2  ^1  ^1  •  •  •  ^n  enthält.  Man  hat  dann  wieder  die  simultanen  Gleich- 
QDgen 

2)  1)  •  (9f9i)  =  o    (g>ig>)  =  o, 

und  es  folgt  aus  der  soeben  bewiesenen  Eigenschaft  der  Coefjßcienten,  dass 
man,  wenn  eine  Losung  der  Gleichung  2)  gegeben  ist,  aus  derselben  noch 
weitere  Lösungen  der  Gleichung  2)  durch  Differentiation  ableitet.  Wenn 
9  =  ßi  eine  Lösung  der  Gleichung  2)  ist,  so  erhält  man  die  weiteren  Lö- 
sungen q}  =  ß^^  g>  =  1^3 . . . ,  indem  man  ß^  =  {q>i  /?,) ,  jS,  =  (^i  ^s)  •  •  •  setzt. 
Aus  der  Symmetrie  der  Gleichungen  l)  und  2)  folgt,  dass  die  für  die  eine 
(jlelchung  nachgewiesene  Eigenschaft  ebenso  für  die  andere  Gleichung 
besteht.  Wenn  q>  =  ai  eine  Lösung  der  Gleichung  l)  ist,  so  ergeben  sich 
weitere  Lösungen  g>=3a,,  q>s=:a^,„  dieser  Gleichung,  indem  man  oft  =  (9^t^i)> 
c,s=(g>,o,]...  setzt.  Die  Gleichungen  1)  und  2)  besitzen  also  diejenige  Eigen- 
schaft, welche,  wie  oben  bemerkt  worden  ist,  das  Jacobi' sehe  System 
kennzeichnet. 

Man  darf  nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  die  hier  besprochene  Eigen- 
schaft der  Gleichungen  1)  und  2)  nur  so  lange  fortbesteht ,  als  nicht  die 
ursprüngliche  Form 

eine  Aenderung  erleidet.  Es  ist  also  vorausgesetzt,  dass  nicht  andere  Gleich- 
zogen an  die  Stelle  von  (9, 9))  =  0  und  (9)1  gp)  =  0  gesetzt  werden ,  welche 
sich  von  diesen  Gleichungen  durch  einen  veränderlichen  Factor  unterschei- 
den, oder  als  lineare  Functionen  dieser  Gleichungen  aufzufassen  sind.  Ich 
will  aber  jetzt  annehmen,  dass  die  Gleichung  {q>2(p)  =  0  in  der  That  eine 
solche  Aenderung  erleide.  Man  soll  nämlich  den  Differentialquotienten /?, 
mittels  1^1  =  0  aus  der  Function  <pt  eliminiren,  weil  dann  die  Gleichung 

in  eine  einfachere  Gleichung  übergeht.  Bezeichnen  wir  die  in  dieser  Weise 
transformirte  Function  Wf  mit  op', ,  so  ist  g>\  unabhängig  von^E^i,  also ^  =  0, 
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und  es  verschwindet  deshalb  der  Coefficient  von  ('—].    Da  ferner  auch  w 

\dxj 

nnabhängig  von  p,,  also  ~-  =0  angenommen  werden  darf,  so  erhält  man 
die  neue  Gleichung 


i:=n 


nnd  die  Anzahl  der  Veränderlichen  ist  am  2  kleiner  als  in  der  Gleichung  2). 

Man  kaunjeicht  zeigen,  dass  die  Gleichung  2')  eine  lineare  Verbindung 

der  Gleichungen  2)  und  1)  ist.    Denkt  man  sich  nämlich  in  der  identischen 

Gleichung 


^=11 


auf  deV  rechten  Seite  den  Differentinlquotienten  p,  mittels  9>,  =  C|  eliminirt, 
so  geht  dieselbe,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  nun  <p\  an  die  Stelle  von  <p^ 
tritt,  tiber  in 

S^\(d(p\\dq>       dg)\/dq>\      d(p\ //dtpAdq)      dq>y/dg>\\l 
oder  auch,  wegen  der  bekannten  Abkürzungen ,' in 

und  man  sieht  nun,  dass  die  Gleichung  (9>^9)  =  0  eine  lineare  Verbindung 
der  Gleichungen  (<p»g>)  =  0  und  (g),  g?)  =  0  ist. 
Die  beiden  Gleichungen 
2')!)  (<3P»  =  0     ((p,<p)  =  0 

bilden  selbstverständlich  wieder  ein  vollständiges  System.  Doch  dürfen 
dieselben  nicht  mehr  als  ein  Jacobi'schps  System  angesehen  werden. 
Was  oben  über  die  Herleitung  von  weiteren  Lösungen  der  einen  und  der 
andern  Gleichung  gesagt  worden  ist,  kann  nun  nicht  mehr  aufrecht  gehalten 
werden.  Wenn  9>=cr,  eine  Lösung  der  Gleichung  {fp^tp)=sO  ist,  so  geht 
die  Gleichung  a)  durch  die  Substitution  dieses  Werthes  fp  über  in  ispt^i) 
=  (gp', tti).  Daraus  folgt  zwar,  dass  man  weitere  Lösungen  (pc^a^^  q>=a^,„ 
der  Gleichung  (97,  9)  =0  auch  jetzt  wieder  findet,  indem  man  er«  =  (<p'ttt|), 
03  =  (^'^c^i)  «••  86^2t.  Wenn  dagegen  q>s=ß^  eine  Lösung  der  Gleichung 
(g)',g))c=0  ist,  so  darf  man  den  Ausdruck  ßt  =  {(pißi)  nicht  mehr  als  eine 
weitere  Lösung  der  Gleichung  {g>\q>)  =  0  betrachten.    (Vergl.  I,  S  7.) 

§  5.    Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  des  §  2. 

Die  Gleichung  tf;,  =  0  haben  wir  in  der  Form  fpt^^c^  geschrieben.  Um 
die  Gleichung  9>i=r,  zu  erhalten,  bestimmen  wir  ein  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung 
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i=tt 


Dieser  Gleichung  zafolge  ist  q>  eine  Function  der  2it  -|-  i  Veränderlichen 
PiPf'Pu^^i^f'^n*  Wenn  aber  die  Veränderliche /»i  mittels  g>i=  c^ 
kUB  den  Coefficienten  eliminirt  wird,  so  findet  man  g>  unabhängig  von  p^^ 

Am 

man  darf  --^£=0  setzen  und  behält  die  einfachere  Oleichung 


t=:n 


^  dp,  \dxj'^^  IXdxJdpi      dpi  \dXiJ]        ' 

worin  nur  noch  2n  unabhängige  Veränderliche  vorkommen. 

Sobald  man  die  Function  9),  aufgefunden  hat,  kann  man  die  partielle 
Differentialgleichung  (9>t9^)=0  integriren.  Man  findet  die  Gleichung  g>^=Ci 
als  gemeinsames  Integral  der  beiden  Gleichungen 

Da  q^  von  pj  unabhängig,  also  -7—^  =  0  ist,  so  fällt  der  Differentialquotient 

i-j — j  aus  der  Gleichung  (g>,(p)s=0  weg.    Aus  demselben  Grunde  darf  man 

-—SO  setzen.    Eliminirt  man  die  Veränderliche p,  mittels  a>t  =  c„  so  6ndet 

man  q>  unabhängig  von  Pt^  und  man  darf  auch  —  =0  setzen.    Man  behält 
die  partielle  Differentialgleichupg 


1=11 


dp^  \dxj     4^  [XdxiJ  dpi      dpi  KdXiJj 

mit  nur  2n  —  2  Veränderlichen.     Derselben  genügt  g)«  a;,.    Es  giebt  noch 
2n— 8  andere  Lösungen.    Hat  man  eine  Lösung  9)  =/?t  durch  Integration 

bestimmt ,  so  erhält  man  die  weiteren  Lösungen  /3,  =  ;       *! ,  ß.  =  )^üi'- 

a.  s.  w.  (vergl.  8.88  dieses  Jahrgangs).     Die  Lösungen  x^  ßfß^.,. ßin^2 
setze  man  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (9»,  9>)  =  0  ein,  und  man 

ejhält,  weil  (<)e»i  ^1)  =  —  3^  ist,  die  Schlussgleichung  des  Systems  (2,1) 

rfp, 

welche  gleichfalls  2n — 2  Veränderliche  hat. 

Sobald  man  die  Function  tp^  aufgefunden  hat,  kann  man  die  partielle 
Differentialgleichung  (g>,<)p)sO  integriren.  Man  findet  die  Gleichung 
94=^4  als  gemeinsames  Integral  der  drei  Gleichungen 

( Vs  v)  =  0     ((p,  9)  =  0     (g),  <p)  =  0. 

ytcltwbrlft  f.  Matliematnc  q.  Physik,  Xx',  4.  20 
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Da  flOj  von  pi  und  pt  unabhängig,  also  ---^  =  0,  ——2=0  ist,  so  fallen  die 

api  apt 

Differentialquotienten  (;7^)  ^^^  (;j — )  «Q»  der  Gleichung  (9,<p)=0  weg. 

Ferner  ist  -~  =  0  und  -^  =  0.    Eliminirt  man  die  Veränderliche  p.  mit- 
rfp,  dp, 

tels  <s, sc«,   80  findet  man    <)p  davon  unabhängig  und  man  darf  -r—  =0 

öp, 

setzen.    Die  Gleichung  (9'8  9)  =  ^  g®^^  ^^"°  ^^^^  >" 

^  dp,  \dxj  '^^l  WdTi)  dpi     .  dpi  \d  .7 ../ J 

welche  nur  2n  — 4  Veränderliche  hat.  Derselben  genügen  <)p  =  2D,  und 
(jp  =  a?|.  Ausserdem  giebt  es  noch  2n  —  5  andere  Lösungen.  Mau  bestimme 
aber  nicht  die  Lösungen  der  Gleichung  3),  sondern  sofort  die  den  Gleich- 
ungen 3)  und  2)  gemeinsamen  Lösungen. 

Man  bemerke,  dass  die  Lösungen-  der  Gleichung  2)  bekannt  sind. 
Ausser  (p^=^Xi  hat  die  Gleichung  2)  die  2n  — 3  weiteren  Lösungen  ß^ß^.., 
ß2n-~2»  Die  Lösung  j3,  wird  durch  jene  Function  go,' ersetzt,  weiche  eine 
gemeinsame  Lösung  der  Gleichungen  2)  und  1)  ist.  Die  übrigen  27i  — 4 
Lösungen  ß^ß^»»»  13211—2  setze  man  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung 
3)  ein.  Selbstverständlich  brauchen  dieselben  nicht  alle  bekannt  zu  sein. 
Man  kann  schon  mit  einer  einzigen  ausreichen.  Denn  wenn  die  Lösung  ß^ 
bekannt  ist,  so  erhält  man  nach  $4  die  übrigen  Lösungen  j3^  =  (g>,|3,),  j3g  = 
(<p,|SJ  u.  s.  w.  Durch  die  angegebene  Transformation  führt  man  die  Gleich- 
ung (97,g>)  =  0  über  in  die  Schlnssgleichung  des  Systems  (3,2j: 

Dieselbe  hat  gleichfalls  2n  —  4  Veränderliche,  und  es  finden  sich  ausser 
(p=a?i  noch  2;i  —  5  andere,  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemeinsame 
Lösungen.  Vor  der  Gleichung  3)  hat  dieselbe  insbesondere  noch  dies  vor- 
aus, dass  sie  neben  den  2;i  —  4  Veränderlichen  die  Grösse  x^  nicht  enthält, 
welche  in  den  Coefficienten  der  Gleichung  3)  als  Beständige  vorkommt. 
Nachdem  man  eine  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemeinsame  Lösung  q>  =  yt 
durch   Integration   bestimmt   hat,   erhält   man   die   weiteren   gemeinsamen 

Lösungen  yi,=  ^       *v »  Yd  =  )         \  "•  s.  w.    Man  setze  die  2w  — 4  Lösungen 

^1  yty^'"  Y2n—4  Als  neue  Veränderliche   in   die  Gleichung  (<piqp)  =  0  ein 

und  man  erhält  die  Schlnssgleichung  des  Systems  (3,2,1) 

dcpi  dq>    .   ^         ^  dw    .    ,         .  dop    .  ,  .       dw 

dpt  dXi  dy^  dy^  dy2n-4 

welche  gleichfalls  2n  —  4  Veränderliche  hat. 

Sobald  man  die  Function  tp^  aufgefunden  hat,  kann  man  die  partielle 

Differentialgleichung  (^^g?)  =  0  integriren.  Man  findet  die  Gleichung  9^5=05 

als  gemeinsames  Intergal  der  vier  Gleichungen 
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(?49')=0     (qp,^)=0     (<p,()p)=0     ((p,g))=0. 

Da  qp^  anabhängig  ist  von  JDjP,/>,,  also  -— ?=:0,  3 —  =  0,  ~  =0  ist,   so 

aA>i  oPt  dp^ 

fallen  die  Differentialquotienten   (- — j  ( —  j  ( ^-^  )  aus  der  Gleichung 

{fPAfp)  =  0  weg.  Ferner  ist  -—  =  0,  -—  =0,  -p-  =0  zu  setzen.    Man  elimi- 

dp,  dp^  dp, 

nire  die  Veränderliche  p^  mittels  q>^  =  c..    Man  kann  dann  —  =0  setzen 

«P4 
and  man  behält  die  einfachere  Gleichung 

4^  dip^/dg>\      y  r/dyArfy      dq>^/d<p\l 

'  dp^  \dxj  '^f^  l\dxi )  dpi      dpi  Vdar,/ J         ' 

worin  noch  2n — 6  Veränderliche  vorkommen.  Es  genügen  derselben  9>=Xt 
^^Xi  q>  =  Xg.  Ausserdem  giebt  es  noch  2n  —  7  andere  Lösungen.  Man 
bestimme  aber  nicht  die  Lösungen  der  Gleichung  4),  sondern  sofort  die  den 
Gleichungen  4),  3),  2)  gemeinsamen  Lösungen. 

Man  bemerke,  dass  die  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemeinsamen 
Losungen  bekannt  sind.  Ausser  g>  =  x^  haben  die  Gleichungen  3)  und  2) 
die  2n  —  5  gemeinsamen  Lösungen  ^,  y,  ...y2ii-.4*  Die  Lösung  y^  wird 
durch  jene  Function  g)^  ersetzt,  welche  eine  gemeinsame  Lösung  der  Gleich- 
angen  3),  2),  1)  ist.  Die  Übrigen  2n— 6  Lösungen  y»  y^  . . .  y2ii-4  setze  man 
als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  4)  ein.  Dieselben  brauchen  nicht 
alle' bekannt  zu  sein.  Wenn  eine  einzige  Lösung  q>=ryt  vorliegt,  so  kann 
man  aus  derselben  die  übrigen  herleiten,  nämlich  7l^=^(^^y^^  fb^^i^AYA) 
Q.s.  w.  Die  vorgeschriebene  Transformation  führt  die  Gleichung  4)  über  in 
die  Schlussgleichung  des  Systems  4,3,2): 

(»»«y.)  ^, + (9-4)'«)  ^^  +  •  • .  +  («-iy»-.)  ^^=0. 

Dieselbe  hat  2n  —  6  Veränderliche,   und  man  findet  deshalb  ausser  97 ss^i 

noch  2n  —  7  andere,  den  Gleichungen  4),  3),  2)  gemeinsame  Lösungen.    Vor 

der  Gleichung  4),  welche  ebenso  viele  Veränderliche  hat,  hat  dieselbe  ins-  | 

besondere  noch  dies  voraus ,  dass  sie  die  Grössen  x^  und  x^  nicht  enthält, 

welche  in  den  Coefficienten  der  Gleichung  4)  als  beständige  Grössen  vor-  ^ 

kommen.   Nachdem  man  eine  den  Gleichungen  4),  3),  2)  gemeinsame  Lösung 

fp=ai^    durch   Integration    bestimmt    hat,    erhält  man   weitere   Lösungen  1 

d,  =  y^^  *\  ,  64=;       *.  u.  s.  w.     Man  setze  die  2ft  — 6  Lösungen  a?,  d,d,  1 

•••^2«— 6  9i\s  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  1)  ein,  und  man  gelangt  j 

hierdurch  zu  der  Schlnssgleichung  des  Systems  (4,3,2,1): 

worin  gleichfalls  2;<  —  6  Veränderliche  vorkommen. 

20* 
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^ 


Diesen  Einzelnbeiten  entnehmen  wir  den  allgemeinen  Ansdruck  der 
Methode.  Die  Gleichung  9>t  =  <^i  i^^  ®iQ  Integral  der  partiollen  Differential* 
gleichung  1),  welche  2n  unabhängige  Veränderliche  hat.  Jede  der  übrigen 
Gleichungen  (p^=c^y  q>^=sc^  ...  g>„==C|,  bestimmt  sich  als  Integral  eines  voll- 
ständigen Systems  von  zwei  partiellen  Differentialgleicbungen.  Die  Gleich- 
ung [9,=sC2  genügt  der  partiellen  Differentialgleichung  2)  und  der  Schlass- 
gleichung  des  Systems  (2,1).  Diese  Gleichungen  haben  2n  —  2  Veränder- 
liche. Die  Gleichung  g>^  =  c^  genügt  der  Schlussgleichung  des  Systems 
(3,2)  und  der  Schlussgleichung  des  Systems  (8,2,1).  Diese  Gleichungen 
haben  2n  — 4  Veränderliche.  Die  Gleichung  (p^s=i  c^  genügt  der  Schluss* 
gleichung  des  Systems  (4, 3, 2)  und  der  Schlassgleicbuug  de»  Systems 
(4,3,2,1).  Diese  Gleichungen  haben  2n — 6  Veränderliche.  Zur  Bestimmung 
der  Gleichung  q>i^=  ci  hat  man  die  Scblussgleichuqg  des  Systems  (t-*l, 
i  — 2  ...  2)  und  die  Schlussgleichung  des  Systems  (t  =  l,  i— 2  ...  2,1),  welche 
2«— 2(i  — 2)  Veränderliche  haben.  Die  beiden  partiellen  Differentialgleich- 
ungen endlich,  welche  zur  Bestimmung  von  g>„r=C|,  zu  gebrauchen  sind, 
haben  nur  vier  Veränderliche.    (Vergl.  I,  SS  ö  und  8.) 

Wenn  die  Differential  quo  tienten  PiPf^pn  bekannt  sind ,  so  bestimmt 
sich  das  vollständige  Integral  er  =  c  der  Gleichung  t^i  =  0  durch  das  voll- 
ständige System  der  ^'partiellen  Differentialgleichungen 

'         dz  ^\      dxt  dz  '^"      da:,  dz  dx» 

Aber  auch  dieses  System  kann  durch  ein  anderes  ersetzt  werden,  welches 
nur  zwei  Gleichungen  hat.  In  $3  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Function  a 
auch  den  n  —  1  partiellen  Differentialgleichungen 

D)  (gj,qt))  =  0     (<jPt9)  =  0...  (g)n-i9')  =  0 

genügt.  Es  können  deshalb  bei  der  Bestimmung  von  a  die  Gleichungen  D) 
an  die  Stelle  von  n  —  1  der  Gleichungen  C]  gesetzt  werden.  Jene  drei 
Lösungen  9=Xtt  9>=^$j  9>=K4i  welche  ausser  q>s=Xi  dem  System  (n  —  1, 
n— 2  ...2)  entsprechen,  dürfen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  weil  die 
Grösse  q>n  sls  Function  davon  bestimmt  worden  ist.  Die  Lösung  x,  wird 
durch  die  Function  (pn  ersetzt,  und  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 
'^lf^s=0  wird  deshalb  als  Function  von  x^x^x^  gefunden.  In  Verbindung  mit 
den  Gleichungen  D)  setze  man  die  Gleichung 

\  /        \      dq>       ,    dcp 

worin  t  >  1  anzunehmen  ist,  damit  q>  =a?,  eine  Lösung  dieser  Gleichung  sei. 
Wäre  nur  die  eine  Lösung  9  =  Xg  bekannt,  so  fände  man  die  andere  in  der 
Form  X4  =  (<PiiXj).  Die  Schlussgleichung  des  Systems  (w,  w— 1 ...  2)  hat  nur 
die  zwei  Veränderlichen  x,  und  x^.    Man  erhält 

/         \^9   .   /         ^dg> 
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Aasser  9  =  ^T]   findet  man  eine  Lösung  g>  =3  A,.     Die  Schlussgleichnng  des 
Systems  («,  « — i  .  •  •  2, 1)  ist 

dq>t  d<p  .dq> 


dpt   dXi  '  dXt 


I 


und  daraus  bestimmt  sich  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  i{;i=i=0. 

§  ö.    Wie  Jacobi  die  Systeme  partieller  Differentialgleichungen 
des  §  2  integrirt,  und  die  Methode  des  Herrn  Clebsoh. 

Es  ist  in  $  4  gezeigt  worden,  dass  die  partiellen  Differentialgleichungen 
des  $2  in  der  ursprünglichen  Gestalt,  wornach  die  Grössen  q>tq)f**  q>n  aIs 
Function  der  2 n -|- 1  Veränderlichen  PiPf.  »,pn  ^  ^i^f^^n  vorausgesetzt 
werden,  Jacobi*sche  Systeme  darstellen.  Das  Jacobi 'sehe  System  der 
Gleichungen  utf(g>)=0  und  ß(q))=^0  ist  daran  kenntlich,  dass  es  die  Gleich- 
ung AlB{g>)]  —  BlA{q))']  =  0  identisch  erfüllt.  Es  ist  ferner  gezeigt  wor- 
den ,  dass  die  partiellen  Differentialgleichungen  des  S  2  die  Eigenschaft 
eines  Jacobi' sehen  Systems  verlieren,  sobald  eine  Veränderliche  mittels 
einer  der  Gleichungen  q)^s=:c^  g>f=sc^,,.  q>i^=Ci  eliminirt  wird.  Das  Ver- 
fahren, dessen. sich  Jacobi  zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleich- 
nugen  des  S  2  bedient,  beruht  darauf,  dass  jedesmal ,  sobald  infolge  einer 
Transformation  des  Systems  die  erwähnte  Eigenschaft  verloren  geht,  ein 
anderes  System  an  dessen  Stelle  gesetzt  wird,  welches  diese  Eigenschaft 
besitzt. 

Um  mit  Jacobi  zu  rechnen,  schreibt  man  die  Gleichung  9>i  =  Ci  von 
▼ornherein  in  der  Form  p,  =3  jr,  (p,p,  . . .  pn  ^  ^1  ^s  •  •  •  ^n) »  ^t^^  ^^^  erhält 
dann  die  Gleichung 

■>      fö.)+|[(i?)g-s(S)]=»- 

Nachdem  man  ein  Integral  <)Pt=Ct  aufgefunden  hat,  schreibt  man  dasselbe 
in  der  Form  Pt^^nt  (c^  p^p^  . . .  p«  z  o^i  ^, . . .  2r„).  Man  erhält  dann  die 
Gleichung 


irrn 


fö>5[(S)^,-'i(S,)]=«- 

Die  Gleichung  9)9 »c,  ist  ein  gemeinsames  Integral  der  Gleichungen  2)  und 
1).  Um  ein  Jacobi' sches  System  an  deren  Stelle  zu  setzen,  bestimme  man 
den  Werth  p^  =  n\  {c^  p^p^ . . .  Pn  ^  ^1  ^t  • .  •  ^n)«  Anstatt  der  Gleichung  1) 
hat  man  dann  die  Gleichung 

••'       (S,)+|[(^)g.-Sf(S)]=»- 

Die  Gleichungen  2)  und  l')  bilden  ein  Jacobi* sches  System  (vergl.  S.  86 
dieses  Jahrgangs). 
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^.y-,^,^  .^^     VW-    -*••.>■      f    ^    ^  '-^•.^    ^      j      .y^      -- 


Nacbdem  man  ein  Integral  <)p,  =  Cg  dieses  Systems  aufgefanden  hat, 
bestimmt  man  ans  demselben  den  Wertb  |9t=9rs  (^t^sPiPs  — Pn  ^  ^i^t  •••^n)i 
nnd  man  erhält  die  Gleichung 

«         ©+|[e-S)g-Sr(Sj]-»- 

Die  Gleichung  ^^sc^  ist  ein  den  drei  Gleichungen  3),  2),  l')  gemeinsames 
Integral.  Um  ein  Jacobi'sches  System  an  deren  Stelle  zu  setzen,  be- 
stimme man  die  Wertbe  p^  =3  n^  (c,  c,  p^  p^  . . .  p«  z  XxX%,,.  Xn)  und  pg 
=  n't{CfC^p^p^.,.pnZXiXf.,.Xn).  Anstatt  der  Gleichungen  2)  und  l') 
hat  man  nun  die  beiden  folgenden : 

=•)       (S>|[(S^)^,-ffö,)]=». 

^  \da?,  /  '^f^  IKdXiJ  dpi      dpi  \d  xj]       ' 

Die  Gleichungen  3),  2^),  l")  bilden  ein  Jacobi'sches  System. 

Abgesehen  davon,  dass  sich  die  Transformationen,  durch  welche  die 
Gleichungen  2)  und  1')  in  2')  und  l")  übergeführt  werden,  nach  der  Methode 
des  S  5  als  Überflüssig  erweisen,  hat  sich  Jacob i,  indem  er  diesen  Weg 
einschlägt,  einen  Vortheil  entgehen  lassen,  welcher  sich  auf  dem  von  mir 
eingeschlagenen  Wege  so  zu  sagen  von  selbst  darbietet.  Die  Lösungen  der 
Gleichung  2)  sind  bekannt,  weil  dieselben  bei  der  Bestimmung  der  Gleich- 
ung 9),  =  C|  aufgefunden  worden  sind.  Jacobi  setat  an  deren  Stelle  die 
Gleichung  2^),  deren  Lösungen  unbekannt  sind.  Denn  es  ist  die  Gleichung 
2'}  eine  lineare  Verbindung  der  Gleichungen  3)  und  2)  (vergl.  $  4). 

Um  die  Gleichung  ip^:=c^  aufzustellen,  habe  ich  ein  gemeinsames  In- 
tegral zweier  partiellen  Ditferentialgleichungen  mit  je  2n  —  4  Veränderlichen 
bestimmt.  Die  Jacob  lösche  Methode  verlangt  ein  gemeinsames  Integral 
dreier  partiellen  Differentialgleichungen  mit  je  2n  — 4  Veränderlichen. 
Ebenso  bestimme  ich,  um  die  Gleichung  g>i^Ci  aufzustellen,  ein  gemein* 
sames  Integral  zweier  partiellen  Differentialgleichungen  mit  je  2n  —  2  (1—2) 
Veränderlichen.  T)ie  Jacobi  'sehe  Methode  verlangt,  dass  man  ein  gemein- 
sames Integral  von  t  — 1  partiellen  Differentialgleichungen  bestimme,  von 
welchen  jede  2  t  — 2t +4  Veränderliche  hat  (vergl.  Nopa  meihodas  integrandi, 
S  22  im  60.  Bande  des  Grelle 'sehen  Journals;  ferner  Vorlesungen  über 
Dynamik,  S.291). 

In  jener  Abhandlung  „Ueber  die  simultane  Integration  linearer  par- 
tieller Differentialgleichungen*^  welche  in  dem  65.  Bande  des  Grelle 'sehen 
Journals  erschienen  ist,  beabsichtigt  Herr  Clebsch  die  von  mir  gefunde- 
nen Resultate  auf  einem  andern  Wege  zu  erhalten.  Herr  Clebsch  hat  vod 
jenem  Verfahren,  nach  welchem  ich  die  Integration  eines  vollständigen 
Systems  ausführe  für  den  Fall,  dass  dasselbe  nicht  zugleich  ein  Ja-cobi- 
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irgange),  keinen  Gebianch  gemacht,  sondern 
/Sterne  inlegriren  wollen.  Zu  diesem  Bebufe 
Vbbandlnng  S.  269  gezeigt,  wie  man  ein  volN 
bi'sches  verwandeln  könne.  An  die  Stelle 
ae  hat  Herr  Clebsch  8.266  Jacobi'sche 
ch  die  Eigenschaft  besitzen,  daas  in  dem  i"" 
ngen  besteht,  die  t  —  2  ersten  Gleichungen 
en  Gleichnsgea  des  i— 1""  SyatenA,  Es  ist 
Integvation  der  t  — 2  ersten  Gleichangen  als 

der  partiellen  Uifferentislgleicbnngen  des  S  2 
leicbuttgen  9>,  =  c, ,  ipt=Ct...q>i=Cf,  soweit 
1,  zar  Elimination  der  Differentialqnotienten 
zeigt,  wie  man  diese  partiellen  DiSerential- 
jenigen  Form  integriit,  in  welcher  sich  die- 
sen ji,,  tpt  frei  von  p,Pt,  <pi  frei  von  pt  px  ••• 
n  wandelt  Herr  C I  e  b  s  c  b ,  bevor  er  zur  In- 
len  DifTerentialgleicbangen  in  Jacobi'sche 
i  ist  diese  Umwandlung  eine  überflüssige 
Gleichungen  der  Integration  ebenso  grosse 
leichungen  der  erwHhnten  Jacobi'scben 
er  einzige  Vorwarf,  welchen  man  derselben 
.e  ich  zeigen,  dass  die  von  Herrn  Clebsch 
er  partiellen  Differentialgleichungfn  in  Ja- 
ration  aaderotseitB  wieder  Schwierigkeiten 
re  Weg  frei  ist. 


lode  des  Herrn  A.  Hayer. 

lieh  die  Gleichnng  qpi'^^i  •^urch  eine  lineare 
mit  Zti  nnabhSngigen  Veränderlichen,     Die 

wenn  j^2  angenommen  wird,  als  gemein- 
1   partiellen  Differentialgleichnngen  mit  je 

ermitteln.  Nachdem  man  vermittelst  der 
iellen  Dißerenlialquotienten  Pi  Pt  ••■pa  als 
gestellt  bat,  findet  man  auch  das  vollstHn- 
;rircnden  Gleichung  ifi^O  als  gemeinsames 
en  Differentialgleichungen  mit  je  zwei  Ver- 
tu partiellen  Differcntialgleichangen,  welche 
,  setzt  Herr  A.  Mayer  eine  einzige  partielle 

noch  einer  bestimmten  Kegel  eine  lineare 
eu  Differentialgleichnngeu  herstellt  (vergl. 


292  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  etc. 


S. 00  dieses  Jahrgangs).  Es  ist  zwar  nicht  erwiesen,  dass  sich  die  Integra- 
tion der  linearen  Verbindung  leichter  vollzieht,  als  die  simaltane  Integra- 
tion der  zwei  gegebenen  Differentialgleichangen.  Wenn  aber  das  Integral 
der  linearen  Verbindung  einmal  aufgefunden  ist,  so  kann  die  Integration 
der  simultanen  Gleichung  durch  eine  algebraische  Operation  ersetzt  werden* 
Diese  Bemerkung  ist  immerhin  ein  passender  Znsatz  zu  der  Methode  des  $5^ 
Indem  man  dieses  Verfahren  verallgemeinert,  kann  man  auch  drei  und 
mehr  lineare  partielle  Differentialgleichangen,  welishe  ein  vollständiges  Sy- 
stem bilden,  durch  eine  einzige  ersetzen.  Zur  Bestimmung  von  g>^s=c^  be- 
dient sich  Jaoobi  des  folgenden  Systems: 

worin  jede  Gleichung  2n  —  4  Veränderliche  hat.    Anstatt  x^  und  (T,  setze 
man  die  neuen  Veränderlichen  t/,  und  tif,  entsprechend  den  Gleichungen 

wo  x^x^  x^  passend  gewählte  Beständige  sind.    Schreibt  man  jene  drei 
Gleichungen  abkürzend 

80  gehen  dieselben  durch  die  vorstehende  Transformation  über  in 

d(p  1         _  r. 

'''^  — L_  =  j? 

j —  ö       '^a* 

(/Mg  «1  — Xj"  * 

Setzt  man  an  die  Stelle  der  ersten  diejenige  Gleichung,  welche  durch  die 

d(p  dw 

Elimination  von  —  und  j^    entsteht,  so  behält  man  das  folgende  Sy- 

8  S 

Stern  E): 

—  =(aj,-0^». 
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*r^ 


•»•-  ■«■■■■-1 


•1 


'-  •-  I 


•  VI 

•1 
,» 


Jede  FoDclion  g),  welche  diesen  drei  Gleichangen  gleichzeitig  genügt,  besitzt 

die  Eigenschaft ,  dass  sie ,  wenn  x^  =a  x^  gesetzt  wird ,  von  u^  und  u^  frei  '^^ 

ist.     Um  dieselbe  zu  bestimmen ,  braucht  man  nur  die  erste  Gleichung  zu 

integriren.    Aus  den  Lösungen  dieser  Gleichung  kann  man  auf  Grund  der 

vorerwähnten  Eigenschaft  die  den  drei  Gleichungen  gemeinsamen  Lösungen 

durch  eine  algebraische  Operation  ableiten. 

Da  also  drei  und  mehr  lineare  partielle  Differentialgleichungen,  welche 
ein  vollständiges  System  bilden,  durch  eine  einzige  Dififerentialgleichung 
ersetzt  werden,  so  könnte  man  vielleicht  meinen,  die  Methode  des  %h  sei 
ganz  entbehrlich,  da  dieselbe  ja  doch  weniger  leiste,  als  die  vorstehende 
Bednction.  Man  würde  aber  dann  einen  wesentlichen  Punkt  in  der  Lösung 
der  Aufgabe  übersehen ,  wie  sie  in  $  5  gegeben  ist. 

Die  erste  Gleichung  des  obigen  Systems  E)  hat  2>i--4  Veränderliche. 
Ausserdem  enthalten  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  noch  die  Grössen  m^ 

« 

und  tij,  welche  bei  der  Integration  als  unbestimmte  Beständige  zu  betrachten 
sind.  Jene  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  des  $  5,  deren  gemein- 
sames Integral  die  Gleichung  q>^^=c^  darstellt,  haben  gleichfalls  je  2fi— 4 
Veränderliche.  Die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  sind  Function  der 
2n— 3  Lösungen  x^ß^ß^..,ß2n^%  ^^^  Gleichung  (929))  =  0,  und  von  die- 
sen Grössen  kommt  x^  in  der  Eigenschaft  einer  Beständigen  vor.  Dio  par- 
tiellen  Difi^erentialgleichungen  des  S  5  enthalten  demnach  eine  unbestimmte 
Beständige  weniger  als  die  erste  Gleichung  des  Systems  E).  In  gleicher 
Weise  enthalten  die  zwei  partiellen  Difi'erentialgleichungen ,  welche  dem 
S5  zufolge  an  die  Stelle  von  2-ft  partiellen  Differentialgleichungen  gesetzt 
werden,  t  unbestimmte  Beständige  weniger  als  die  erste  Gleichung  jenes 
andern  Systems  E),  welches  nach  der  obigen  Regel  gebildet  ist. 

Vor  der  Ja cobi 'sehen  hat  die  Methode  des  $5  unzweifelhaft  einen 
Vorzug,  nicht  eigentlich  deshalb,  weil  das  System  von  2-1-t  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen durch  ein  System  von  nur  zwei  partiellen  Differential- 
gleichungen ersetzt  wird,  sondern  weil  die  Gleichungen  des  letzteren  Sy- 
stems f  unbestimmte  Beständige  weniger  enthalten,  als  die  des  ursprüng- 
lichen Systems.  Auch  das  Integral  des  letzteren  Systems  enthält  infolge 
dessen  t  unbestimmte  Beständige  weniger  als  das  Integral  des  ursprüng- 
lichen Systems;  und  dies  ist  jedenfalls  eine  Erleichterung  der  Integrations- 
aufgäbe.  Die  von  fierrn  A.  Mayer  vorgeschlagene  Methode  (vergl.  Math. 
Ann.  Bd.  V  S.  46Ö)  leistet  in  dieser  Rücksicht  nicht  mehr  als  auch  die 
Jacobi'sche.  Die  erste  Gleichung  des  Systems  E)  enthält  ebensoviele 
anbestimmte  Beständige  als  die  Gleichungen  des  Jacob  loschen  Systems. 
Es  ist  deshalb  ein  Anlass  nicht  gegeben ,  die  hier  besprochene  Methode  an 
die  Stelle  der  in  $  6  befolgten  zu  setzen,  so  oft  es  sich  um  das  gemeinsame 
Integral  eines  vollständigen  Systems  von  drei  und  mehr  partiellen  Differen- 
tialgleichungen handelt. 
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§  8.    Betracbtnng  derjenigen  Fälle,  in  welchen  die  Methode  des  §  6 

eine  Aendernng  erleidet 

Die  Gleichung  q>^=c^  ist  ein  den  drei  partiellen  Differentialgleichungen 

3)2)1)  (989>)  =  0     (<P29)  =  0     {<Pi<P)^0 

gemeinsameB  Integral,  uro  zunächst  ein  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemein- 
sames Integral  zu  erhalten,  integrirt  man  die  Schlussgleichung  des  Systems 
(8y  2).    Diese  Gleichung  aber   wird  in  $  5  in  folgender  Weise  dargestellt. 
Die  Lösungen  ß^ß^"-  ßtn—i  der  Gleichung  2)  werden  als  bekannt  voraus- 
gesetzt, weil  die  Bestimmung  von  q>^  als  Function  dieser  Lösungen  voraus- 
gegangen  ist.     Indem  man  dieselben  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleich- 
ung d)  einsetzt,  gelangt  man  zu  der  Schlussgleichung  des  Systems  (3,2). 
Wenn  nun  aber  93  als  Function  von  x^  und  ß^  gefunden  wird ,  wenn  also 
ausser  x^  und  (p^  eine  weitere  Lösung  der  Gleichung  2)  nicht  bekannt  ist, 
so  kann  man  die  Schlussgleichung  des  Systems  (3,2)  nicht  mehr  auf  dem 
angegebenen  Wege  erhalten. 

Die  Gleichung  3)  hat  2n~4  Veränderliche,  und  es  giebt  deshalb  ausser 
(p=x^  und  ipszsx^  noch  2n— 6  andere  Lösungen  dieser  Gleichung.  Man 
bestimme  eine  dieser  Lösungen,  um  dieselbe  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  2)  einzusetzen.  Man  erhält  weitere  Lösungen  der  Gleichung  3) 
und  alsdann  auch  die  Schlussgleichung  des  Systems  (3,  2).  Es  ist  also  in 
diesem  Falle  die  Aufstellung  der  Schlussgleichung  davon  abhängig,  dass 
man  ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  3)  bestimme. 

Aber  selbst  dann ,  wenn  ausser  x^  und  q}^  eine  weitere  Lösung  ß^  der 
Gleichung  2)  bekannt  ist,  kann  es  sich  ereignen,  dass  der  in  S  5  vorgezeich- 
nete Weg  nicht  zum  Ziele  führt,  und  man  wieder  genöthigt  ist,  die  Schluss- 
gleichung des  Systems  (3,2)  auf  dem  zuletzt  angegebenen  Wege  darzustellen. 
Wenn  die  Lösung  ß^  bekannt  ist,  so  erhält  man  weitere  Lösungen  der  Gleich- 
ung 2),  indem  man  ß^^^iq^^ß^)^  ßs^i^^sß^)  "•  s-  w«  setzt.  Für  den  Fall,  dass 
sich  ß^=^((p^ß^  als  Function  von  o?^  q>^  ß^  darstellt,  gelangt  man  nicht  zu  einer 
weiteren  Lösung  der  Gleichung  2).  In  der  Schlussgleichung  des  Sy- 
stems (3,2) 

müssen  aber,  wenn  nicht  etwa  {q>^ßi)'*^0  ist,  in  welchem  Falle  j3,  eine  den 
Gleichungen  3)  und  2)  gemeinsame  Lösung  ist,  mindestens  zwei  unabhängige 
Veränderliche  vorkommen ,  um  ein  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemeinsames 
Integral  aus  derselben  herleiten  zu  können. 

Ich  habe  hiermit  gezeigt,  dass  der  Fall  eintreten  kann,  wo  ausser  x^ 
und  9>3  eine  weitere  Lösung  ß^  der  Gleichung  2)  vorliegt,  und  man  doch 
nicht  auf  dem  in  $  5  vorgeschriebenen  Wege  zu  der  Schlussgleichung  des 
Systems  (3,2)  gelangt,  wo  man  also,  um  die  Gleichung  q>4'=^c^  aufstellen  zu 
können,  ein  System  von  drei  partiellen  Differentialgleichungen  integriren 
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mas8.  Wenn  man  den  von  Herrn  Clebsch  vorgeschlagenen  Weg  geht,  so 
ist  die  Eenntniss  einer  weiteren  Lösung  ß^  der  Gleichung  2)  in  keinem  Falle 
aasreichend.  Es  müssen  dann  unbedingt  mindestens  zwei  weitere  Lösungen 
03  und' 04  der  Gleichung  2)  vorliegen,  um  die  Gleichung  (p^==e^  als  gemein- 
sames Integral  von  nur  zwei  partiellen  Differentialgleichungen  darstellen  zu 
können  (vergl.  S.  205  Bd.  65  des  Cr  eil  ersehen  Journals).  Dies  ist  es,  was 
ich  dem  von  Herrn  Clebsch  vorgeschlagenen  Verfahren,  die  Gleichung 
fp^  =3  c^  als  gemeinsames  Integral  zweier  partiellen  Differentialgleichungen 
XU  finden ,  weiter  vorzuwerfen  habe. 

Wenn  man  auf  dem  in  $  5  vorgezeichneten  Wege  zu  der  Schlnssgleich- 
iiDg  des  Systems  (3,2)  nicht  gelangen  kann,  so  ist  deren  Aufstellung  davon 
abhängig,  dass  man  zuvor  ein  Integral  der  Gleichung  3)  bestimme,  welche 
2n  —  4  Veränderliche  hat.  Diese  ungünstigere  Gestaltung  der  Rechnung 
wird  aber  durch  einen  andern  Umstand  mehr  als  aufgewogen.  In  dem 
betrachteten  Falle  bestimmt  sich  die  Gleichung  q>^=CQ  nicht  mehr  aus  einer 
partiellen  Differentialgleichung  mit  2n  — 2  Veränderlichen,  wie  in  $  5  an- 
genommen werden  mnsste.  Die  Schlnssgleichung  des  Systems  (2, 1)  hat 
dann  nur  die  drei  Veränderlichen  x^  ß^  ß^.  Es  ist  in  Betracht  zu  ziehen, 
dass  besonders  günstige  Umstände  zusammentreffen  müssen ,  damit  man  im 
Stande  ist,  an  die  Stelle  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  2n  — 2 
Veränderlichen  zwei  andere  Gleichungen  zu  setzen ,  von  welchen  die  eine 
nur  drei,  die  andere  2n~4  Veränderliche  hat. 

Die  Gleichung  q>^  =  c^  ist  ein  den  vier  partiellen  Differentialgleich- 
nngen 

4)3)2)1)       (949>)=0     (9>39>)  =  0     (g>89)  =  0     (9i9»)  =  0 

gemeinsames  Integral.  Maa  bestimmt  zunächst  ein  den  Gleichungen  4)  3)  2) 
gemeinsames  Integral,  indem  man  die  Schlussgleichung  des  Systems  (4,3,2) 
integrirt.  Diese  Schlussgleichung  ist  in  S  5  in  folgender  Weise  dargestellt 
worden.  Wir  haben  die  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemeinsamen  Lösungen 
als  bekannt  vorausgesetzt,  weil  die  Bestimmung  von  g>^  als  Function  dieser 
Lösungen  vorausgegangen  ist.  Wir  haben  dieselben  als  neue  Veränderliche 
in  die  Gleichung  4)  eingesetzt  und  die  SchTussgleichnng  des  Systems 
(4,3,2)  erhalten»  Wenn  nun  ausser  o?^  und  g>^  eine  weitere,  den  Gleichungen 
3)  und  2)  gemeinsame  Lösung  nicht  bekannt  ist,  so  kommt  man  auf  diesem 
Wege  nicht  mehr  zum  Ziele. 

Es  dürfen  dann  die  Lösungen  der  Gleichung  2)  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden,  weil  die  Bestimmung  von  g>^  als  Function  dieser  Lösungen 
vorausgegangen  ist.  Man  setze  dieselben  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  4)  ein,  und  man  hat  die  Schlussgleichung  des  Systems  (4,2). 
Dieselbe  hat  2n  —  6  Veränderliche.  Nachdem  man  eine  Lösung  dieser 
Gleichung  bestimmt  hat,  setze  man  dieselbe  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  3)  ein.   Man  findet  noch  weitere  Lösungen  der  erwähnten  Sohluss« 
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gleichung  und  gelangt  alsdann  wieder  zu  der  Scblussgleichung  des  Systems 
(4,3,2). 

Wenn  anch  die  weiteren  Lösungen  der  Gleichung  2)  nicht  bekannt 
sind ,  so  dürfen  doch  die  Lösungen  der  Gleichung  3)  als  bekannt  toraus- 
gesetzt  werden;  denn  es  haben  dieselben  schon  bei  der  Bestimmung  von  g>^ 
Verwendung  gefunden.  Indem  man  dieselben  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  4)  einsetzt,  gelangt  man  zu  der  Scblussgleichung  des  Systems 
(4,3),  welche  gleichfalls  2n  —  6  Veränderliche  hat.  Man  bestimme  eine 
Lösung  dieser  Gleichung  und  setze  dieselbe  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  2)  ein.  Man  erhält  weitere  Lösungen  der  erwähnten  Scbluss- 
gleichung und  alsdann  auch  die  Scblussgleichung  des  Systems  (4,3,2). 

Ich  nehme  an,  dass  weitere  Lösungen  weder  der  Gleichung  2),  noch  der 
Gleichung  3)  gegeben  sind.  Man  muss  dann,  um  die  Scblussgleichung  des  Sy- 
stems (4, 3, 2)  aufstellen  zu  können,  vor  Allem  eine  Lösung  der  Gleichung  4) 
bestimmen.  Man  setze  dieselbe  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  3) 
ein.  Man  erhält  weitere  Lösungen  der  Gleichung  4)  und  alsdann  auch  die 
Scblussgleichung  des  Systems  (4,3).  Alsdaon  bestimme  man  eine  Lösung 
dieser  Scblussgleichung.  Indem  man  dieselbe  als  nene  Veränderliche  in  die 
Gleichung  2)  einsetzt,  findet  man  weitere  Lösungen  dieser  Scblussgleichung, 
und  man  gelangt  alsdann  jedenfalls  zu  der  Scblussgleichung  des  Systems 
(4,3,2). 

Wenn  die  weiteren,  den  Gleichungen  3)  and  2)  gemeinsamen  Lösungen 
nicht  bekannt  sind,  so  muss  man,  wie  vorstehend  gezeigt  worden  ist,  um  die 
Scblussgleichung  des  Systems  (4,3,2)  aufstellen  zu  können,  zuvor  das 
Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung  bestimmen,  welche  2n  — 6 
Veränderliche  hat.  Aber  man  hat  andererseits  zur  Bestimmung  der  Gleich- 
ung q>^=  c^  nicht  mehr  eine  partielle  Differentialgleichung  mit  2n — 4 
Veränderlichen,  wie  in  S  5  angenommen  ist;  denn  die  Scblussgleichung  des 
Systems  (3,  2,  I)  hat  dann  höchstens  drei  Veränderliche.  Es  sind  also  in 
diesem  Falle  an  die  Stelle  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  2n  — 4 
Veränderlichen  zwei  andere  partielle  Differentialgleichungen  getreten ,  von 
welchen  die  eine  nur  drei,  die  andere  2n — 6  Veränderliche  hat 

Wenn  femer  die  weiteren  Lösungen  sowohl  der  Gleichung  2),  als  der 
Gleichung  3)  unbekannt  sind ,  so  muss  man  eine  weitere  partielle  Differen- 
tialgleichung integriren,  welche  gleichfalls  2n  —  6  Veränderliche  hat.  Da- 
gegen hat  bei  der  Bestimmung  der  Gleichung  g>i'==c^  die  Schlussgleichung 
des  Systems  (3,2),  deren  Integration  der  Aufstellung  der  Scblussgleichung 
des  Systems  (3,2,1)  vorausgeht,  nicht  2n  — 4  Veränderliche,  wie  in  S  ft 
angenommen  worden  ist,  sondern  nur  drei  Veränderliche.  Es  sind  auch 
hier  an  die  Stelle  einer  partie  <3n  Differentialgleichung  mit  2n  — 4  Ver- 
änderlichen  zwei  andere  partielle  Differentialgleichungen  getreten ,  welche 
beziehungsweise  drei  und  2n^6  Veränderliche  haben.   (VergL  1}  SO«) 
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Ich  habe  hiermit  gezeigt,  dass  sich  in  den  besprochenen  Ausnahme* 
fllllen ,  wo  man  von  dem  in  S  5  yorgezeichneten  Wege  abweichen  muss ,  die 
Lösung  der  Anfgabe  noch  yortheilhafter  gestaltet,  als  sich  dort  heraus- 
gefltellt  hat 

§  9.    Wie  Jaeobi  die  abhängige  Veränderliche  ans  der  partiellen 

Differentialgleichung  ^|  =  0  entfernt. 

Es  ist  noch  ein  Punkt  zu  besprechen ,  in  welchem  meine  Methode  von 
der  Jaeobi 'sehen  abweicht.  Man  hat,  um  die  Dififerentialquotienten 
PtPt-"Pn  Als  Function  von  za:^x^..,Xn  darzustellen,  n^l  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen mit  beziehungsweise  211,  2n— 2,  2n— 4  ...  4  Veränder- 
lichen. Diese  Gleichungen  gruppiren  sich  zun  —  1  verschiedenen  Systemen, 
und  die  Integrale  dieser  Systeme  q>^=C2^  9'3=^3  •••  ^n^^nj  in  Verbindung 
mit  der  zu  integrirenden  Gleichung 

9i{PiP»'"Pn  2  Ä^jXg  ...a?ii)  =  Ci 

geben  die  gesuchten  Differentialquotienten  p^P2*"Pn'  ^Q  Jonen  n^\  par- 
tiellen Differentialgleichungen  habe  ich  noch  eine  partielle  Differential- 
gleichung mit  nur  zwei  Veränderlichen  hinzugefügt,  und  gezeigt,  dass  das 
gemeinsame  Integral  dieser  n  Gleichungen  ein  vollständiges  Integral  der 
Gleichung  (Pi  =  c^  ausdrückt.    (Vergl.  §b.) 

Jacob!  beginnt  damit,  die  partielle  Differentialgleichung  '4'|=>0  von 
der  abhängigen  Veränderlichen  z  frei  zu  machen.  In  seinen  Vorlesungen 
über  Dynamik,  'S.  237,  heisst  es:  „Wir  werden  annehmen,  dass  die  gesuchte 
Function  selbst  in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkommt.  Diese  An- 
nahme ist  keine  wesentliche  Beschränkung,  da  sich  der  allgemeine  Fall 
immer  auf  diesen  zurückführen  lässt.  In  der  That,  wenn  die  vorgelegte 
Diffierentialgleichung  die  gesuchte  Function  z  enthält,  also  die  Form 

^  ^        /  dz    dz  dz  \      ^ 

hat,  so  führe  man  eine  neue  unabhängige  Veränderliche  x  und  eine  neue 
abhängige  (o  durch  die  Gleichung  a  =  xz  ein;  dann  wird 

dm  da)  dz  dm  dz 

dx  dx^         dx^'"  dxn         dxn^ 

also 

^rfflo      dz  ^l    dm  dz  \    dm 

dx     dx^      X  dx^'"  dXn      x  dx^ 
Daher  geht  die  vorgelegte  Differentialgleichung  über  in 

/  V  dm    i   dm  i    dm   dm  \      ^  # 

welche  zwar  eine  unabhängige  Variabele  mehr  enthält,  nämlich  x,  in  wel- 
cher aber  m  nicht  selbst  auftritt,  sondern  nur  seine  Differentialquotienten 
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»-w«  ^  ^.^  ^  y       •.^•^  ^      ^  -^  ^  ^  .^  ^.  r-    ".^.^  y    ^  _^  '^■"— »-^-^-^.••-^..^^•.^•.^■.^^.^.^^.^-^•■.^^  ^  ^  ^  ^  ^.^-r^ 


nach  xx^x^  ...  Xn^    Wir  können  nns  also,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  scha- 
den, auf  den  Fall  beschränken,  wo 


(dz    dz        dz  \ 


die  gegebene  DifiPerentialgleichung  ist,  und  z  selbst  in  der  Gleichung  nicht 
vorkommt." 

Von  der  Jacobi'schen  Transformation  Gebrauch  machend,  hat  man, 
um  die  n-|-l  Differentialqnotienten  pPiP^  •  •  •  />n  als  Function  von  xx^x^^.x^ 
zu  bestimmen,  n  partielle  Differentialgleichungen  mit  beziehungsweise  2n+l« 
2n— I,  2n  — 8,..  5,  3  Veränderlichen.  Diese  Gleichungen  werden  zu  n  rer- 
schiedenen  Systemen  gruppirt,  und  die  Integrale  dieser  Systeme  in  Ver- 
bindung mit  der  zu  integrirenden  Gleichung  geben  die  gesuchten  Differen- 
tialquotienten. Denkt  man  sich  die  letzte  dieser  partiellen  Differential- 
gleichungen, welche  nur  drei  Veränderliche  hat;  als  neu  hinzukommend,  so 
hat  jede  der  übrigen,  nach  Jacobi  zu  integrirenden  partiellen  Differential- 
gleichungen  eine  Veränderliche  mehr  als  die  von  mir  aufgestellten. 

Diese  Ungleichheit  in  der  Anzahl  der  Veränderlichen  rührt  daher,  dass 
das  obige,  von  Jaco  bi  zur  Integration  der  Gleichung  tf;i=0  gegebene  Ver- 

fahren  noch  unfertig  ist.    Nachdem  man  die  ^i  +  l  Differentialquotienten  - — 

•••T«—  äIs   Function   von   xx.x^,.,  x^    bestimmt  hat,    soll    man 

rfx,  dx^       dxn 

durch  die  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung 

dm    ,       ,  d oj  d(o  dto 

dx^      ^      dx^      *  dXn  dx 

ein  vollständiges  Integra]  der  partiellen  Differentialgleichung 

(\  dto       1    ^09         i    dm      dm  \ 

^  ^^  \x  dx^     X  dx^       X  dxn     dx     *    *  /^ 

bestimmen..  Es  kann  aber  nicht  die  Rede  davon  sein,  dass  dies  zugleich  ein 
vollständiges  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung  '^^c^O.  Man  weiss  nur, 
dass  das  letztere  in  dem  allgemeinen  Integrale  der  Gleichung  2)  enthalten  ist. 
Der  Gleichung  2)  zufolge  ist  m  eine  Function  von  x x^^x^  ...  x^-     Aus  der 

ursprünglichen  Gleichung  ^'i<=0  aber  soll  zs—  als  Function  von  x^x^..,Xn 

X 

bestimmt  werden.  Hiernach  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  2) 
nur  dann  zugleich  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  l),  wenn  der 

Quotient  —  von  x  unabhängig  ist.     Dass  sich  diese  Forderung  von  selbst 

X 

erfülle,  wenn  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  2)  nach  der  obigen 
Regel  bestimmt  wird ,  darf  nicht  vorausgesetzt  werden. 

Um  das  von  Jacobi  gegebene  Verfahren  zum  Abschlüsse  zu  bringen, 
muss  man  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  2)  von  solcher  Beschaf- 
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fenheit  bestimmen ,  dass  der  Quotient  —  von  der  Veränderlichen  x  frei  ist. 

SD 

Man  kann  dies  dadurch  erreichen ,  dass  man  in  den  n  partiellen  Differen- 
tialgleichungen mit  beziehungsweise  2»+!*  2n  — 1,  2n— 3  ...  5,  3  Veränder- 
liehen eine  Transformation  anbringt.    Da  nicht  allein  der  Quotient  -  von 

üD 

X  unabhängig  sein  soll,  sondern   auch  jede  der   Orössen  -  - — ,  —  -=— 

X    O  X*        X    O  Xa 

1   dm      dta  da  ,         ^  ^^    dm    dm         dm    ,. 

...—  :; — ,  -r— y  so   setze  man  --—=2,   und  anstatt   -; —   - — ...-- —  die 
X  axn     dx  dx    -  dx^  dx^       dx^ 

neuen  Veränderlichen  p.=z—  - —  ,  jt^^  =  —  - —  ...  p„  =  —    — .      Die  Ver- 

X  «a?j  X  dx^  x  dXn 

äiiderliche  x  wird  dann  in  den  partiellen  Dififerentialgleichungen  nicht  mehr 

vorkommen  und  man  darf  den  nach  x  genommenen  Differentialquotienten 

dm 
der  gesuchten  Function  streichen.     Setzt  man  aber  -—=3  0,   so   wird   die 

dx 

Anzahl  der  Veränderlichen  in  allen  n  partiellen  Differentialgleichungen  um 

die  Einheit  vermindert.    Es  ist  ferner  zu  bemerken ,  dass  die  vollständige 

Differentialgleichung 

ganz   ttberfittssig  ist.     Nachdem   man   den   Differentialquotienten  —  =  z 

dx 

als  Function  von  x^x^,..Xn  aufgefunden  hat,  kennt  man  zugleich  ein  voll- 
ständiges Integral  der  Gleichung  I).  Das  in  dieser  Weise  vervollständigte 
Jacob  lösche  Verfahren  führt  noth  wendig  zu  denjenigen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen ,  aus  welchen  ich  in  S  5  das  vollständige  Integral  der 
Gleichung  tp^  =  c^  hergeleitet  habe. 

Ich  kann  «och  die  Bemerkung  beifügen,  dass  nur  diese  Darstellung 
der  Integrationsmethode ,  welche  auf  die  Anwesenheit  der  abhängigen  Ver- 
änderlichen 2  Rücksicht  nimmt,  als  die  Verallgemeinerung  jener  Methode 
angesehen  werden  kann,  welche  zuerst  Lagrange  für  drei  Veränderliche 
vor  jetzt  beiläufig  einem  Jahrhundert  veröffentlicht  hat. 


Bemerkung. 

Die  Form  der  Fragstellung  8.82  über  dem  §  4  meines  Aufsatzes:  „Ueber  die 
Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung  Z dz  + Fdy-h  Xdsß=iO"  wird 
beanstandet.  Nachträglich  stelle  ich  dieselbe  in  folgender  Weise:  „Ist  die  Auf- 
findung des  Integrals  gefördert,  wenn  man  die  Methode  des  Herrn  P.  du  Bois- 

Revmond  anstatt  der  Euler 'sehen  anwendet?"  .    ,,, 

A.  Wbiler. 
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Kleinere  Mittheilungen. 


ZI.    TTeber  die  Bereohnnng  des  wahrsoheinliohen  Fehlers  ans  einer 
endlichen  Anzahl  wahrer  Beobachtnngsfehler. 

S.  145 flg.  des  laufenden  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift  giebt  Herr  Mees 
einen  Aufsatz  mit  gleicher  XJeberschrift  und  bemängelt  darin  u.  A.  auch 
eine  Note  meiner  Ausgleichungsrecbnung.  Der  Zweck  des  Folgenden  ist 
nun  der,  zu  zeigen,  dass  Herr  Mees  sich  nicht  nur  in  der  Beurtheilnog^ 
meiner  Arbeit,  sondern  auch  an  anderen  Stellen  seines  Aufsatzes  irrt. 

In  der  bekannten  Abhandlung  von  Gauss  über  die  Bestimmung  der 
Genauigkeit  der  Beobachtungen  betrachtet  er  die  Sache  von  zwei  Stand- 
punkten aus.  Er  sucht  erstens  bei  n  gegebenen  wahren  Fehlern  e  die 
PräcisionA,  welche  als  wahrscheinlichste  Ursache  auftritt,  und  findet  bekannt- 
lich (wenn  die  eckige  Klammer  ein  Summenzeiehen  bedeutet) 


-?^2[«»] 


unter  Annahme  seines  Fehlergesetzes.  Der  wahrscheinliche  Beobachtungs- 
fehlers Q  wird  alsdann  

Gauss  ermittelt  zweitens  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Summe  der  m^^^ 
Potenzen  der  absoluten  Werthe  der  Fehler  c  bei  bekanntem  Fehler- 
gesetze (also  auch  bei  gegebenem  A,  falls  es  das  Gauss* sehe  ist)  zwischen 
gewisse  Grenzen  falle.  Er  giebt  für  diese  Summe  die  wahrscheinlichen 
Grenzen  an  und  diese  hftngen  in  der  That  ab  von  dem  Durchschnitt  der 
Quadrate  der  Abweichungen  aller  möglichen  Summen  von  dem  durchschnitt- 
lichen Werthe  nSm  dieser  Summen;  Wenn  nun  Herr  Mees  meint  (S.  146), 
Gauss  schätze  willkürlich  nach  den  zweiten  Potenzen  und  man  könnte 
mit  gleichem  Rechte  auch  andere  Potenzen  nehmen  (wie  er  nun  z.  B.  die 
dritten  Potenzen  vornimmt),  so  ist  das  mithin  ein  Irrthum.  Gauss  lässt 
sich  eben  streng  von  den  Principien  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung leiten  und  knüpft  dabei  an  eine  ähnliche  Betrachtung 
von  Laplace  an,  „die  sich  leicht  verallgemeinern  lasse^*;  aber  freilich 
unterdrückt  er  den  Beweis  und  giebt  nur  Resultate. 
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I  dieser  Sacbe  sich  versehen,  hat,  so  würde 
ier  dritten  Potenzen  der  genannten  Abweicfa- 
ire  sie  nicht  principiell  verfehlt.    Wir  setzen 
1  Dnd  flg.) 
Obs.  ("] 

t  von  Sm  mittelst  nngerader Potenzen  von  w 
in  der  Weise  des  Herrn  Mees  vorgehen  (die 

ässig  ist),  weil  a>  auch  negativ  wird  nnd 

imt.   Dies  wird  ganz  vergessen  nnd  sind  dem- 

1  zu  verwerfen ! 

n,  von  welcher  Formel  bei  Bildung  des  Dnroh- 

igen  werden  müssen.  lat  ^((}  =  y(f)  +  (p(_jj 
I  and  wird  dasselbe  der  Einfachheit  Iialber 

angenommen  (welche  Annohme  z,  B.  zutrifft 


•"k'-"')' 


■  "7^ "         ;  1    ="   ist   der   Dnrchschnitt   aller 


/■ 


gleich 


nck  für  positive  o  gleich  -f- 1 ,  für  negative  ta 

les,  dassich  in  meiner  Ansgleichungsreclinnng 
mtgkeit  des  Durchscbnitts  der  m^'^"  Potenzen 
ladraten  der  Abweichungen  a  za  benrtheilen. 
<u  u».  lu—  nu.uij  uio.  ...M  Fehler  sein,  wenn  nic1)t  in  der  Note  S.  20  der 
Ansgleiohnngsrechnnng  (die  anch  Herr  Mees  S.  150  abdruckt)  siif  den 
Umstand  aufmerksam  gemacht  worden  w£re,  dass  eigentliuli  eine  genauere 
Untersuchung  hier  am  Platze  sein  wUrtle.  Den  langen,  von  Ganes  unter- 
drückten Beweis  zu  geben  (obwohl  bei  anderer  Anlage  der  Entwickeinngen 
ich  es  nicht  unterlassen  haben  würde),  passte  gar  nicht  in  den  Gang  meines 
Boches.  Ueberhanpt  fasse  ich  die  Sache  dort  ganz  nndera  auf  und  verweise 
demgemkas  auf  $  3  meiner  Ausgleichnngsrechnnng. 

Dieser  S  S  bandelt  von  den  Genanigkeitsmaassen  einer  Beobachtnngs- 
reihe.    Er  beweist,  dass  gleichzeitig  folgende  Üngleichnngrn  bc-lehen: 

ZUtHtaiin  r.  UBllismiitlk  B.  Fb;>lk,  XX,  i.  21 
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mi 


I    m m 

worin  für  zwei  Beobachtungsreihen  (11=300)  G^  die  Genauigkeit,  q  den 
wahrscheinlichen,  ^  den  durchschnittlichen,  fi  den  mittlem  Fehler  der  Be- 
obachtungen bezeichnen.    6  iltig  ist  der  Satz  aber  nur,  falls  q>'{B)  und  g>'Xe) 

lediglich  ftlr  einen  Werth  von  s  gleich  werden.    (Selbstverständlich  muss 

(p{s)ds  =  l  ist y    Ausserdem  ist  Voraussetz- 

—  00 
ung,  dass  g>{i)^  entsprechend  zufälligen  Fehlern,  eine  g e r ad e  Function 
von  £  sei.  Diese  letztere  Voraussetzung  hätte  ich  weglassen  können,  da 
nur  i/;(e)  =  yC+c)  +  9(— «)  in  Betracht  kommt  und,  wie  leicht  zu  sehen  ist, 
der  Satz  auch  gilt,  wenn  if;'(€)  und  ^'\e)  nur  einmal  gleich  werden.  Aber 
wenn  tp  (c)  nicht  eine  gerade  Function  von  c  ist ,  so  ist  es  eher  zu  erwarten, 
dass  die '^(c)  mehr  als  einmal  gleich  werden,  als  das  Gegentheil;  die 
Giltigkeit  des  Satzes  ist  also  doch  dann  fraglich! 

In  meiner  Note  behaupte  ich  nun,  dass  offenbar  die  00  ein  solches  Gesetz 
befolgen,  wobei  die  Giltigkeit  des  Satzes  zweifelhaft  ist,  und  beziehe  mich 
dabei  auf  die  Formeln 

Grenzen  Yon  «'=(«'"  — 5^)',  resp.  S*»,, 
welche  eintreten  für  €|  =  e(=  ...  =  {„ssa,  dem  grössten  möglichen  Be- 
obachtungsfehler, und  et  =  Cf  = . . .  =  £1,  =  Null.  Herr  M  e  e  s  beeilt  sich,  die 
zweite  Grenze  S^m  in  Null  zu  corrigiren;  es  soll  aber  ofifenbar  ( — SmY  heis- 
sen ,  wie  Jeder  sieht,  der  die  Grenzwerthe  der  s  wirklich  einsetzt,  und  dabei 
kann  einem  nicht  die  Bemerkung  entgehen,  dass  das  Wahrscheinlichkeits- 
gesetz  der  co  eine  Function  yon  od  sein  muss,  die  nicht  gerade  ist. 

Ich^  habe  verschiedene  solche  Gesetze  abgeleitet*  und  gebe  hier  nur 
eins  an. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  n  Fehlern  die  Summe 

[f*]  zwischen  die  Grenzen  n(a, j  und  «(ö,+7-) 

falle,  wo  8  sehr  klein  ist,  wird  (unter  Annahme  des  Gauss* sehen  Gesetzes) 
gleich 


*  In  einem  grösseren  Aufsatze,  der  schon  zur  Veröffentlichung  bereit  ist,  führe 
*ch  dies  weiter  aus  und  theile  darin  u.  A.  auch  einen  Beweis  für  die  obenerwähnten 
G aussuchen  Formeln  mit. 

'I 
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^(»«)C».,)5"^»".. 

0  und  ein  Maximum  für 


M'-i)- 


te  Werth  von  «^  nicht  S^,  denn  dies  ist  gleich 
n  ist  nod  h'  gesnobt  wird ,  so  findet  man  doch 
wahrscheinlichste  Hypothese  fttr  A'  gleich 

e  man  k'  mittelst  der  vorigen  Relation  aus  a, 

nirgends  zu  finden.  Man  denke  daran,  dass 
etz,  wo 

von  t'  gleich  Nall  ist  and  nicht  gleich  dem 

Ken  (*;  ist  aber  ein  i*  gegeben,  so  folgt  die 

eich  1/  — -. 

t    anten    eagt,  S„  sei   der   wahrscheinlichste 

.. ,  ..  ... ,    irie  schon  allein  das  gegebene  Beispiel  zeigt, 

streng  genommen  falsch  and  nar  fUr  grosses  r  nahe  richtig,  Nor  für  diesen 
Fall  ist  anch  das  Wabrscheinlichkeitegesetz  der  m  sehr  nahe  von  der  Form 
des  Ganss'schen  Gesetzes  fwie  ich  U.A.  aach  für  obiges  specietles  nt  spStec 
nachweisen  werde). 

Was  nnn  endlich  noch  S.  163  angeführt  wird,  ist  gegenatandslos,  da,  wie 
bereits  oben  bemerkt,  Gauss  gar  nicht  in  der  vermntheten  willkürlichen 
Weise  vorgegangen  ist,  mithin  bei  seinen  Entwickelnngen  das  Gesetz  der  u 
Überhanpt  gar  nicht  in  Frage  kommt, 

Aachen,  April  IBT&.  Helhebt. 

*  Um  nenein  MissverstandniBB  vorenbeog^n ,  erwähne  ich  aasdrücklich ,  dass 
t*=- —  nach  der  hier  geg^ebenen  Daratellang  nur  als  diejenige  wahrscheinlichiite 
Hypothese  anftritt,  welche  sich  ans  0,  berechnen  ISsst.  CnenlBchieden  bleibt  dubei 
s  aadern  a„  eine  noch  Tortheilbaftere  Hypolhese  mügücb 
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Xn.    lieber  die  oentralen  und  elUptisehen  Coordinaten. 
1.   Nehmen  wir  auf  dem  Ellipsoid 

einen  Punkt  P  {oDtf/th)  ^°i  ^^  ^^^  ^^^  Oleichang  seiner  conjngirten  Diame- 
tralebene 

2) 


^^1  ■  ytfi  .  2  2, 


a'         o"         Cg 

Wir  .werden  jetzt  die  Axen  des  Durchschnittes  dieser  Ebene  mit  dem 
Ellipsoid  1)  bestimmen.  Sei  dann  r  die  Länge,  aßy  die  Richtungswinkel 
eines  Halbmessers  in  dieser  Ebene,  so  erhalten  wir  folgende  Beziehungen: 


3) 

4) 
6) 


Xi  cosa     y,  cosß      «,  cosy 


co^a 


cos'a  +  coÄ*|5  +  cos^Y  =  I. 

Damit  der  Halbmesser  mit  einer  der  Axen  zusammenfalle,  muss  r  ein 
Maximum  oder  Minimum  sein,  also  sein  Dififerential  gleich  Null  gesetzt 
werden.    Ans  3),  4)  und  5)  folgt  dann 

Xf  tf,  t, 

-jd^cosa-i-  ^  d.cosß+  -   d.co^ys=o, 

cosa  cosß,       ^  ,  cosy  , 

— j-  d,co$a+—^d.cosß  +  '-j^  d.cosy^O, 

co8ad,cosa'^co$ßd.cosß'\rJ^o^yd.co8y=^(i^ 
■und  diese  drei  Gleichungen  geben  durch  Elimination  der  Differentiale 


X, 

cosa 


Vi 
cosß 


«1 

COSy 


cosa     cosß     COSy 
oder  in  einfacher  Form 


0?« 


1^1 


cosa    cosß    cosy 
1  1  1 

a«         6«         c» 


=  0, 


«) 


cosa  cosß 


(c«-a«)  +  -^^(ö»-6«)=0. 


Durch  Auflösung  von  cosa,  cosß,  cosy  aus  3),  6)  und  6)  erhält  man  die 
Richtung,  und  ferner  aus  4)  die  Länge  der  zu  bestimmenden  Axen.  Setzt 
man  hierzu  3)  in  der  Form 


cos^a 


+ 


Vx 


cosa      a'      '  cosß'    6* 
80  giebt  sie  in  Verbindung  mit  6) 


co^ß       2,      cos^y 

COSy      c* 
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cosß 


-    „._s.     c^c-    - 

i'-c- 

o--»- 

cai"» 

COä*/J 

.■.4)  «od  6); 

D          cosß          COtf 

>.    ".f  =  JL,ft 

CO«  7  = 

0-^0 

^]  = 

1. 

1)  ein,  so  folgt  oodi 

1        »'■        1        ''■ 

^,-«- 

1  j.(»._^  1  .-{c«- 

ufgabe  völlig  gelÖBt.    Denn  S)  giebt  die  Länge 

tdratische  Gleichung  in  r*  mit  zwei  rationalen 

denen  die  eine  zwischen  a*  nnd  b\  di«  andere 

innen  wir  die  erste  r,*,  die  aweite  r,*,  so- folgt 

>r,'>ö»>r,'>c'. 

Hg  der  Äzen  dnrcli  die  Gleichnngen  7}  bestioinit. 

8)  sein  kano,  so  darf  man  setzen 

I  y*        I       ^  ''       _n 

a  Ellipsoid  1)  liegt,  hat  man  auch 


<n  Oleichnng,  so  wird 

T*  bat  drei  rationale  Wnrzeln,  deren  eine  durch 
Die  beiden  anderen  geben  wieder  die  Azen  r,' 

lieh  noch 

j  coj«  +  y,  CÄ»^  +  «,  Co«y, 
so  dasa  Q  geometrisch  die  Frojection  des  Halbmessers  von  P  aaf  den  Azen 
seiner  eoDJngirten  Ebene  darstellt. 

2.  Neont  man  jetzt  die  conjagirte  Diametral  ebene  eines  Punktes  P  des 
Ellipsoids  Beinen  ceutralea  Dnicbsctinitt,  so  ut  dieser  dnrcb  seine 
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beiden  Axen  genau  bestimmt.  Ebenso,  wie  sich  nach  8)  aas  den  Coordina- 
ten  des  Punktes  P  der  Werth  dieser  Axen  ergiebt,  bestimmt  umgekehrt  die 
Länge  der  beiden  Axen,  oder  die  Länge  und  Richtung  einer  Axe  den 
Ort  des  Punktes  auf  dem  Ellipsoid.  Deshalb  werden  wir  hier  die  Axen  r^ 
und  Ti  die  centralen  Coordinaten  des  Punktes  P nennen. 

Um  die  gewöhnlichen  Coordinaten  in  centrale  Coordinaten  zu  verwan- 
deln, nehmen  wir  nach  10)  und  8)  die  drei  Gleichungen 


Hieraus  ergiebt  sich  durch  Auflösung  von  a:,',  yi',  z^* 

aV^(a»T,«)(a«-r,«)      y,«^(6«T,»)(6«-^r,')      z,^_(c^^Ofc'-r,') 

welches  mit  der  Bedingung  0)  völlig  übereinstimmt.  Aus  den  symmetrischen 
Formeln  18)  zeigt  es  sich,  wie  innig  die  centralen  mit  den  gewöhalichen 
Coordinaten  zusammenhängen  und  daher  die  ersteren  geeignet  sind  für  die 
Bestimmung  von  Punkten  des  Ellipsoids. 

In  üebereinstimmung  mit  0)  darf  man  setzen 

14)  r,*  =  a*  co^q>  +  b*  5i«'<p ,     r,*  =  6*  cos^x  +  ^* ^«'''X» 

denn  hierdurch  wird  ausgedrückt,  dass  der  Werth  von  r,'  zwischen  o*  und 
6',  der  von  r,'  zwischen  6*  und  c*  liegt.  Indem  wir  jetzt  die  Werthe  aus  14) 
in  13)  übertragen,  erhalten  wir 


a'       a'— c' 


15)  {     ^=^cos'q>sin^x, 


Diese  Formeln  geben  gerade  die  Transformation  wieder,  durch  welche  es. 
Jacobi  gelungen  ist,  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven 
des  Ellipsoids  zu  integriren*,  ohne  dass  er  eine  ausreichende  Erklärung 
und  Bedeutung  dieser  Formeln  gegeben  hat.  Später  werden  dieselben  ohne 
einige  erläuternde  Bemerkungen  von  Joachimsthal  Übernommen.** 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Winkel  g>  und  %  ist  leicht  aus  14)  ab- 
zuleiten.    Geht  man  von  der  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  aus,  dass 


*  Journal  von  Grelle,  19.  Bd.  S.  309. 
**  Journal  von  Cr  eil  e,  26.  Bd.  S.  155. 
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welche  enlHtebea,  wenn  man  die  Endpunkte  irgend 
-chmesser  verbindet,  flächengleicb  sind,  so  findet  man 
iukel  bezeichnet,  lüer  in  der  Etlipse  (ab)  der  Dureb- 
er Perpendikel ,  aas  dem  Endpunkte  des  conjugirten 
r,  ist,  mit  der  Äxe  b  auBmncbt,  und  ebenso  %  den 
'  Ellipse  {bc)  der  Durcbmesser,  worauf  der  conjugirte 
der  Axe  c  ausmacht. 

3er  Gleichung  der  Diametralebene  2)  den  Wertb  von 
rhält  man 

■)^,..,(._. )  +  „„,(._!).., 

:  mit  4)  die  Olelcbung  des  centralen  Durch  Schnittes 
eine  der  Axen  ist,  und  zwar  die  grosse  Axe,  wenn 
ne,  nenn  b'^r'^c, 
it  die  Enveloppe  der  Ebene  16)  die  KegelflSche 


-i)H-»'G-^)+-a-^)-- 


er  Kegelflftclie   mit  dem  Ellipsoid    l)    ist   auch  der 
Boids  mit  der  Kugelfläcbe 

i^  +  y'  +  ^  =  r\ 
ein  Umdrebnn^gskegel  ist. 

itenebenen  der  Eegelfläche  17)  ist  deshalb  die  Be- 
9r  Äxen  des  elliptischen  Durchschnittes.    Umgekehrt 
I  Ellipsoids  eine  der  Axon  der  Ebene,  die  den  Um- 
,  welcher  den  Halbmesser  zur  erzeugenden  Geraden 
kleinste  Axe  des  Ellipsoids  zur  Axe  hat.     So  kann 
construiren,  von  welcher  ein  gegebener  Halbmesser 
Axen  ist. 
Hiermit  ist  nun  auch  jeder  Punkt  des  Ellipsoids  durch  seine  centralen 
Coordinaten  geometrisch  bestimmt.   Beschreibt  man  noch  mit  den  gegebenen 
Coordinaten  r,  und  r,  Umdrehungskegel ,  deren  eine  die  grifsste  Axe  des 
Ellipsoids,  die  andere  die  kleinste  Axe  desselben  zur  Bevolutionsaxe  hat, 
so  ist  die  gemeinschaftliche  Berübrungsebene  dieser  Kegelflächen  die  cen- 
trale Ebene  und  der  conjugirte  Pankt  des  Ellipsoids  der  zn  bestimmende 
Punkt. 

4.  Die  centralen  Coordinaten  eines  Punktes  P  des  Ellipsoids  sind  pa- 
rallel EU  den  Axen  der  Isdicatrix  dieses  Punktes,  das  beisst  zu  den  beiden 
Hanptricbtungen.  Bewegt  der  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  sich  fortwährend 
längs  einer  der  Hauptrichtongen  und  beschreibt  deshalb  eine  ErtlmmnugS' 
curve,  so  dreht  die  Tangenten  ebene  um  die  andere  Hauptrichtang,  und  die 
centrale  Ebene  um  die  parallele  Axe.    Die  centralen  Ebenen  aller  Punkte 
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einer  KrümmuDgscQrTe  haben  deshalb  eine  gleiche  Aze,  so  dass  sie  alle  eine 
Kegelfläche  17)  nrnhüllen. 

Während  umgekehrt  die  centrale  Ebene  diese  Kegelfliche  17)  umhiillt, 
beschreibt  der  conjugirte  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  eine  Krümmungscurve. 

Die  Gleichungen  der  Krümmungscurven  nehmen  also,  in  centralen 
Coordinaten  ausgedrückt,  die  einfache  Form  an: 

19)  Tf  =  Constant  und  r,  s  Consiant, 

worin  der  Werth  der  Constanten  bestimmt  wird  durch  die  centralen  Coordi- 
naten des  Punktes,  von  welchem  die  beiden  Krümmungscurven  ausgehen. 
Man  erhält  dann  auch  die  Gleichungen  der  Krümmungscurven  in  gewöhn- 
lichen Coordinaten,  indem  man  aus  13)  erst  r,  und  nachher  r,  eliminirt,  was 
leicht  zu  verificiren  ist. 

Jede  Gleichung  zwischen  r,  und  r,  giebt  eine  Carve  des  Ellipsoids ,  in 
centralen  Coordinaten  ausgedrückt,  wobei  die  Krümmungscurven  die  Rolle 
der  Geraden  spielen,  welche  im  gewöhnlichen  Flächencoordinatensystem 
parallel  zu  den  Azen  gezogen  sind. 

So  wird  die  Gleichung  in  centralen  Coordinaten  des  Ortes  aller  Punkte 

des  Ellipsoids,  für  welchen  die  Entfernung  vom  Centrum  bis  zur  Tangenten- 

ebene  constant  ist: 

TiT,  =  Constant  j 

und  die  Gleichung  des  Durchschnittes  des  Ellipsoids  mit  einem  ümdrehungs- 
kegel,  welche  dieselben  Axen  hat: 

r,'+  r,*  =  Consiant, 
Die  Kreis-  oder  Nabelpunkte  werden  bestimmt  durch  die  einfache  Belation 

und  die  Scheitel 

der  Axe  2a  durch  r^  =  6,  r,  =  c, 

„      „2c      „       rt^Uy  r,  =  6. 

Das  Längenelement  einer  Curve  des  Ellipsoids  findet  man  durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  13)  nach  r^  und  r^.  Substituirt  man  nachher 
die  Werthe  von  dX|,  d^i,  dz,  in 

ds'^zdx^  +  dy^+dz^ 
so  folgt 

-  ^''«       '*«  )  L(a'-r.«)  l^'-r,«)  (c,- r.')      (a^- V)  (6«-r,')  (c«-r,«)J  ' 

und  hieraus  kann  die  Länge  jeder  Curve  des  Ellipsoids  bestimmt  werden, 
wenn  ihre  Gleichung  in  centralen  Coordinaten  gegeben  ist. 

So  finden  wir  nach  19)  für  die  beiden  Systeme  von  Krümmungscurven 

.    •  r,*(V-r,«)  dr/ 

Tj  =  Constant ,     ds^*  =  7-^ ^wli 2x7:5 — ZrT » 

(o«-r,«)(6«-r,'^)(c«-r,«) 

r,  =3  Constant ,     d  V  =  7-7 ihr, krt tT- 
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so  dass  hier  die  beiden  übrigen  Parameter  die  negativen  Qaadrate  der  cen- 
tralen Coordinaten  vorstellen.  Hierdurch  werden  die  Gleichungen  19)  der 
Krümmungscnrven  des  Ellipsoids  bestätigt,  da  sie  geben  lg=sCon8tani  und 
A,  =  Constant,  welche  bekanntlich  in  elliptischen  Coordinaten  die  Gleich- 
ungen dieser  Curven  sind. 

6.    Nimmt  man  den  Punkt  P  (cc^y^z^)  als  Scheitel  einer  Kegelfläche, 
welche  um  das  Ellipsoid  1)  beschrieben  wird,  dann  hat  sie  diese  Gleichung : 

oder 
worin 

Vergleicht  man  24)  mit  der  allgemeinen  Form 

27)         0  =  a,  a:*  +  a,y*  +  rt,2*  +  26,  y  z  +  2bfZX  +  2^,«^  + . . ., 
so  sind  in  diesem  Falle  die  Coefficienten 

'■=U^-'vl-  -K-!^).  "'hi^-i)- 

^*^"6V'       '""""^^?'     ^'""""a'Ä*- 

Die  Richtung  der  Axen  der  Fläche  27)  wird  durch  diese  Gleichung  dar- 
gestellt : 

flr,  cos a  +  bf  cos ß  +  &,  cosy      b^  cos  ct  +  a^  cosß  +  &t  cosy 
cos  a  cos  ß 

bf  cos a  +  b^  cos ß  +  a^  cosy A 

cosy ,  r* ' 

Wird  hierin  der  Werth  der  Coefficienten  angebracht,  so  folgt 

=7[''-jä;(5~"+>'^+?-'")]-?' 


oder 


-^co5a+ rr  cosß  +  -^cosy 
a*  6*  vr 


28)  A 

Diese  Gleichung  giebt 
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(es  Werthea  von  A  ans  26) 

f:^ + finr;^  "*"  ?^:^' ^  ^' 

d  30)  bestimmen  die  Richtang  der  Axen  der  Kegel- 
Vertb  Tou  r*  aus  30)  and  substitairt  ibn  in  20),  so 
itfjSy.  Da  r*  in  30)  drei  rationale  Wertbe  bat,  so 
ise  die  Eicbtnng  der  drei  Axon  der  Kegelfläcbe  25). 
Kegelfiäcbe  auf  ibrer  eigenen  Axe  wiid 

Wnrzeln  von  30)  vorstellen,  deren  eine  negativ  ist. 
ise  Resultate  mit  den  Gleicbnngen  20)  und  23),  eo 
Axen  der  Kegelfläcbe,  die  mit  dem  Punkte  P  als 
d  1)  beschrieben  wird,  dieselbe  Ricbtnng  haben  als 
ialen  Flächen,  welche  durch  den  Punkt  ^gebracht 
tien  Coordinaten  dieses  Punktes.  Auf  diese  Weise 
kannten  Eigenschaft  zurttck,  welche  hier  aufs  Nene 
ist. 

in  20)  und  30)  mit  derselben  Grösse  l  anwachsen,  so 
rou  a  JS  y  nicht,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Kegel- 
System  von  confocaten  Flächen  amschriehen  sind, 
die  Axen  in  gleicher  Kichtang  haben. 

Leiden.  Ur.  van  Gees. 


Xm.    Elementarer  Beweis  einea  Fennat'sohen  Satzes. 

In  der  neuesten  Auflage  der  „Anfangsgründe  der  Physik"  von  Koppe 
spricht  der  Verfasser  anf  S.  321  den  Wunsch  ans,  einen  elementaren  Beweis 
des  folgenden,  von  Format  berrUbrenden  Satzes  kennen  zu  lernen:  „Weun 
zwei  Punkte  in  verschiedenen,  in  einer  ebooen  Grenzfläche  sich  berührenden 
Uedien  liegen,  so  durchläuft  eine  Lichtwelle  den  durch  das  Brechungsgosetz 
vorgeschriebenen  Weg,  wenn  sie  von  dem  einen  Punkte  nach  dem  andern 
in  der  möglichst  ktlraesten  Zeit  gelangt."  Ein  elementarer  Beweis  dieses 
Sätzen  ist  folgender. 
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Die  beiden  Punkte,  zwischen  denen  ein  Lichtstrahl  sich  bewegt,  seien 
A  und  B^  die  beiden  Medien ,  in  denen  sie  liegen,  M  und  iV,,  die  Geschwin- 
digkeiten des  Lichtes  in  letzteren  V  und  V^ ,  die  ebene  Trennangsfiäche  /*. 
Von  A  and  B  fälle  man  auf  f  die  Perpendikel  ADtsia  und  BE^b  and 
nehme  aaf  der  Linie  DE  einen  beliebigen  Pankt  C  an.  Es  seien  /  and  /,  die 
Zeiten,  in  denen  das  Licht  die  Strecken  AC  and  BC  zarücklegt,  so  dass 

also  <=— ,  /j  =  — ;  also  legt  das  Licht  den  ganzen  Weg  AC+CB  in 

AC      B  C 
der  Zeit  /+  ti  =  — -  +  -—  zarück.   Wir  Sachen  zunächst  9lh{BE  einen  Punkt 

r         Kl 

C^   von  der  Beschaffenheit,  dass   das  Licht  den  Weg  AC^  +  C^B  in  der- 
selben Zeit  i'\-ii  zarücklegt,  die  wir  also  auch  ausdrücken  können  durch 

-=~  +  -^ ,  so  dass  wir  die  Gleichung  haben 

iO     BC_A^      BC, 
^  V'^  Vi        V  '^  Vi 

oder,  auf  0  gebracht  nach  einer  kleinen  Umformung 

AC^-ACj^  BC^-BCi* 

^^  V{AC+ACi)^Vi{BC+BCi)'^^' 

Wir  setzen  CD=sx,  CA  =  y,  C,  D  =  a:„  C,  ^  =  yi,  dann  ist 

AC^'-ACi^^^x^-Xi*  und  ^C«- i?C,*  =  - (y«-y,«). 

Da  auch 

o;  — a:,  =  — (y-yi) 

ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  2)  auf  die  Form  bringen 

Zur  Bestimmung  des  Punktes  C,  hat  man  also  die  beiden  Gleichungen 

4)  a?  —  a?,  =3  0 

und 

ßx  ^+^i y+yt      -Q 

Die  Gleichung  4)  ergiebt  wieder  den  beliebig  gewählten  Punkt  C,  also 
mass  zur  Auffindung  von  C|  die  Gleichung  5)  gewählt  werden*  Wie  also 
auch  C  auf  DE  gewählt  wird,  die  Gleichung  liefert  stets  einen  Punkt  C|, 
welcher  die  Gleichung  1)  erfüllt.  Wenn  C  so  angenommen  wäre ,  dass  das 
Licht  den  Weg  AC+CB  in  der  kürzesten  Zeit  durchläuft,  so  liefert  die 
Gleichung  5)  keinen  andern  Punkt  C,,  da  es  nur  einen  Weg  giebt,  zu  dessen 
Zurücklegung  das  Licht  das  Minimum  der  Zeit  gebraucht.  Setzt  man  also 
in  5)  x=Xiy  woraus  y  =  yi,  AC=:ACi^  BC^BCi  folgt,  so  erhält  man  die 
Gleichung 
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cbaffenheit  erginbt,  dnsB  das  Licht  den 

3it  zurücklegt. 

lie  Winkel ,  welche  das  Einfallslotb  in  C 

t,    y  =  BC.smß, 


mittelbar  fär  den  Fall  erweitern,  dass  die 
st.  Ist  0  der  Mittelpankt  derselben,  ao 
ine  Ebene  and  nehmen  auf  der  Peripherie 
ne  die  Engel  schneidet,  wieder  beliebig 
lern  Punkt  Ci  auf  der  Peripherie,  so  dass 


<)C^OC  =  ar,  <)CBOC=y,  <)C{AC,  OC) 
dann  ist 
arcoix  —  (a*+r'  — 2arco»3!,) 

-<c,     ,  x+x, 

.  SWl  — ■ 

2  2 

zh  sin  y+y» 

2     '  2     ' 

welche  AO  und  £0  mit  C,  0  bilden.    Da 
',)  ist,  ao  Tolgt  durch  Substitution  in  2) 


Die  Gleich n Dg 


---in  '  6.sfn2LZiU 

,  2 2        _ 

^  F(^C  +  ^(7,)        V,{BC-^BC,)  ~* 

liefert  «ü  einem  beliebig  angenommenen  Ponkte  C  den  Pnokt  C, ,  welcher 
die  Gleichnng  1)  erfüllt.  Um  den  Punkt  C  von  der  Eigenschaft  sn  finden, 
dass  das  Liebt  den  Weg  ^C+BCin  der  möglichst  küraesten  Zeit  znrüok- 
legt,  setae  man  in4)a:  =  a:,  und  also  auch  j(i=y,,  ^C=^C,,  BC=BC„ 
wodurch  dieselbe  tlbeigebt  in 


6) 
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a,sinx     b ,  siny 


_       ,       a.sinx        .  b,siny        .    ^  . 

Da  i^ber  — -pp-  =  ^m  a ,    — ^— -  =  stn  ß  ist ,  so  folgt 


«) 

oder 
7) 


sina      sinß 
V      sin  a 


V,      sinß' 

Diese  Zeilen  sind  1873  geschrieben;  im  folgenden  Jahre  erschien  eine 
neue  Auflage  von  Koppe 's  Physik,  in  welcher  ein  von  dem  gegebenen 
verschiedener  Beweis  des  Format 'sehen  Satzes  mitgetheilt  wird. 

Weissenbnrg  im  Elsass.  Milinowbki,  Oberlehrer. 


XIV.    Anzahl  der  Auflösungen  einer  unbestimmten  Gleichung  für  einen 
speciellen  Fall  von  nicht  theilfremden  Coefficienten. 

In  einer  früheren  Abhandlung*,  die  hier  durch  (I)  citirt  werden  mag,  habe 
ich  die  Formel  für  die  Anzahl  der  Auflösungen  einer  unbestimmten  Gleich- 
ung des  ersten  Grades  bei  vollständig  theilfremden  Goefficienten  gegeben. 
Ungleich  schwieriger  wird  die  Aufgabe,  wenn  die  Goefficienten  dieser  Be- 
schränkung nicht  mehr  unterliegen.  Ich  will  im  Folgenden  einen  speciellen, 
leicht  zu  behandelnden  Fall  herausheben,  durch  welchen  gleichzeitig  die 
allgemeinste  Gleichung  mit  drei  Unbekannten  ihre  Erledigung  findet,  und 
beabsichtige  in  eiper  weiteren  Abhandlung  eine  Untersuchung  der  Gleich- 
ung mit  vier  Unbekannten  in  ihrer  allgemeinsten  Form  vorzunehmen. 

Es  mag  wieder  die  Gleichung 


vorliegen.  Es  seien  nun  gemeinsame  Theiler  für  immer  je  w  —  1  der  Grössen 
A  vorhanden,  dagegen  sollen  keine  solchen  Theiler  vorhanden  sein,  die  nur 
etwa  n — 2  oder  einer  noch  kleineren  Anzahl  von  Goefficienten  ^^  angehörten« 
Man  soll  die  Anzahl  der  Auflösungen  für  1)  bestimmen. 

Bildet  man  die  n  geordneten  Combinationen  der  A  zur  n  — 1*®°  Classe, 
so  mag  der  den  Elementen  der  Ar*®"  Gombinatiön  gemeinsame  Theiler  durch 
bn^k+i  bezeichnet  werden;  die  Grössen  b  sind  untereinander  nothwendiger- 
weise  theilfremd.   Es  sei         ^_^ 

2)  JJ*n-fc  +  l=^. 

Der  Bestandtheil  von  A^^  welcher  nach  Ausschluss  aller  Theiler  b  übrig 
bleibt,  heisse  at;  auch  diese  Grössen  sind  untereinander  theilfremd.    Wie 


*  Jahrg.  XX,  S.  97. 


r  Abkärznng 
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«er  Bezeichnnogs weise  in  Ai,  nnr  der  Factor 

ifgestellten  PrincipB  bilde  iah  folgende  Aas- 


aller  Coerficienten,  aach  dem  in  (I)  die  Ab- 
ist hier  der  kleinste  gemeinsame  Dividnas 
artigen  iHsst. 


^stem  von  Cougraenzen 
0  {mod.  bk),     *  t=  l,  2,  . . .  n 
heu  fflr  ki,  auf,  vobei  stets 


st 

f  6*1»* 


^<'i!/t  =  pP  +  m,, 


m  +  yjk.a, 


gesetzt  wurde.  Man  erkennt  leicht  bei  Heransiebnng  von  6),  dass  der  Zähler 
in  9)  dnrch  alle  einzelnen  Factoren  des  Nenners  theilbar  ist,  dass  also  wegen 
der  Th eilfremd  h ei t  dieser  Factoren  unteteinander  m,  stets  eine  ganze  posi- 
tive Zahl  wird. 

Ans  der  Bedingang  für  die  hi,  nnd  ans  7}  geht  hervor,  dass  jedem  ganz- 
zahligen  Wertho  von  yit>0  ein  ganzzahliger  Werth  von  Xi'^O  entspricht; 
mithin  ist  die  Anzahl  der  Lösungen  für  l)  identisch  mit  der  für  8).  Diese 
Qleichnng  kann  nan  ganz  nach  (I)  behandelt  werden. 

Als  ein  sehr  einfaches  Beispiel  mag  die  Aufgabe  gelüst  werden,  anzu- 
geben, anf  wieviele  Arten  sich  der  Bruch  fffS  in  positive  Brüche  mit  gane- 
zahligen  Z&hleru  und  mit  den  Nenneio  2,  8,  5,  7,  II  zerlegen  iKsst. 
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Kleinere  Mittheilungen. 


x^ 


Xc 


Xr 


X, 


X. 


llööa?!  +  nOx^  +  462  J?3  +  330a?4  +  210ar5  =  7267  =  3.2310  +  337, 

^5=11,     6^  =  7,     ^3  =  6,     6g  =  3,     6i  =  2, 

^  =  2310,     m  =  337,     p  =  3, 

337  +  1155*1=0  (morf.  2),     Äj  =  l,     a:i  =  — i+  2^^, 


337+  770Äj  =  0  (worf.  3), 

337  +  462*3  =  0  {mod.  5) , 

337+  330*4  =  0  (morf.  7), 

337  +  210  Äß  =  0  {mod.  11) , 


Ä,=  l,  arj  =  — 1+  3y„ 

^8  =  4,  a:3  =  -4+  5^,, 

Ä,=  6,  a:4  =  -6+  7^^, 

^5  =  4,  a:ß  =  -4  +  llyg, 


97t. 


337  +  1.1155  + 1 .770  +  4.462  +  6. 330  +  4.210 


2310 

yi+y2+»8+y4+y5=ö- 

Anzahl  der  Lösungen  nach  (I)  gleich  5,  nämlich 


=  3. 


yi  =  i 

1 

1 

1 

2 

0?!=    1 

1 

1 

1 

3 

y,=  i 

1 

1 

2 

1 

a?g=  2 

2 

2 

5 

2 

ys=i 

1 

2 

1 

1 

^3=    ^ 

1 

6 

1 

1 

^4=1 

2 

1 

1 

1 

a?4=  l 

8 

1 

1 

1 

^6  =  2 

1 

1 

1 

1, 

056  =  18 

7 

7 

7 

7 

Die  verlangten  Zerlegungen  sind  also  folgende: 

Da  die  allgemeinste  Gleichung  mit  drei  unbekannten  und  nicht  theil- 
fremden  Coefficienten 

a^b^b^x^  +  a^b^bj^x^  +  a^b^b^x^  =  il/ 

ist,  80  ist  ihre  Behandlung  durch  die  oben  gegebene  Methode  vollständig 
erledigt. 

Dorpat,  14.  März  1875.  Prof.  Dr.  K.  Weihrauch. 


xm. 

le:  Einen  durch  fOnf  Punkte  oder 
gebenen  Kegelschnitt  auf  einen 
m.  Ersetzen  der  Brennpunkte 
pitze  jenes  Umdrebnugskegels. 

Von 
HR.  WlENEE, 

l;teehoibnn>  in  Carbiahe. 

»f.  m,  Fig.  1—4.) 

tehnngsweise  der  Kegelschnitte  ans  zwei 
oder  Pnnktreihen  sogleich  die  Eigengchart 
e  vorher  die  toh  Pol  nnd  Polare  nnd  die 
asBte  mich,  nach  einer  directen  Anf  töanng 
ircb  fünf  Pnokte  oder  durch  ftinf  Tangen- 
eineu  Umdrehacgskeget  su  Ipges ,  um 
eigenschaften  zn  erhalten.  Es  wird  dabei 
liden  Äafgaben,  etwa  die  erste,  zn  lösen, 
veiBenden  Lehrsatz  diese  Lösung  auch  TOr 
rd.  leb  will  sogleich  bemerken,  dass  die 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  zu  legen, 
lehne  ihrer  Berttbraogs punkte  bilden.  In 
beider  Tangenten  ist  dann  eine  Aze  ge- 

..  ^»..„^-^^  ^u.  «u.gabe:  einen  durch  Tünf  Punkte  ge- 
gebenen Kegelschnitt  anf  einen  Umdrehungskegel  zu  legen. 

Es  sei  der  Kegelschnitt  (Fig.  l)  durch  die  vier  beliebigen  Punkte  ji, 
B,  C,  D  nnd  durch  die  willkürlich  gezogene  Tangente  AH  \a  A,  welche  den 
ftinften  Punkt  ersetzt ,  gegeben. 

Man  lege  einen  Kreis,  welcher  ^^  in  ^  berührt  nnd  durch  einen  der 
flbiigen  Punkte,  etwa  B,  gebt,  so  befindet  sich  derselbe  in  perspectivischer 
Collineation  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte  und  A  kann  als  Collineatiuns- 
ZritaeluIR  f.  tUthUBktili  V.  Ptym,  XX,  b.  33 
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centrnm  angesehen  werden.  Treffen'  die  Strahlen  AC,y4D  den  Kreis  in  den 
Punkten  C  nnd  D\  so  ist  der  Durchschnitt  E  der  entsprechenden  Geraden 
CD  und  C*I/  ein  Pnnkt  der  Collineationsaxe,  welche  ausserdem  durch  den 
gemeinschaftlichen  Pnnkt  B  beider  Curven  geht,  also  EB  ist.*  Man  ziehe 
nun  senkrecht  zn  E B  den  Durchmesser  F^G'  des  Kreises,  bestimme  zu  F' 
und  G'  die  entsprechenden  Punkte  F  und  G  des  Kegelschnittes  (z.  B.  F 
durch  die  Geraden  F'/>'  und  FD,  welche  sich  Auf  E  B  Neffen  müssen),  so 
sind  die  Kreistangenten  in  F'  und  G'  und  daher  auch  die  Kegelschnittstan- 
genten FB  und  GJ  parallel  zur  CoUineationsaxf^  EB,  Da  nun  die  Kfej«- 
tangenten  in  A  und  /''gleiche  Winkel  mit  der  Sehne  AF^  bilden,  so  gilt 
dies  auch  für  die  entsprechenden  Kegelschnittstangenten ;  daher  ist  A  uF 
ein  gleichsehenkliges  Dreieck  m\t  HA^^HP,  Ebenso  ist  JA  ==^  JG.  Dem- 
nach jst  es  möglich I  einen  Kreis  zu  legen,  welcher  in  ^  iltnd  f,  im^^lnen 
andern ,  welcher  in  A  und  G  den  Kegelschnitt  berührt. 

Von  diesen  beiden  Kreisen  wähle  man  denjenigen  k  aus  —  es  sei  der 
durch  ^.  und  F  gehende  — « in  dessen  Aeasserem  der  andere  Punkt  G,  und 
zwar  derart  liegt,  dass  die  Gerade  6^ fT  den  Kreis  k  schneidet,  dass  sich 
also  G  mit  K  in  demselben  durch  die  Tangenten  AH  and  FÜ  gebildeten 
Winkel  AEF  oder  in  dessen  Scheitelwinkel  befindet.     Dies  ist  aber  stets 
möglich.   Liegen  nämlich  beide  Kreise  AFxxnA  AG  auf  derselben  Seite  ihrer 
gemeinschaftlichen  Tangente  AHy  so  ist  A  ihr  äusserer  Aehnlichkeitspunkt. 
Von  den  vier  mit  den  Tangenten  FH  und  GJ  parallel  an  sie  gezogenen  Tan- 
genten liegen  diejenigen  beiden,  d^ren  Berübrangspimkte  sich  auf  demsel- 
ben Strahle  aus  A  befinden,  auf  der  einen  Seite  von  A,  die  beiden-  anderen 
auf  der  entgegengesetzten.    Daher  liegen  die  Tangenten  FR  und  GJf  deren 
Berührungspunkte  nicht  demaelbea  Strahle  aua  A  angehören ,  auf  verschie- 
denen Seiten  von  A,   Jeder  der  beiden  Punkte  F  und  G  liegt  daher  auf  der- 
selben Seite  von  der  Tangente  im  andern,  wie  i^  und  wie  der  diese  Tan- 
gente berührende  Kreis,  und  ebenso  nach  der  Voraussetzung  auf  dier^elben 
Seite  von  der  Tangente  in  ^,  wie  dieser  Kreis ,  daher  mit  ihm  in  demselben 
Winkel  beider  Tangenten.    Ist  nun  der  Kreis  ^^  derjenige  Ar,  aosserhalb 
dessen  sich  der  andere  Funkt  G  befindet,  so  entspricht  er  den  Bedingungen. 
-^  Liegen  dagegen  beide  Kreise  auf  entgegengesetzten  Seitea  von  AB^  so 
ist  A  ihr  innerer  Aehnlichkeitspunkt.     Dann  befinden  sieb  von  jenen  vier 
parallelen  Tangenten  diejenigen  beiden,  deren  Berührungspunkte  anf  dem* 
selben  Strahle  aus  ^^  liegen,  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  A\  auf  der- 
selben Seite  dagegen  solche ,  deren  Berührungspunkte  auf  verschiedenen 


*  Man  kann  auch  die  Eigenschaft  der  CoUineation  entbehren.  Dreht  man  aüsi- 
lieh  den  Kreis  um  EB  um  einen  beliebig'en  Winkel,  wobe^  sich  der  Paiik^  ^  des 
Kreises  von  A  trennt,  so  projiciren  sich  der  Kreis  und  der  Kegelschnitt  durch  die 
gegebenen  fünf  Paare  entsprechender  Punkte,  also  ganz  aufeinander  aus  dem  Schnitt- 
punkte der  drei  Ebenen  CD,  C'/)';  DA^  Ü*Ä\  AC,  /^C.  Es  ist  dann  der  Kegelschnitt 
auf  einen  im  Allgemeinen  schiefen  Kreiskegel  gelegt. 


dei.  Projectiop  ans  A 
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iedenen  Kreisen  liegen,  »lao  anch  Fß  und  GJ.  Be- 
tt  G  auf  der  von  ^  eDtrornloren  d^r  beidea  Tangen- 
eiteltrinkel  Am  den  Kreia  ^F  odtr  Ar  enthaltenden 
iiit  ihm  auf  der  entgegengeseteten  Seite  jedes  Sehen 
)t  G  jfldesfalls  ein  äaaserer  Punkt  von  k.  Der  KreU 
io  den  Bedingungen. 

I  so  beBtimmtea  Kreis  A  F  oder  k  lege  man  nun  eine 
lege  an  sie  in  iliren  Punkten  A  und  F  die  ße- 
:  «iah  in  der  durcli  H  geltenden,  nicht  verzeichneten 
Durch  A  und  G  führe  man  eine  £bene,  welche  die 
)  die  Kugel  triffi,  und  zwar  in  einem  Kreise,  ausser- 
in  ziehe  aus  G  eine  der  beiden  möglichen  Tangenten 
lebe  mit  h  den  Punkt  S  gemein  habe,  lege  aus  S  als 
en  Kegel  an  die  Kugel,  so  ist  dieser  der  verlangt« 
lern  sich  der  gegebene  Kegelschnitt  befindet.  Denn 
tta  AFG  mit  dem  Kegel  enlhSlt  di«  diel  Punkte  A, 
ud  FB  berührt,  fKlIt  also  mit  uusereoi  Kegelschnitte 
die  Aufgabe  gelSst. 

:  einen  dnrch  fftnf  Tangenten  gegebenen 
inen  Umdrehungskegel  zu  legen,  könnte 
tnder  Weise  lösen.  Kürzer  erscheint  mir  aber  der 
F  die  soeben  gelöste  zurückznfflhren  vermittelst  der 
durch  zwei  projeotiviscbe  Strahlenbüscbel  und  der 
le  Punktreiben,  oder  der  durch  fUnf  Punkte  und  der 
istimmten  Cnrve.  Beide  Üurven  wollen  wir  zunächst 
nienkegelsctiDitt  unterscheiden, 
isen  wir,  dass,  wenn  ein  Linienkegelschnitt 
ten  oder,  was  dasselbe,  dnrch  drei  Tan- 
ie  Berührungspunkte  A,  B  von  swoien  ge- 
n  bestimmt  den  Berührungspunkt  (7  von  r, 
ifUr  einen  Punkt kegelschnitt,  der  durch 
B,  C  und  die  Tangenten  a  und  b  in  zweien, 
lan  durch  fünf  Funkte  gegeben  ist,  die 
9  diese  mit  der  früher  gegebenen  Linie  c 
den  nämlich  (Fig.  2)  a,  b,  c  das  DrelfCk  A'B'C,  so 
welche  sich  in  D  schneiden;  die  Gerade  CfD  enthält 
ukt  Cder  c  (Satz  von  Brianchon). 
arcb  A,  B,  C,  a,  b  bestimmten  Pnnktkegelachnltte  c 
so  müssen  die  drei  Schnittpunkte  A"  von  a  und  BC, 
'On  c  und  Aß  auf  einer  Geraden  liegen  (Satz  von 

-j  Schnittpunkt  von  AB  und  CC'  mit£,  so  gilt  wegen 
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und  wegen  der  Projection  aus  B 

CEBC^C'AB^Ä'\ 
also  sind  C'BÄff'  xm^  C'AB'j^'  zwei  projectivische  und  ausserdem  perspec- 
tivisch  liegende  Punktreihen*    Daher  treffen  BJ ,  j^B^  und  B^'jf'  in  einem 
Punkte  C  zusammen,  w,  z.  h.  w. 

Hat  man  daher  den  durch  die  fünf  Punkte  bestimmten  Punktkegel- 
schnitt A^  By  Cy  a^h  auf  einen  Umdrehungskegel  gelegt,  so  ist  auch  c  eine 
Tangente  an  denselben  und  es  befindet  sich  daher  auch  der  durch  die  fünf 
Tangenten  bestimmte  Linienkegelschnitt  a,  6,  c,  A^  B  auf  dem  Kegel,  und 
beide  Corven  fallen  zusammen. 

3.  Für  den  ebenen  Schnitt  eines  Umdrehungskegels  werden  die 
Brennpunktseigenschaften  in  bekannter  Weise  hergeleitet«  Die 
Brennpunkte  lassen  sich  aber  durch  Kreise ,  welche  den  Kegelschnitt  dop- 
pelt berühren,  ersetzen,  wie  dies  Steiner*  gezeigt  hat.  Diese  erweiterten 
Sätze  können  im  Anschluss  an  die  vorhin  gelöste  Aufgabe  und  anders,  als 
CS  Steiner  that,  in  so  einfacher  Weise  hergeleitet  werden,  dass  dies  hier 
geschehen  möge. 

Seien  in  Fig.  3  D  und  E  die  Berührungspunkte  des  Kegelschnittes  und 
des  Kreises  Ar,  H  der  Schnittpunkt  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangenten  in 
D  und  £,  und  treffe  die  durch  den  Mittelpunkt  C  von  k  gehende  Halbirungs- 
linie  HC  des  Winkels  DHE  den  Kreis  in  Ä  und  ^/j,  den  Kegelschnitt  in  A 
und  Ai,  Letztere  Punkte  sind  leicht  zu  constrniren,  denn  beide  krumme 
Linien  sind  perspectivisch  für  den  Collineationsmittelpunkt  H\  DE  ist  dann 
die  Conineationsaxe  und  beide  Curven  liegen  wirklich  in  denselben  Winkeln 
aus  Hy  weil  in  Fig.  2  der  Strahl  HG  beide  Linien  traf.  In  dieser  Figur  kön- 
nen daher  auf  dem  Strahle,  welcher  den  W>>^^®^  AHF  halbirt,  ans  den 
Punkten  A\  jf^  (Fig.  3)  des  Kreises  k  diejenigen  A ,  A^  des  Kegelschnittes 
leicht  gefunden  werden. 

Die  durch  HC  (Fig.  3)  senkrecht  zur  Ebene  des  Kegelschnittes  geführte 
Ebene  werde  in  letztere  um  HC  umgelegt;  in  derselben  befindet  sich  der 
Mittelpunkt  G  der  durch  k  gehenden  Kugel,  welche  diese  Ebene  in  dem 
grössten  Kreise  schneidet,  der  aus  G^  durch  A'  und  /^  gezogen  ist.  Die 
beiden  in  jf  und  A'^  an  diesen  Kreis  gelegten  Tangenten  treffen  sich  in  K\ 
HK  ist  dann  die  in  derselben  grössten  Kreisebene  liegende  Schnittlinie  der 
beiden  Berührungsebenen  der  Kugel  {G)  in  den  Punkten  ^,  Ä^ ,  welche  wir 
vorhin  h  nannten. 

Legt  man  nun  aus  A  an  jenen  grössten  Kreis  eine  der  beiden  möglichen 
Tangenten,  welche  die  HK  in  S  schneidet,  so  bildet  S  die  Spitze  des  Um- 
drehungskegels, dessen  ebener  Schnitt  der  gegebene  Kegelschnitt  ist,  und 
es  berührt  daher  SA^  ebenfalls  den  grössten  Kreis.    Der  Berührungskreis 


*  Grelle,  Journal  f.  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  37  S.  161  flgg.  u.  Bd. 45  S.  ISOflgg. 

J 
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I,  desseo  Ebeae  die  des  EegelscbnitteB  ia  der 
let  den  Kegebcbnitt  in  den  früher  bestimmteu 

!erD  Pankte  6,  der  SG  eine  iweite  berührende 
el,  deren  Berührungskreia  /,  L,  ist,  so  schneide 
bnittes  in  dem  Kreise  A:,  mit  dem  Mittelpunkte 
it  in  den  Punkten  ßt  und  Ei-  derart,  dsss  /,  £, 
reffen. 

:  nun  in  Bezug  auf  die  Kreise  k  und  Ar,  eine 
nacbzaweiseude  Eigenschaft.  Sei  Pein  Punkt 
Projection  auf  die  Ebene  CBS,  sei  /Teine  in 
,  PTf  eine  in  T,  berührende  an  k,,  treffe  die 
'ührnngski'eise  JL,  J,L,  der  beiden  Kugeln  in 

=  P'Q,     PTi  =  P'Q,, 
Tangenten    aus  P  an   dieselbe  _Kugel   sind, 

PT+PT,=OQi- 

erliche  Grösse  ftir  allft  diejenigen  Punkte  P, 

nngskreisen  JL  nnd  J,  Z.,  oder  auf  den  Bogen 

Punkte  auf  DA  E  oder  auf  /),  At  E,  wird 

.00,  oder  PT^PT,  =  QQ,. 

1  Kegelschnitte  selbst  leicht  bestimmt  werden, 

;en  Null  werden  Usst;  so  ist  OQi  gleich  der 

eich  der  aus  D,  an  k.    Daraus  ergiebt  sich  der 

Kegelschnitt  swei  innere*  zweifach 
d  kf,  so  ist  dieSumue  oder  Differenz 
Punkte  des  Kegelschnittes  an  beide 
:ettten  eine  unverftoderlicbe  Grösse, 
te,  für  welche  die  Summe,  nnd  der- 
e  Differenz  gilt,  bilden  die  Beruh 
)  mit  dem  Kegelschnitte, 
igskreis  JL  der  Kugel  and  dos  Kegels  den 
kann  man  die  Schnittlinie  der  Ebenen  beider 
erlihrnngs punkte  nennen,  auf  welcher  nur  die 
les  Kreises  k  mit  dem  Kegelschnitte  imaginär 
lie  Kugel  noch  die  Ebene  des  Kegelschnitts 
s  k  reell;  aber  auch  er  kann  imaginfir  werden. 
le  des  Kegelschnitts,  was  im  Allgemeinen  in 
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'  aiAMA^A^^^^^^^^W^^K/«  , 


zwei  Lagen  möglich  ist,  so  heisBen  die  Berührungspunkte  die  Brenn- 
punkte, welche  als  Orenagestalten  der  Kreise  Ar  von  zweifacher,  ahev  iiüaa« 
ginärer  Berührung  anzusehen  sind.  Der  obige  Satz  gewinnt  dann  die  G^estalt : 

In  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  giebt  es  zwei  Punkte, 
die  Brennpunkte,  mit  der  Eigenschaft,  dass  entweder  die 
Summe  oder  die  Differenz  der  Abstände  eines  Punktes  des 
Kegelschnittes  von  diesen  Punkten  unver&nderlieh  ist. 

Auf  ein  und  demselben  Kegelschnitte  tritt  kein  Wechsel  der  Summe 
und  der  Differenz  ein,  weil  die  zu  den  Berührungspunkteia  zusammengezoge- 
nen Kreise  den  Kegelschnitt  nieht  in  reellen  Punkten  berühren  und  die  Be- 
rührungspunkte die  des  Wechsels  sein  würden. 

Die  Unterscheidung  der  Kegelschnitte  in  Ellipsen,  Hyperbeln  nnd  Pa* 
rabeln  kann  nun  in'  bekannter  Weise  vorgenommen  werden. 

4.  Untersuchen  wir  nun  die  Gesetze ,  nach  welchen  die  Elemente  des 
inneren  den  Kegelschnitt  doppelt  berührenden  Kreises  k  bei  dessen  Be-* 
wegung  ihre  Lage  und  Grösse  ändern.  Dabei  kommt  in  Betracht  der 
Mittelpunkt  C  (Fig.  3) ,  die  Berührungssehne  DE  mit  ihrem  Schnittpunkte  N 
gegen  die  Axe  AA^  und  der  Halbmesser  CD*  Zu  dem  Ende  lassen  wir  den 
Mittelpunkt  G  der  berührenden  Kugel  sich  auf  der  Axe  des  Umdrehung»* 
kegeis  hin  bewegen.  Mit  der  Punktreibe  der  G  iet  offenbar  die  der  0,  die 
der  D  und  die  der  N  ähnlieh ,  so  dass  also  C  und  N  ähnliche  Pnnktreiben 
beschreiben.  Der  Doppelpunkt  beider  ist  ausser  dem  unendlich  fernen 
Punkte  der  Mittelpunkt  M  des  Kegelschnitts  oder  seiner  Axe  AAi*  Diea 
leuchtet  bei  der  Ellipse  von  selbst  ein ,  indem  die  D£  zur  kleinen  Axe  wir^d. 
Im  Allgemeinen  lässt  es  sich  so  nachweisen.  Seien  (7,,  Gq^  J^^  L^^  iV^  die  zu 
derselben  Kugel  gehörigen  Punkte,  und  rücke  Cq  nach  M^  so  dass  MG^JLAAi.^ 
GqJj^JlSJ^  JqL^JlSG^  so  ist  zu  beweisen,  dass  auch  der  Schnittpunkt  N^ 
von  JqZq  mit  AAt  in  M  fällt.  Lässt  man  einen  rechten  Wickel  sich  so 
bewegen,  dass  sein  erster  Schenkel  stets  durch  Gf^  geht  und  sein  Scheitel 
die  Jf^JjQ  beschreibt,  so  bildet  bekanntlich  der  zweite  Schenkel  die  Tangen*^ 
ten  einer  Parabel ,  deren  Scheitel  der  Fusspunkt  der  von  Gq  auf  J^L^  gefäll- 
ten Senkrechten  oder  der  Mittelpunkt  von  JqZq  ist.  Drei  Lagen  der  T^n* 
ten  sind  SJy  SL^  JqLq\  eine  vierte  ist  MA»  Nun  werden  alle  Lagen  einer 
beweglichen  Tangente  einer  Parabel  von  drei  festen  in  demselben  Verhält- 
nisse geschnitten.  Joi^o,  als  eine  Lage  der  beweglichen  Tangente,  schneidet 
die  drei  erstgenannten  festen  in  Jq  ,  L^  und  in  dem  Berührungspunkte  von. 
Jq^o)  d*  1*  ihrem  Mittelpunkte.  Daher  mujBS  auch  auf  der  Tangente  AA^  in 
der  Reihe  der  Schnittpunkte  ^t,  iV^,  A  der  Punkt  Nq  in  der  Mitte  von  A^A 
liegen  oder  mit  M  zusammenfallen ,  w.  z.  b.  w. 

Gehen  nun  die  Punkte  C  und  N  von  dem  Mittelpunkte  M  des  Kegel« 
Schnittes  aus ,  in  welchem  sie  (Fig.  4)  als  C^  und  iV^  zusammenfielen ,  und 
gelangen  die  Berührungspunkte  D  und  E  von  D^  und  Eq  in  den  Scheiteln 
der  Nebenaxe  bis  zu  D^y  E^  in  dem  Scheitel  A  der  Hauptaxe^  ao  findet  hier 


VoD  Dr.  Chk.  Wieneb, 

bnrog  statt,  oder  h  wiid  ittm  KriimmuDgskreise  A, 
Ci  iat  der  KrümmnngsmittalpaDkt  R  dt^aes Scheitels; 
als  C,  nach  dem  Breanpunkte  F^  bo  gelangt  N  als  J^, 
t,  velobe  bekanntlich  die  SefanittliDie  der  Ebene  des 
[Fig.  3)  der  in  den  Kegel  e Inges o bri eb ea en ,  doreb  f 
er  Ebene  des  Kegelschnittes  ist.  Nun  nrass  wegen 
nnktreihab 

MR:MA'^MP:MV 
kannten  Ausdrucke  einHibrt: 

oonenen  Ergebnisse  bestätigt. 
er  Kreise  k  ergeben  sieb  in  Fig.  3  durch  den  Kegel 
liängig  von  beiden  lassen  sich  dieselben  auch  folgen' 
Fig.  8  zeigt,  da&s  mit  der  Benegosg  von  G  and  C 

0  J  oder  L  proportional  ist,  d.  h.  (nach  der  Gleichung 
kxU  3)  dasB  mit  der  vom  UUlelponkte  C  des  k  durch- 
.igefaörige  Veränderung  der  Summe  oder  der  Diffe- 
Pnnkte  des  Kegelecfanittes  an  die  entsprechenden 
['nngenten  proportional  ist.  Bleibt  der  Pqnkt  des 
■  eine  Kreis  k  unbeweglich,  so  ist  daher  auch  die 

der  Tangenle  an  den  anderen  mit  der  tod  C  beschrie- 
ional,  und  die  Länge  der  Tangente  kann  demnach 
ainer  Geraden  dargestellt  werden,  wenn  die  Fuss- 
D  den  aag^häiigen  Punkten  C  liegen. 
EU  verzeichnen,  wählen  wir  in  Fig.  4  als  Festen  Pnnkt 
Scheitel  4,  der  feste  Kreis  kann  unbestimmt  bleiben, 

2Dr  Controle  drei  Lagen  des  beweglichen  Kreises  k 
iB  m  durch  ^g  mit  dem  Halbmesser  MD„  =  b  gexogene 
nSr  sein  kann);  seine  Tangente  aus  4  ist  offenbar 
der  sweite  sei  der  Krlimmange kreis  k,  in  ä,  mit  dem 
Tangente  ans  A  ist  Null;  der  dritte  sei  der  Kreis  mit 
sns  F  gesogen,  seine  Tangente  ist  AF.  Zieht  man 
rdinaten  gleich  Jenen  Tangenten,  nämlich  i/r,=  MF, 
len  die  drei  Punkte  F^,  A,  T,  iibersohUssig  die  Ge- 

die  LXngen  der  Tangenten  angeben,  welche  ans  A 
't  gezogen  werden  können,  deren  Mittelpunkte  die 
rdinaten  bilden.  Dadurch  sind  aber  die  Kreise  k 
Cf  die  Ordinate  C|F,  jener  Geraden  die  Länge  der 
reibt  man  daher  mit  C^F^  als  Halbmesser  ans  A  einen 

1  über  J  Cf  als  Durchmesser,  nnd  schneiden  sich  beide 
durch  Tf  gelegte  Kreis  der  Kreis  k^   Atan  bemerkt, 
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dass  in  R  die  Ordinate  der  Geraden  V^R  ihr  Vorzeichen  ändert,  daher 
wechselt  auch  mit  dem  entsprechenden  Kreise  ki  die  Differenz  der  beiden 
Tangenten  mit  ihrer  Summe.  Bewegt  sich  C  über  F  hinaus  gegen  A  hin,  so 
wird  zunächst  die  Tangente  aus  A  grösser  als  der  Durchmesser  AC  des 
Hilfskreises,  daher  der  Schnittpunkt  T  beider  Kreise  und  auch  k  imaginär, 
während  demungeachtet  die  Länge  der  Tangente  ans  A  an  den  imaginären 
Kreis  die  reelle  construirte  Grösse  beibehält. 

5.  Zuletzt  soll  noch  aus  den  hier  gegebenen  Constructionen  der  Ort 
der  Spitze  S  des  durch  den  gegebenen  Kegelschnitt  gelegten  Umdrehungs- 
kegels bestimmt  werden.  Derselbe  befindet  sich,  wie  wir  schon  gesehen 
haben,  in  einer  durch  die  beiden  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  senkrecht 
zu  seiner  Ebene  gelegten  Ebene.  In  dieser  Ebene  sind  (Fig.  8)  SA  und  SAt  zwei 
Tangenten  des  veränderlichen ,  aber  stets  durch  A'  und  A'i  gehenden  gröss- 
ten  Kugelkreises  mit  den  Berührungspunkten  /  und  Z.  Daher  ist  SJ  =  SL. 
Ferner  sind  A^J  und  AL  für  alle  grössten  Kugelkreise  unveränderlich,  weil 
AAi  die  Potenzlinie  aller  dieser  Kreise  ist.  Daher  liegen  alle  /  auf  dem  am 
^,  mit  dem  Halbmesser  A^J  beschriebenen  Kreise,  und  alle  L  auf  dem  am 
A  mit  AL  beschriebenen.  Wegen  SJ=SL  ist  aber  S  der  Mittelpunkt  eines 
die  um  A^  nudA  beschriebenen  Kreise  berührenden  Kreises.  Der  Ort  dieses 
Mittelpunktes  S  ist  bekanntlich  ein  Kegelschnitt ,  dessen  Brennpunkte  Ai 
nndJ  bilden. 

Durch  die  um  A  und  A^  beschriebenen  Kreise  sind  zwei  KegelschAitte 
bestimmt  als  Orte  des  Mittelpunktes  eines  sie  gleichartig  und  eines  sie*  un- 
gleichartig berührenden  Kreises.  In  unserem  Falle  ist  S  der  Mittelpunkt 
eines  ungleichartig  berührenden  Kreises,  so  lange  der  den  Kegelschnitt 
doppelt  berührende  Kreis  k  in  zwei  reellen  Punkten  D  und  E  berührt,  und 
eines  gleichartig  berührenden  Kreises,  sobald  D  und  i&  imaginär  sind.  Denn 
D  und  E  sind  die  Schnittpunkte  des  Berührungskreises  JL  der  Kugel  und 
des  Kegels  mit  der  Ebene  des  Kegelschnitts.  Sie  sind  daher  reell  oder 
imaginär,  je  nachdem  die  Axe  AAt  von  der  Strecke  JL  oder  erst  von  ihrer 
Verlängerung  getroffen  wird,  oder  je  nachdem  J  und  L  auf  entgegengesetz- 
ter oder  auf  derselben  Seite  von  AA^  liegen.  Zwei  Kreise  A  und  Ai  werden 
aber  von  einem  dritten  Kreise  S  ungleichartig  oder  gleichartig  berührt,  je 
nachdem  die  Berührungspunkte  auf  entgegengesetzter  oder  auf  überein- 
stimmender Seite  der  Mittelpunktslinie  AA^  liegen,  also  in  unserem  Falle, 
je  nachdem  D  und  E  reell  oder  imaginär  sind,  w.  z.  b.  w.  Die  Grenze  beider 
Fälle  wird  gebildet,  wenn  k  zum  Krümmungskreise  in  A  wird ,  wodurch  der 
Kreis  um  A  in  den  Punkt  A  übergeht. 

Die  Scheitel  des  Kegelschnittes,  welcher  den  Ort  von  S  bildet,  findet 
man  auf  der  Geraden  AA^^  indem  man  die  um ^  und  Af  beschriebenen  Kreise 
mit  A  Af  in  vier  Punkten  schneidet.  Die  Scheitel  sind  dann  die  Mitten  zwi- 
schen zweien  jener  Schnittpunkte,  und  zwar,  wenn  die  Berührung  des  Krei- 
ses aus  S  eine  ungleichartige  war,   die  Mitte  der  Endpunkte  der  beiden 


n,  im  andern  Falle  der  uagleicbgericb- 

lie  Scheitel,  wenn  rnttD  den  Kreis  k  su 
>  F  des  Ursprung  liehen  Kegelschnittes 
gehen  dann  dnrcb  F,  and  die  Mitte  eines 
lalbmeaser  —  welche  wegen  des  Imagi- 
ind  E  zn  wfihlen  sind  —  ia  AA,  ist  dann 
beiden  Brennpunkte ;  daher  der  bekannte 
LtesSdes  dnrcb  einen  gegebenen 
drehnngskegels  ist  ein  Kegel- 
kreobt  auf  der  gegebenen  steht 
geht,  nnd  dessen  Scheitel  in  den 
Brennpnnkte  in  den  Scheiteln 
tes  liegen. 
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XIV.-  " 

Ueber  Vormalreihieii  der  rc^lativen  lÜBpenionen  im  #iefat- 
bareti  Spectram  ids  Ofiteritun  der  SSttverlftssigkeit  von 

Messtmgeu  optischei^  Colistaiiten. 

» 

Prof.  LUÖXi^^G  MATl*dtESSEN 
in  Rostocks 


Nach  dem  Vorgange  Cauchy's  ist  von  den  Physikern  in  nenester 
Zeit  eine  Anzahl  der  verschiedensten  theoretischen  und  empirischen  For- 
meln angegeben  worden,  den  Brechungsindex  n  durchsichtiger  Medien  als 
eine  Function  der  äusseren  oder  der  inneren  Wellenlängen  des  Lichtes  dar* 
zustellen,  so  dass  man  bei  der  gegenwärtigen  Verworrenheit  gar  nicht 
weiss,  woran  man  ist.  I^a  sich  die  bis  jetzt  aufgestellten  theoretischen 
Formeln  als  unzulänglich  erwiesen  haben,  eine  genügende  Uebereinstim- 
mung  der  Berechnung  mit  der  Beobachtung  innerhalb  der  Orenzen  der 
Beobachtungsfehler  zu  erzielen,  so  ist  mehrfach  der  Versuch  gemacht  wor- 
den, gute  empirische  Dispersionsformeln  aufzustellen.  Es  möge  hier  auf  die 
äusserst  mühsamen  und  zeitraubenden  Arbeiten  vonMascart,  Ketteier, 
Willibald  Schmidt  und  van  der  Willigen  verwiesen  werden,  von 
denen  eine  grosse  Anzahl  von  Brechungsindices  durchsichtiger  lichtbrechen- 
der Substanzen  in  der  mannichfachsten  Weise  der  Sechnnng  unterzogen  und 
die  concurrirenden  Formeln  auf  die  Uebereinstimmung  ihrer  Resultate  mit 
den  bis  jetzt  vorliegenden  zuverlässigsten  Messungen  geprüft  sind.  Für  den 
Grad  der  Zuverlässigkeit  der  Messungen  fehlt  es  jedoch  noch  an  einem 
sichern  Massstabe,  so  lange  das  Oesetz  der  Erscheinung  gänzlich  un- 
bekannt ist  und  so  lange  nicht  die  Mittelwerthe  vieler  voneinander  un- 
abhängiger Messungen  an  denselben  Substanzen  sich  einer  bestimmten 
Grenze  nähern.  Bei  dem  jetzt  sich  jmmer  mehr  und  mehr  anhäufenden 
Beobachtungsmaterial  ist  die  Kenntniss  des  persönlichen  Fehlers  erwünscht, 
um  den  relativen  Werth  einer  einzelnen  Beobachtung  ermessen  zu  können. 
Ich  werde  weiter  unten  auf  die  mögliche  Lösung  dieser  Frage  zurück- 
kommen. 
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Der  jetsige  Standpunkt  der  Frage  nach  dem  mathematischen  Ansdrack 
des  DispersionsgesetzeR  scheint  nach  den  Mittheilangen  von  Ketteier, 
Schiaidt  und  van  der  Willigen  der  en  sein,  dass  man  im  Allgemeinen 
mit  einigen  unwesentlichen  Abänderungen  an  der  Formel  von  Cauchy 
festhfilty  und  zwar  ans  Rücksichten  der  Bequemlichkeit  ihrer  Anwendung; 
dass  man  also  setzt  nach  C  a  u  c  h  y 

b  c  d 

wo  a,  6y  c,  d  Constanten,  il  die  Wellenlänge  der  Farben  im  dispersionsfreien 
Banme  vorstellen;  oder  allgemeiner. nach  W.  Schmidt 

b  c  d 

wo  X,  y,  z  ganze  Zahlen  sind.    Schmidt  hat  nur  die  drei  ersten  Glieder 
berücksichtigt,  indem  er  für  x  und  y  ganze  positive  Werthe  setzt. 

Es  bat  sich  nan  aus  den  vielfach  wiederholten  Rechnungsversuchen 
ergeben,  dass  mindestens  vier  Constanten  erfordetlieh  sind,  um  eine  U^ber- 
einstimmung  bis  auf  wenige  Einheiten  der  fünften  Deeiniale  bu  erfeMeto. 
Die  Formel  von  Schmidt  enthält  nur  drei  Glieder,  abe^:  f ü n f  Constai^t^n, 
indem  er  durch  vielfache,  an  sieben  Fraunhofer 'sehen  Glassorten  an- 
gestellte Rechnungsv^ranohe  die  £äcponenten  x=s:i^  ytai  findet«  Auch  ich 
habe  diesen  Weg  einzuschlagen  versucht;  er  führt  freilich  erst  durch  lacfg'^ 
wierige  Rechnungen  zum  Ziele.  Das  Ergebniss  gewährt  aber  den  unver- 
kennbaren Vortheil,  dass  man  bei  einer  geringern  Anzahl  von  Gliedern  der 
Reihe  die  Anzahl  der  Constanten  ^  um  m — 1  erhöhen  kann;  d.  h.  die 
Cauchy'sche  Reihe  hat  bei  m  Gliedern  m  bestimmbare  Constanten,  die 

« 

allgemeinere  bei  m  Gliedern  2m  — 1  Constanten.  So  z.B.  ist  nach  Schmidt 
für  das  Fraunhofer'sche  Flintglas  Nr.  23 

.  .«.^«  .   0,0198650  ,  0,Q00616I94 

Unter  Zugrundelegung  der  Angströtn'achen  Wellenlängen  (Pogg.  Ann. 

CXXIII  8.  4S9flgg.  und  Berl.  Ber.  f.  1868  S.  344) 

J  0,00070039  D  0,00058890  G  0,00043072 

B  68668  E  52690  11^         39680 

C  65618  F  48606         J7,         30328. 

Für  destillirtes  Wasser  von  18,5°  C.  finde  ich 

.  =  1,314516 +  ^^^i^^^^^^^ 

unter  Zugrundelegung  der  folgenden  Wellenlängen : 

J  0,00076062         D  0,00058878  G  0,00043077 

B  68661  E  52680         ß^         39674 

C  6560^         f  48597         H^         3938a 

Van  der  Willigen  findet  für  destillirtes  Wasser  von  20,2°  C. 
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n=  1,321506  + 


0,00400858   0,0008047181  .  0,00002606864 


(10»A)»      (10»i)*    •    (10»X)"   ' 

anter  Zugrondelegung  seiner  Wellenmessungen  {Arch.  dumusde  Teyler  /, 

280  —  843^  * 

'  A  0,00076092  D  0,00058084  G  0,00043114 

B  68713  E  52720  H^  39715 

C  65656  F  48610  H^  39387, 

Endlich  findet  Ketteier  für  den  ordinären  Strahl   im  Kalkspath  die 
Wertbe  der  Constanten  seiner  Formel 


a) 


1  =  ^ 


+  B 


1 


r-c"' 


n-  1— */• 

wo  /  die  innere  Wellenlänge  bezeichnet: 

log  k  =  3,6910252  ,    log  B  ==  4,9967761 , 

log  A  =  r,5693677,     log  C"  =  4 ,8070652 . 

Ich  finde  für  denselben  Strahl  und  dieselbe  Beobachtnngsreihe  (Mascart) 
für  das  Spectrnm  in  der  ganzen  Ansdehnang  zwischen  den  Fraunhofer» 
sehen  Linien  ^—/2 


.  -•,       .  0,01266352  .  0.0003706092 
w  =  1,68121  + -TT^^STTiir  + 


(10»A)»%    ^     (I0»A)»%    • 

Zur  Vergleichung  der  Leistungen  beider  Formeln  dient  die  folgende 
Tabelle : 


• 

L 

IL 

in. 

IV. 

lanie. 

Diff. 

DiflF. 

Diff. 

Diff. 

nbeob. 

n  wahrsch. 

n  ber. 

n  ber. 

I  — III 

I  IV. 

II— ni. 

U-IV. 

Werth. 

nach  a). 

nach  b). 

A. 

1,65018 

1,65008 

1,65008 

1,65007 

+  5 

+  6 

0 

+  1 

a. 

1,65162 

— 

1,65164 

1,65164 

-2 

-2 

— 

— 

B, 

1,65206 

1,65301 

1,65299 

1,65299 

-3 

-3 

+  2 

+  2 

C, 

1,65446 

1,65449 

1,65446 

1,65446 

0 

0 

H-8 

+  8 

D. 

1,65846 

1,65847 

1,65844 

1,65846 

+  2 

0 

+  3 

+  1 

E. 

1,66354 

1,66355 

1,66349 

1,66363 

H-5 

H-1 

+  6 

H-2 

b. 

1,66446 

1,66452 

1,66450 

1,66454 

-4 

-8 

+  2 

-2 

F. 

1,66798 

1,66796 

1,66793 

1,66797 

0 

-4 

+  3 

-1 

G, 

1,67620 

1,67618 

1,67620 

1,67622 

0 

-2 

-2 

-4 

ifi. 

1,68330 

1,68330 

1,68330 

1,68330 

0 

0 

0 

0 

L. 

1,68706 

— 

1,68709 

1,68706 

-8 

0 

— 

— 

M. 

1,68966 

— 

1,68965 

1,68966 

H-1 

0 

— 

— 

N. 

1,69441 

— 

1,69438 

1,69441 

H-3 

0 

— 

— 

0. 

1,69955 

— 

1,69952 

1,69955 

+  3 

0 

— 

— 

P. 

1,70276 

— 

1,70280 

1,70283 

-4 

-7 

— 

— 

i 

1,70613 

— 

1,70615 

1,70613 

-2 

0 

— 

1,71155 

-~~ 

1,71152 

1,71159 

+  8 

-4 

— 

— 

Die  Columne  II  enthält  die  Mittel werthe  der  Messungen  von  Rud- 
bergi  Mascart  und  van  der  Willigen.  Die  kleinen  Differenzen  zwi- 
schen den  angenommenen  Wellenlängen  kommen  kaum  in  Betracht.  Auf- 
fallend bleibt  jedoch,  dass  die  Differenzen  zwischen  den  wahrscheinlichen 
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in  einem  gleicben  Sinne  kndern,  obgleich 
der  Abweichen.  Wenn  die  Mittelwerthe 
ile  genaa  sind ,  ho  wird  man  genöthigt 
Laaten  mehr  biazucafügen  mit  BttckBicbt 

relangt  Schmidt  dorch  ein  Reihe  von 
1  dem  Resnltate,  dass  nnter  den  hiBoroi- 
ellenlangen  von  der  Form 


hen  im  Bereiche  der  sechs  ersten  Poten- 
ction  exietire,  welche  die  Brechung  des 
hen  Glasaorten  so  genan  wiedergiebt,  als 
Frannhofer's  es  verlangt  Ffir  diese 
D  h  o  f  e  r  hat  man  allerdings  keine  andere 
Die  Formel,  welche  Schmidt  seinen 
tet 

61-'+ci-<. 

barkeit  anf  die  flbrigen  brechenden  Sub- 
ijenigen,  welche  die  stärkste  oder  die 
ben ,  wie  Phosphor  ond  Cassiaül  einer- 
idererseits,  lässt  sich  hieraus  durchaus 
icben  Methoden  sind,  entweder  den  von 
ta  verfolgen,  oder  das  VeibSltnisa  von  c 
Flintglase  ist  c:b  =  Qfl3,  bei  Crowogias. 
>n  Dispersion  von  Farbe  zn  Farbe  findet 
dritten  Qliede  cX~''.    Wenn  also  mit  Zu- 

fii-'  +  ci-* 

■  stark  wichst  von  Substanz  zn  Substanz, 

Stelle  von  y  =  *  den  Werth  &  treten  zu 

DU,  i^unuBu  iiuigesoiiri..    cur  Orowuglas  nnd  Kalkspath  wXhle  ich  die 

"*'  n  =  o  +  61- '  +  ci- »"/». 

Ss  liegt  nun  anch  der  Gedanke  nahe,  f(ir-alle  Sabatansea  die  dtrecte 
:bnnng  der  ersten  Exponenten  x  und  y  vorznoebmen.  Diese  Arbeit  ist 
h  SuBserst  mUhevol]  and  zeitraabend,  indesa  lohnend,  wie  mir  scbeinl. 
man  jedoch  an  diese  Arbeit  geht,  welche  die  Aoflösung  einer  Anzahl 
Szponentialgleichiingen  in  sich  scbliesst,  hat  man  in  Erwägung  zn 
D,  dasB  die  meisten  der  bis  jetzt  vorliegenden  Measnngen,  insbesondere 
essnngen  der  Brechnngsindices  derjenigen  Substanzen,  deren  partielle 
irsionen  zu  den  extremen  gehtiren,  keineswegs  eine  Zuverlässigkeit  ein- 
«slicb  der  fünften  Decimale  beanspruchen  können.   Zu  den  Schwierig- 
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ketten,  die  Exponenten  tt  nni  ^  mittek  Aoflösnng  von  Ezp(yi;ieBtia]|;leiQfb- 
ang^n  an^i  den  Breefaangsindices  e«  bereclinen,  kommt  noch  der  Cebelstand, 
dads  man  «ach  zu  eomplexen  Waraeln  <gelangen  kann^  wie  dies  b«  B.  bei  den 
BreebuDgsiDdices^Ton  Wasser  vorkommt.  Dies  hat  daaa  entweder  seinen 
Grand  darin,  dass  die  Messungen  von  dem  wahren  Wertbe  noch  su  weit 
abweiobeb,  oder  man  niDss  annehmen,  dass  die  Caachy  *sohe  andjüinliche 
Formeln  mit  Berttokäichtiga^  vion  nur  drei  Gliedern  aof  diese  und  ver- 
wandte brechende  Substanzen  abcrolut  nieht  anwendbar  sind*  Man  hat  sich 
genöthigt  gesehen,  zu  der  C au chy* sehen  Reihe  noch  ein  Glied  xiL'  hinza- 
zufügen ,  wodurch  allerdings  ein  Durchschnittspunkt  der  Curve  mehr,  aber 
eine  bessere  Oonvergenz  für  die  dazwischen  liegenden  Werthe  durchaus 
nieht  überall  erreieht  wird. 

Trotz  der  erwähnten  Uebelstände  habe  ich  mich  dennoch  der  Arbeit 
unterzogen,  eine  Lösung  der  Frage  nach  dieser  Bichtnng  hin  zu  versuchen, 
nämlich  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  niir  bekannten  Beobftchtungsreihexi, 
derjen  Zahl  annähernd  250  beträgt  und  die  sich  auf  die  acht  Farben  A  bis  ^| 
erstrecken ,  eine  angenäherte  Bestimmung  des  Exponenten  y  in  der  drei- 
gliedrigen Function  vorzunehmen.  Dieselbe  enthält  also  fünf  Constantpu« 
Es  zeigt  sich,  dass  diieselbe  sich  stetig  in  uagefähi  folgender  Pr^gregsion 
verändert]'  .    , 

Alann,  Scfawefeis^re  .     ,     .  n 
DestÜlrrtes  Waisser  .... 

Flu^sspath,  Topas  dnd  Quartf 
Kali,  schwache  Salzlösungen 
»  GlycfeWtt    .     .     .     .     .     .     . 

Schwerspath ,  Crownglas   ;     . 
Kalkspath ,  CroWnglas  .     .     . 
Starke  Salzlösungen ,  Alkohol 
Crownglas  Ltr.  M     .  .     . 

Terpentin ,  Steinsalz     .     .     • 
liCichfes  Flintglas    i     .     . 
Sylvln,  schweres  FUritglae    . 
Benzin,  Bromoform  .     .    ..   .  • 

Kreosot,  Flintglas  von  Merz  I 
Schwefelkohlenstotf.  .  .  • 
Pflanzenöle .' 

Cassiaöl ,  Phosphor  .     .     . '    . 

:■'•'•■.•:■-  •  .-  .  ,        .  •  . 

Es. springt  auf  den  ersten  BHek  in  die  Augen,  dass  die  Reihenfolge  der 
bräcbendien  Sabatanzen^  welche  hier  nach  der  zunehmenden  Dispersion  im 
Blan  geordnet  sind,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Fluissspatbs  nahezu  die 
Stufenleiter  der  diathermanen  Körper  betritt.  Wir  werden  dies  ,wjeiter  tinten 
noch  deutlicher  erkennen.  ... 


ff  +  ^A-»  +rX-»Vi«, 
n  +  f^k-^  +rA--*V»., 
H  +  Ok-^  4..cA-»V.i, 
a  +  bk-^  +6»A-»"/", 

a+^bk-^  +rJl-3"/u, 
a  +  bk-^  +0A-3»/.*, 
a  +  ^A--^  +*A-»**/^ 

a  +  bk-^^  +€k-r*, 
a  +  bk"^  +cA-'*V.i, 
rt  +  öA-i  4-rA-'*'/i«, 
a  +  bk-^  +cA-*Vi., 
a  +  bk-^  +ck-^'^^, 
a  +  bk'^  +ck-^. 
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Ausser  der  bis  J€(tM  aogctwau^ten  Prüfnng  der  Measasgen  an  der  For- 
mel giebt  es  noch  ein^n  andern  nnd^.wie  mir  scbein.t,  sichexern  Weg,  die  Zu- 
▼erl&ssigkeit  der  optisch ep.Consti^ten  bj&ajaf  wenige  Sioheiten  der  fünften 
Decimale  zn  prüfen.  Es  lassen  .sich  n,äml]ch  Nprpaireiben  der  relativen 
Dispersionen  berecbnen,  deren  Oenitnigkeit  sich  durch  neue  Messungen 
soweit  herstellen  läisst,  dass  man  mittels  derselb.en  im  Stande  sein  wird, 
aqch  noch  die  sechste  Decimale  d^r  Brechnngsjndices  genau  zd  bestimmen. 
Es  ^eigt  sich  zunächst,  dass  zwar  im  Allgemeinen  mit  der  Grösse^  des  mitt- 
lemi  'Brechnngsindex  nj)  die  Total dispersipn  nß — hb  F9<^^8t  und  mit  dieser 
auch  die  relätiVe  Dispersion  im  Blan,  aüo  n^—nf^  allein  weder  das  Erste, 
noch  das  Letzte  ist  immer  der  F^ill.  So  z.  B.  i^t  di^  T<j>taldispersioh  von 
Alaan  and  Schwefelsäure  grösser  als  die  von  Wässer,  die  relative  Disper- 
sion, im  Blau  dagegen  kleiner.  Die  Total dispersion  von  Quarz  ist  grösser 
als  die  von  Alkohdl,  die  relative  Dispersion  im  Blau  kleiner.  Bei  dem  dop- 
peltbrechenden  Kalkspäth  utad'Arragonit  sind  die  Totaldispersionen  der 
ordinären  und  extraordinären  Strählen  sehr  verschi^deln ,  die  relativen  Dis- 
persionen im  Blau  dagegen  Vollkomnen  gleich.  Dii^^elbe  scheint  für  alle 
doppeltbrechenden  Substanzen  zti  geltet.  Aöderers^fts  ist  bei  Flnssspath 
der  mittlere  Brechungsindex  itp  grösser  alV  liei  Was9ek'\  die  Totaldispersion 
dagegen  viel  kleiner  und  die  relative  Dispersion  im  Blau  grösser. 

Wird  die  Totaldispersion  öinef  brechenden  Substatiz  gleich  der  Einheit 
gesetzt  und  werde'n  die  partielleb  Dispersionen  mit  derselben  verglichen, 
so'^rbiAt  man  die'relatrven  DispersioBevr.  Dieselben  biod  also  nicht 
SU  vetwechseinrart  'dbn  Verhältnissen  der  DispeTsionen  für  zwei 
verschiedene  Substanzen.  Dieise  erhält  man ,  wenn  m(kn  die  partiellen  oder 
totaleii4>i8persionen  einer  Substanz  durch  die  entsprechenden  Dispersionen 
einer  andern  Substanz  dividttf.'  Die  beidien  geriatinten  Zahlenwerthe  stehen 
aber  in  einer  bestimmten  Beäsiebung^neinandet.'  Sind  nämlich  für  zwei 
brechende  Medien  die  Verhältnisse  zweier  entsprechenden  Dispersionen 
gleich  oder,  was  dasselbe  ist,  die  entsprechenden  relativen  Dispersionen 

gleich,  also      („^_„^j  ,.(^„_.„,)«(iya_iV,)  .  (iVjj-iV^), 
so  ist  auch     („^_„^) .  (*«-«!,)  =  (ATA- N^)  :  (JV«-  Nb) , 

(«c  —  «b)  :  («i?'—  «b)  =  {tfb-^  Nb)  «•  (iVj? — Nb)  0.  8.  f. 

(»i-«^)':  {nc-njij  -.(nß-hc) . ; .  =  {fiß-N^)  : iNc-Ns) :  W-Nc) .  •  •• 
Man  Icann  auf  diese  Weise  nun  Normalteihen  der  relativen  Dispersionen 
bilden  nnd  diese  geben  den  besten  Massstab  für  die  Zuverlässigkeit  isoiirter 
Messungen  und  so  zu  sagen  für  den  persönlichen  Fehler  der  Beobachter  ab. 
Die  Aenderungen  dqr  Ijx^dices  Wt  der  Teo^peratur  geschehen  nach  demsel- 
ben Gesetze :  für  ein  un J  dieselbe  Substanz  ist 

^  {nß—nj) :  (n^?— n^)  •  («/)—«£;)  . . . 
and  ist  für  verschiedene  Substanzen        ' 
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("ff— »/■):{nfl— 1*)  = 

CO 

(jiiiB^-^nj)  :  {iinc— 
=  iJNe-JP/J):{dlfc- 
ieseu  Gegenstand  liegen  meh 
lligen  KD  dem  Flintglu  II 
äff,  sowie  von  Listing  an 
gsindices  mit  der  Temperati 
in  sind,  so  ist  hieran  das  Oasi 
istoff  and  Olycerin  sind  die 
n  Substanzen  findet  das  Qese 
sb  van  der  Willigen  ist  in 
bnabme 

beob.: 

^ttjf  — 

Jns        0,00602 
^n«         0,00614 
^nj,         0,00834 
Jng         0,00638 
Jap        0,00854 
jTiß     ,    0,00892 
JtiH        0,OOM5 
;  theilt  in  seiner  Abhandlung 
Pogg.  Ann.  Bd.  137,  S.  478 — 
ces  für  10"  Temperatutabaabi 

Jn^         0,003 

^ttB         0,00S 

dnc         0,003 

JtiD         0,008 

^ng         0,00» 

Jnr        0,003: 

^ne         0,003 

JtiB         0,003: 

letB  wird  femer  bestSttgt  dnr< 

Ikohlenstoff  nnd  Mischnngen 

,Dn.  Bd.  183,  8.  I6ägg.)    Na< 

.  an  Schwefelkohlenstoff 

C 

Jn  =0,00780         ( 

r  gnten  Beobachtungen  von  ' 

(n,— nc);(no— n, 

m  in  der  That  nach  W  U 1 1  n  e 
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nr)  =  l>>035008:0,(»8078 

p)  =  (Rp—nc):{na—np)  =  4 :8. 
1  Alkohol  tind  3,0OC  Scbwefetkohlenetoff 
F  G 

0,00720         O.OOTÖO 
12  SO, 

:  0,02MI8 : 0,018828  =  42 :  27,8. 
und  2,128S0  Schwefelkohlenstoff  ist 


3  0,021610: 0,013704  =  33: 2r. 
ind  1,03111  Schwefelkoblenstoff  ist 
F  G 

0,00678         0,00W0 
,8  12, 

>  0,016268: 0,010253  =  18 :  11,4. 
DgefUhrte  Gesetz  wohl  keinerlei  Zweifel 
ir  Beatimmang  der  Normalreihe  der  rela- 
inten  folgende  Tabelle  gründet  sich  auf 
)es  siehtbaien  Spectrams  an  den  acht 
I  fff    Unter  diesen  260  UessuDgeo  sind 

I  von  Ditscheiner, 

I     „    Tschermack, 

1    „    Qernes, 

I    „    Verdet, 
,  3    „    V.  Obermayr, 

le,  1 '  „    Listing, 

1    „    Enndt, 

8  „    Cyon, 

9  „  CronlleboiB. 
verworfen  werden  aas  Mangel  an  ZaTei- 
OD  der  grossen  Anzahl  werth voller  Reihen 
wnglas  von  Herz  IV-  betreffend.  Indes- 
^hnngsindices  hervor,  dass  in  den  Bericb- 
an  E  und  b  mit  D  and  £  stattgefunden 
1  als  anomal  zwei  Messungen  vouMas- 
9  und  den  extra ordin&ren  Strahl  im  £alk- 
eu  ist  B—A  nad  B,—G  zu  klein,  D—C 
EU  gross.  Anomal  sind  weiter  zwei  Reihen 
in  betreffend;  bei  dem  ersteran  ist  ns  = 


:♦'■•' 
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1,62611  zn  klein,  bei  dem  letzteren  die  Brach ungsindices  von  nj^  an  nnznrer 
lässig  oder  ff^  zn  klein.  Ausserdem  erwiesen  sich  in  mehrfacher  Hinsicht 
als  unzuverlässig  vier  Reihen  von  Dutiron,  zehn  von  Baden-Powell, 
38  von  Gladstone  und  Dale,  sowie  die  Angaben  von  Enndt,  Cyon 
and  CroHllebois.  Die  Messungen  von  Fraunhofer,  Kudberg  nnd 
van  der  Willigen  verdienen  demnach  das  grösste  Vertrauen;  dann  folgen 
die  von  Mascart  und  Stefan;  die  isolirten  Wertbe  unter  den  Messungen 
von  Baden-Powell,  Gladstone  und  Dal  e  haben  bis  jetzt  noch  wenig 
Werth  und  bedürfen  erst  der  Bestätigung.  Die  werthvoUen  Messungen 
Mascart's  im  ultravioletten  Spectrum  konnten  noch  keine  Berücksichti- 
gung finden« 

Tabelle  der  Mittelwertbe  der  relativen  Dispersionen. 


1. 
*2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
26. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 


4 

5 
13 
10 
28 
18 

3 
37 
19 
39 
22 
43 

3 
23 

3 

7 
4 

7 
17 
10 

6 

6 
14 

4 
10 

6 
17 
11 

4 
21 
10 
12 

6 

4 


IT 

0,01675 
0,01426 
0,01348 
0,01352 
0,01570 
0,01690 
0,01720 
0,01656 
0,01620 
0,01727 
0,01835 
0,01974 
0,03029 
0,02096 
0,01832 
0,02067 
0,02302 
0,02654 
0,03034 
0,03252 
0,03543 
0,03747 
0,03879 
0,04099 
0,04035 
0,04162 
0,04174 
0,04182 
0,05644 
0,06442 
0,08473 
0,069-22 
0,07403 
0,07210 
0,10425 
0,12515 


fei 
I 

Öl 


0,4666 

0,4760 

0,4859 

0,4870 

i0,4904 

0,4923 

,0,4936 

0,4947 

llo,4970 

;'0,4999 

,0,5028 

1 0,5050 

1^,5064 

0,5070 

0.6106 

0,5124 

ik),5142 

l|0.5169 

0,5206 

0,5228 

i0,5257 

,0,5277 

.0,.5292 

|0,5316 

0,5336 

0,5371 

'0,5423 

0,5467 

jO,5611 

0,5540 

0.5570 

'O,5608 

0,5676 

0,5707 

'0,6024 

0,6100 


I 


1290 

1194 

1126 

1131 

1114 

1099 

1087 

1085 

1071 

1041 

1010 

998 

967 

981 

950 

937 

925 

905 

890 

881 

87ü 

855 

837 

819 

800 

798 

794 

790 

778 

773 

734 

745 

718 

703 

657 

621 


616 
566 
547 
542 
537 
534 
523 
526 
517 
509 
501 
492 
488 
484 
480 
472 
466 
454 
448 
446 
445 
445 
444 
442 
427 
426 
402 
386 
394 
399 
.386 
387 
376 
370 
346 
348 


1488 
1479 
1417 
1413 
1385 
1370 
1366 
1365 
1361 
1341 
1321 
1316 
1314 
1312 
1306 
1293 
1281 
1261 
1243 
1232 
1226 
1223 
1217 
1208 
1196 
1181 
1161 
1147 
1128 
1117 
1112 
1087 
1057 
1036 
921 
919 


I 


1764 
1750 
1709 
1709 
1707 
1706 
1715 
1704 
1701 
1694 
1687 
1681 
1677 
1677 
1667 
1666 
1664 
1662 
1641 
1629 
1607 
1602 
1591 
1589 
1593 
1596 
1577 
1565 
1640 
1626 
1514 
1510 
1494 
1489 
1362 
13;^8 


I 


1466 
1446 
1467 
1466 
1466 
1466 
1459 
1468 
1451 
1467 
1462 
1469 
1456 
1455 
1441 
1445 
1448 
1463 
1461 
1466 
1464 
1452 
1456 
1446 
1448 
1426 
1437 
1444 
1427 
1417 
1417 
1407 
1396 
1397 
1346 
1295 


fei 

I 

525 


I 


Omppe  der 
bre<fli«ndeii  Bnbstaasoa. 


2549 
2607 
2643 
2650 
2655 
2659 
2668 
2672 
2684 
2698 
2713 
2719 
2714 
2724 
2726 
2737 
2748 
2764 
2776 
2783 
2788 
2792 
2796 
2802 
2817 
2877 
2866 
2860 
2880 
2890 
2870 
2885 
2879 
2894 
2908 
2900 


2117 

2163 

2216 

2221 

2249 

2264 

2268 

22761 

2286| 

2301 

2315 

2333 

2350| 

2349' 

238  li 

2388! 

2395, 

24061 

2431 

2445 

2469 

2485 

2496! 

2514 

2519 

2494 

2556 

2598 

2631 

2650, 

2700 

2724 

279t 

2812r 

3116 

32001 


Alaun,  Schwefelsäure. 

Schwefelsäurehydrat. 

Wasser. 

Schwache  Salzlösungen. 

Topas. 

Quarz,  FlussspaÜh. 

Ordin.  Strahl  im  Quarz. 

Ealilösung. 

Salzlösungen. 

Glvoerin.  ^ 

Scnwerspath,  Crownglas. 

Salzlösungen. 

Ordin.  Strahl  im  Ealkspath. 

Kalkspafh,  Crownglas. 

Alkohol. 

Starke  Salzlösungen. 

Crownglas  Ltr.  M. 

Steinsalz,  Sylvin. 

Terpentin. 

Leichtes  Flintglas. 

Flintglas. 

Schweres  Flintglas. 

Benzin. 

Bromoform. 

Kreosot,  Flintglas  Merz  I. 

Schwefelkohlenstoff. 

Pflanzenöle. 
AnisÖl. 

Cassiaöl,  Phosphor. 


f.  L.  KTATTHieBSEH. 


len  ielBtiv«a  Dispersioaen, 


-B. 

D-C. 

E-D. 

F-E. 

a-F. 

H,-G. 

86 

1616 

1784 

1466 

2533 

2067 

16 

U9S 

1776 

1466 

3566 

3094 

97 

1472 

1765 

1466 

3579 

2121 

79 

1460 

1756 

1466 

3601 

2149 

62 

1428 

1744 

1466 

2622 

2178 

46 

1406 

1733 

1466 

3643 

2207 

8B 

1396 

1727 

1466 

3653 

2222 

30 

1386 

1721 

1464 

3663 

2237 

33 

1374 

1716 

1463 

3673 

2262 

16 

1363 

1709 

1463 

2683 

3267 

06 

1S62 

1703 

1462 

3693 

2288 

Ol 

1342 

1Ö96 

1461 

2702 

2298 

94 

1331 

1890 

1460 

2711 

3314 

SS 

1320 

1683 

1459 

2720 

2330 

82 

1309 

1676 

1468 

2729 

2346 

76 

1299 

1669 

1466 

2737 

3363 

70 

1288 

1662 

1156 

274Ö 

2380 

65 

1278 

1664 

1463 

2753 

2397 

G9 

1268 

1647 

1461 

2761 

2414 

63 

1268 

1639 

U60 

2769 

2431 

47 

1247 

1632 

1449 

3777 

2448 

42 

1237 

1624 

1447 

2784 

3466 

37 

1227 

1616 

1446 

2791 

2484 

33 

1217 

1606 

1443 

3798 

2602 

27 

1207 

1600 

1441 

3805 

3520 

22 

1197 

1692 

1439 

3812 

2538 

17 

1187 

1684 

1487 

2818 

2557 

14 

1177 

1676 

1434 

2824 

2576 

09 

1167 

1567 

1432 

2830 

2696 

06 

1158 

1668 

1439 

3836 

2614 

98 

1139 

1640 

1423 

3847 

2653 

91 

1120 

1622 

1417 

3857 

3693 

84 

1102 

1603 

Uli 

2866 

3737 

77 

1084 

1484 

1405 

2874 

2776 

71 

1067 

1466 

1398 

2880 

3830 

64 

1050 

1446 

1391 

288G 

3864 

59 

1034 

1424 

1388 

2893 

2909 

48 

1003 

1382 

1367 

2898 

3002 

39 

974 

1338 

1349 

2901 

3099 

31 

948 

1292 

1S29 

39(KJ 

3200 

24 

926 

\iiA 

1307 

289Ö 

3306 

die  Mittelwerthe  der  relativen  DiBpersionen 
1  im  BIsd;  Bie  sind  nach  anfsteigeoden  Wer- 

in,  also  nacli  — — ^  geordnet.   In  der  letzten 

Qtanten  der  Substanzen  aufgeführt.  Mit  Zu- 
iverlSssigeten  Reilieo  von  Mittelwertben  ist 
leln  die   nSchstrolgende  Tabelle  berochnet 
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A 
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Tabelle  der  Verhältnisse  der  relativen  Dispersionen 

für  versch-iedene  Substanzen. 


R-F 

H,-F,. 

Bs-A, 

C,-JB, 

n,-c, 

F,-D, 

Fx-E, 

Gi-F, 

H,^a, 

B--A 

C^B- 

D-C 

E-B 

F-E' 

G-F' 

Rr-a 

0,4600 

0,4700 

0,9383 

0,9387 

0,9716 

0,9893 

1,0007 

1,0181 

1,02^0 

0,4700 

0,4800 

0,9358 

0,9414 

0,9701 

0,9881 

1,0000 

1,0167 

#4,0269 

0,4800 

0,4900 

0,9340 

0,9431 

0,9699 

0,9868 

0,9986 

1,0156 

1,0271 

0,4900 

0,5000 

0,9338 

0,9453 

0,9690 

0,9855 

0,9980 

1,0146 

1,0273 

0,5000 

0.6100 

0,9330 

0,9501 

0,9679 

0,9841 

0,9966 

1,0129 

1,0283 

0,5100 

0,5200 

0,9344 

0,9517 

0,9685 

-  0,9820 

0,9959 

1,0117 

1,0288 

0,6200 

0,5300 

0,9376 

0,9536 

0,9674 

0,9811 

0,9952 

1,0105 

1,0292 

0,5300 

0,5400 

0,9442 

0,9683 

0,9671 

0,9794 

0,9937 

1,00^3 
1,0081 

1,0296 

0,5400 

0,5500 

0,9497 

0,9613 

0,9677 

0,9778 

0,9923 

1,0299 

0,6500 

0,5600 

0,9576 

0,9648 

0,9675 

0,9760 

0,9915 

1,0067 

1,0306 

0,5600 

0,5700 

0,9654 

0,9661 

0,9682 

0.9747 

0,9908 

1,0049 

1,0315 

0,5700 

0,5800 

0,9657 

0,9677 

0,9691 

0,9720 

0,9893 

1,0041 

1,0316 

0,6800 

0,5900 

0,9703 

0,9694 

0,9700 

0,9706 

0,9884 

1,0021 

1,0320 

0,5900 

0,6000 

0,9756 

0,9741 

0,9711 

0,9681 

0,9868 

1,0010 

1,0823 

0,6000 

0,6100 

0,9781 

0,9764 

0,9733 

0,9666 

0,9852 

0,9997 

1,0326 

0,6100 

0,6200 

0,9801 

0,9789 

0,9758 

0,9629 

0,9834 

0,9983 

1,0328 

Wir  wollen  an  diese  beiden  wichtigen  Tabellen  einige  knrze  Betrach- 
tungen anknüpfen.  Was  den  Grad  der  Zuverlässigkeit  der  Zahlenwerthe 
anbetri£ft,  so  wird  derselbe  hauptsächlich  durch  die  Anzahl  der  Beobacb^ 
tungen  bestimmt,  aus  welcher  die  Mittelwerthe  in  der  ersten  Tabelle  berech- 
net worden  sind.  Diese  Zsjilen  sind  in  der  ersten  Columne  derselben  Tabelle 
vorangestellt;  sie  beziehen  sich  auf  die  Fraunhofer* sehe  Linie  von  ^  bis 
/Tp  Hiernach  hat  die  Columne  B  —  A  einen  geringeren  Werth  als  die  übri- 
gen; ebenso  sind  die  Horizontalreihen  XXXVII  —  XXXXI  auf  eine  za 
geringe  Zahl  von  Messungen  gestützt;  sie  sind  vorläufig  nur  als  Näherungs- 
werthe  anzusehen.  Aus  den  übrigen  Reihen  aber,  welche  den  relativen 
Dispersionen  im  Blau  von  0,4600  bis  0,5800  entsprechen,  lassen  sich  verschie- 
dene Folgerungen  ziehen. 

Das  Oesetz  der  Aenderungen  der  relativen  Dispersionen  ist  leicht  zu 
übersehen.  Die  Columnen  F-^E  und  G^-F  enthalten  je  ein  Maximum  bei 
0,4775  und  0,6000.  Die  Maxima  der  Columnen  B—J,  C-^By  D-C^  E-^D 
liegen  oberhalb  der  berechneten  Tabelle  und  treten  successive  von  rechts 
nach  links  ein.  Für  die  relativen  Dispersionen  im  Blau ,  welche  den  Werth 
0,6000  übersteigen ,  ist  allein  die  relative  Dispersion  im  Violett  zunehmend, 
während  alle  übrigen  abnehmen.  Dieselbe  Dispersion  J7,  —  G  erreicht 
ihr  Minimum  0,0000  für  fft  —  F^z  0,0000  und  ihr  Maximum  1,0000  für 
^,  — /^=1.  Zwischen  diesen  Grenzen  ist  die  relative  Dispersion  im  Vio- 
lett in  stetem  Wachsthum  begriffen ,  welches  sich  auch  bis  zu  den  ausser- 
sten  Grenzen  des  ultravioletten  Spectrums  hin  fortsetzt.  Unter  den  bis 
jetzt  untersuchten   brechenden  Substanzen   haben  die  Schwefelsäure  und 
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DispersioD  im  altrftTiolstteD  Theile  des 
lerbeit  ans  den  MesEnagen  Mascftrt's 
ilV,  149)  am  Quarz,  kalkEpatb,  Oroim- 
geo  hiervon  10  Reihen  vor,  unter  denen 

im  Kalkspsth  eich  weit  über  die  Linie 
Cadmiumlinie  (25),  deren  Wellenlänge 
lem  BrechuDgaindelt  1,62460.  Nach  den 
ke  haben  die  geringste  Dispersion  im 
Blau  Selen,  die  Silberbaloide,  Maogan- 
ferozydul.  Da  jedoch  mit  der  starken 
ption  verbunden  ist,  so  sind  die  totalen 
aozen  unbekannt.  Die  genannten  Snb- 
rr  Dispersion  der  bUnen  Lichtstrahlen 

Metallen, 
ille  zn  erweisen,  mögen  vier  Messungen 
a  der  Willigen  nnd  Cronllebois 
.  XXIJ,  146)  einer  Prttfnng  unterzogen 


ßi 

ü 

d' 

E^- 

fci' 

a 

la<A- 

ti 

C) 

fcl 

=i 

i 

Ö3" 

acitor. 

4Sfi 

KiM 

UM 

97.1fi 

234S  1  Fr. 

41M1 

1.S11 

167« 

14M 

27.fR 

2334  ;  M. 

1 

im 

IHIk 

ItiWI 

147W 

W7+W 

2332   v.dW. 

n^2 

«2B 

1071 

85« 

UW 

3441  1  Cr. 

! 

ihi 

law 

167» 

1466 

«7a» 

2346 

m  von  Baden-Powell,  Gladstone 
istelluDg: 


ü 

q 

^ 

fci 

^    '1      B.- 

tq" 

Ä 

=i 

Cl 

A 

6h 

2782 

eJ-    .i«b.d>t«. 

Alkohol  .  .  . 

0,0133 

0,4887 

376 

l.-iTB 

1fi7» 

1579 

21061   B.-P. 

0,0189 

0,4892 

Hfi4 

«4K 

1223 

1665 

1588 

26G2 

2230  j!  G1.-D. 

0,01369 

0,6106 

flO« 

4R2 

ISlfi 

1678 

1425 

2725 

Normalreihe 

0,G100 

•61 

416 

1299 

1669 

1458 

2737 

2863 

Aus  Torsteheaden  Vergleichangen  der  Messungen  mit  der  Normalreihe 
leuchtet  bei  dem  ersten  Blick  ein,  dass  wir  die  Angaben  von  Baden-Po- 
well, Gladstone  nnd  Dale,  vor  Allem  aber  auch  die  von  Croulle- 
b  0  i  B  mit  der  grössten  Vorsicht  aufnehmen  mUssen.  Dagegen  gehören  die 
Messungen  von  Fraunhofer,  Rndberg,  Mascart  und  van  der  Wil- 
ligeo  an  den  genasesten  und  werlbvoUsten ,  welche  die  Physik  an  opti- 


338 


tfeber  Normalreilien  der  relatireQ  DUpersio 


scbfln  Coaatanten  besitzt.  Zur  Beuctbeilnng  ihrer  Oeo 
Brecbuogsindices  der  ordentlichen  Strahlen  im  Qnar 
Kalkspatb  dienen.  Die  Abfreichnngen  von  den  Afittelwi 
weise  ihren  Grund  in  den  TetnperaturnDterschieden  des 
haben ,  sie  schwanken  nur  in  einigen  Einheiten  der  fUnl 
den  TemperatninnterBchieden  sind  aber,  wie  oben  na 
ist,  die  relativen  DPspersionen  nnabhSngig, 

Brechnngsindioea 
a)  des  ord.  Strahles  im  Qaarz:         h)  des  ord.  Sin 


IM«. 

Budberg. 

Mascart. 

v.d.WU- 

Ugen. 

Hittal. 

Bndberg. 

Masoa 

A. 

_ 

1,53902 

1,58914 

1,63908 

1,6601 

1,64090 

1,64099 

1,64097 

1,64095 

1,65308 

l,652i 

1,54181 

1,54188 

1,54186 

1,64186 

1,65462 

1,6644 

1,64418 

1,54423 

1,54419 

1,64420 

1,65860 

1,6584 

1,64711 

1,54718 

1,54715 

1,64716 

1,66360 

1,663; 

1,64965 

1,64966 

1,64966 

1,64966 

1.66802 

I,6e7S 

1,55426 

1,56429 

1,65422 

1,55426 

1,67817 

1,«76S 

-ü,. 

1,66817 

1,66816 

1,66811 

1,66816 

1,68330 

1,683J 

H,-F 


Es  sollen  nun  die  relativen  Dispersionen  der  Httl 

werden  mit  den  entsprechenden  Normalreihen.   Eins  AI 

giebt  bei  dem  Qnarz  erst  eine  Abweichnng  der  Indicfls 

bei  dem  Kalkspath  am  drei  Einheiten  der  fünften  Deoir 

QaarE,ord.:    IX-X:         Diff.:         Ksikspatb,  ord. 

0,40SO    0,4937  0,&oe4 

0,1075 

0,1368 
0,1712  - 
0,1463 
0,2078 
0,2200 


B-A 

0,1067 

C~B 

0,0623 

D-G 

0,1306 

E—D 

0,1715 

F—E 

0,1459 

G^F 

0,2688 

B,~-G 

0,2368 

+  12 
+  4 


+  3 
—  4 


0,0967 
0,0488 
0,1314 
0.1677 
0,1456 
0.2714 


+  12. 


Znr  Kenntniss  sämmtlicher  partieller  Dispersionen  eioer  Sabstans 
genügt  es  vollständig,  die  Brechangsindices  fflr  B  nnd  iT,,  ansserdem  aber 
noch  die  von  F  oder  einer  der  anderen  Linien,  bis  znr  fünften  Deeimale 
einschliesslich  genau  zn  messen.  Wenn  such  drei  solche  Beobachtnogen 
genügen,  am  die  Constanten  einer  dreigliedrigen  Canchy'schen  Reihe  zn 
bestimmen,  so  bedarf  es  doch  hierza  noch  der  Kenntniss  der  WellenUngen, 
and  es  reicht  doch  eine  solche  Formel  nicht  ans,  am  mehr  als  drei  oder  vier 
Stellen  genaa  zu  erhalten. 


'Tof.  L.  Matthibsseh.  3t{9 

r&belle  des  Verbältüieses  der  partiellen  und 
iedener  Sabstftnzeii  entworfea,  welche  sich 
BxperimeDUlpbfsib  fiodet.  Man  rergl.  M  U 1  - 
tl;  WflIIner,  Bd.  I,  2.TheiI  586;  Karsten, 
darf  jetzt  dringend  einer  Verbesserung;  ich 
Heinere  oben  berechnete  Tabelle  der  relativen 
B  Snbstaozen  zn  ersetzen,  obgleich  die  vier 
rrection  bedürfen.  Die  Tabelle  von  Fcann- 
)n  Fehler,  welche  en  falseben  Anaichten  über 
ispereionsgesetEea  geführt  haben.  Es  muss 
[emeingiltig  anerkannt  werden,  dass  innerhalb 
10OO — 0,5800  im  Blan  bei  zwei  rerschiedeaen 
a  das  Verhältniss  der  Dispersionen  der  utarker 
grössere  ist.  Fraonhofer 's  Tabelle  enthält 
leobacbtungsfeblerii  berrtibren.  Sie  betreffen 
>nen  zwischen  t'IintgUs  Nr.  3  nnd  Crownglas 
?erpentin.     Nacb  Frannhofer  sind  die  Ver- 

1,&11     I,4M     1,482     IfiH     1,570     1,018 

1,808     1,844     1,783     l,8t3     1,801     1,899. 
VIII  und  XXIV,  XX  und  XXIII  gelten  fol- 

1,442      1,477      1,508      1,541      1,577      1,620 

1,791     1,811     1,831     1,851     1,871     1,897. 

itcbtnng  der  letzten  Tabelle  beweist  deutlich 
bea  ansg esp rochen 6 n  Satzes.  Derselbe  gilt 
lOch  für  die  relativen  Dispersionen  im  Blau, 
;en ,  da  er  für  Phosphor  nnd  Selen  gilt.  Die 
ir 

C-B  D-C  E-D  F~E  G~F  Bi-0 
331  948  1202  1329  2000  3200 
65      189       —        —        —       — 

D-C 

0,199. 

en  Dispersionen   glebt  noch  zn  einer  andern 

[eberblickt  man  die  Reihenfolge  der  brecben- 

u  dieselbe  nach  dem  Grade  der  zunehmenden 
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Dispersion  im  Roth  oder,  was  dasselbe  ist ,  nach  der  abnehmenden  Disper- 
sion im  Blau  ordnet ,  so  enthält  sie  einen  nenen  Beleg  für  das  Princip  voa 
der  Erhaltung  der  Kraft  im  Gebiete  der  Optik.  Die  Reihenfolge  stimmt 
alsdann  nahezu  überein  mit  der  der  diathermanen  und  adiathermanen  Sub> 
stanzen.  Die  am  meisten  diathermanen  Substanzen  haben  die  geringste 
Dispersion  im  Roth,  die  grösste  im  Blau;  die  adiathermanen  die  grösste 
Dispersion  im  Roth,  die  geringste  im  Blau.  Bei  den  letzteren  setzt  sich  das 
Licht  in  thermische  Molecularbewegung,  bei  den  ersteren  in  chemische  oder 
in  elektrische  Molecularbewegung  um.  Eine  merkwürdige  Ausnahme  hier- 
von macht  der  Flussspath,  der  eine  äusserst  geringe  Totaldispersion  (0,01004) 
hat  und  bei  einer  verhältnissmässig  geringen  Dispersion  im  Blau  (0,4026)  an 
Diathermanie  dem  Sjlvin  wenig  nachsteht. 


XV. 

ithmische  FotentiaL 

Von 

CÖTTEBITZSCH, 
er  (a  Freiberg. 


§  1. 

ir  Traniformatijm. 

ftti  mathematiscli-phyeikalischfl  Unter- 
j  Bogeuaanten  orthogonaleD  Coordinaten- 
eb  von  Lam  ö  darch  seine  Lefons  sw  les 
BDScbaft  eingeführt  wurden.  Erlaubten 
>rdinaten  sofort  eine  Reihe  von  ReSDlta- 
ekaoDt  waren ,  aaf  ellipBoidische  Körper 

eben  orthogonalen  Coordinaten  sind  nnn 
tiecben  Untersnchnngen  namentlich  wie- 
Bedeatong,  welche  sich  nicht  bloa  geo- 

denen  aoch  eine  einfache  mechanische 
Erklärung  ankommt.  £s  hat  sich  gezeigt, 

Coordinaten  aßf  von  besonderer  Wich- 
,  etwa  ci,  der  Bedingung 

.^  =  0  =  ^u 
dz*  * 

ing  gegeben,  der  o  genügen  soll,  so  bat 
iidinatensysteme  aßy  zn  finden,  die  der 
päter  eine  angemein  ausgiebige  Quelle 
Et  mag  hier  allein  die  Lösung  der  Form 


J  ^  j  yK=c-ir+ij,-nr+iA-if 
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angegebea  werden,  die  brancfabar  ist  für  jeden  P 
der  Pankle  |i]2  znaammenfSllt,  über  die  sich  die 
Hat  man  o  gefnndea  oder  gewählt,  ao  fiadt 
Coordinaten  ß  und  7  als  die  verSaderlicben  Parai 
dem  System  von  Diffeientialgl  eich  nagen 

.  dßZy    dßdy    dßdy^ 

'  dxdx'^dydy^dzdz 

gewoDDCD  werden. 

Später  wird  aicb  zeigen,  daes  die  Integratiot 
nagen  auf  blosae  Quadraturen  znrfickfUhrbar  ist. 

Weit  schwieriger  wird  die  Aufgabe,  wenn  irj 
dem  Parameter  «  mit  einer  von  vornherein  gegi 
fallen  aoll.  Wir  bebaudeln  im  Folgenden  diea 
zunächst  an,  daaa  die  gegebene  Fläche  eine  Cyli 
auch  gestattet  sei,  alle  anderen  Flächen  mit  dem 
flächen  anzunehmen ,  deren  Azen  der  der  gegeb 

Indem  wir  die  Z-Axe  unsera  gewfihnlichec 
aystems  der  ir,  y,  z  parallel  der  Axe  der  gegeb« 
stellen  wir  die  Gleichang  dieser  gegebenen  Fläob 
8)  /(«,»)  =  0. 

Die  nun  zu  beantwortende  Frage  ist  die'folf 
der  Parameter  eiuer  Scbaar  von  Cylinderflächen 

'  Sa:*      dy' 

und  daaa  durch  stetige  Aenderung  des  Parameter) 
stetig  znaammenhäogenden  Banmea  von  einer  sc 
getroffen  werden  kann,  wie  muss  sodann  die  I 
sein ,  damit  fttr  einen  bestimmten  Werth  a  des  I 
fläche  tt=i<p(x,y)  zuBammenfalle  mit  der  Cylin 
aie  durch  die  Gleichung  8)  gegeben  ist,  und  welch 
Flächenschaaren  ß  =  Const.  und  a=Const.9 

Der  letzte  Theil  der  jetzt  vorliegeoden  Aul 
beantworten.  Kg  ist  nämlich  ohne  Weiteres  klar  n 
die  Gleichungen  2)  verifieirt  werden,  dass  eine  zv 
flächen,  ß^Conxt.,  die  der  Gleichang 

dadß      dc>Sß_ 
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Sbenen,  die  die  beiden  Cy IindetflXcbenBcha&- 
d  ß  seskrecbt  schneidet ,  bIbo  der  wy  ■  Ebene 
die  FlScfaen  y  =  Contt.  betrachten,  die  beiden 
i Systeme  bilden. 
ütmst.    kann  für  die  Folge  nnberUcksichtigt 

ie  Gleichung  a  =  ip[!s,y)  gefunden,  so  einlebt 
haar  ß  =  Comt. ,  wenn  man  setzt 

S)  ist  gleichzeitig  die  Gleichung  5)  erftillt. 
8)  bestehen,  so  muea  ihre  IntegrabilitXtB- 
s  mnss  sein 


8j"    8»W" 


8y"  8»" 

I)  immer  erfüllt  ist ,  wenn  mau  die  Flüchen  a 

bbedingung  erfüllt  ist,  so  erhält  mao  aas  0) 

-/!->-/[&-]'». 

Form  der  DiEFerentiale  dx  nnd  dy  angedeutet 

in  partiell  ansgefUhrt  werden. 

Iien  wir  noch  die  Folgerung,  dass  ß  eindeutig 

nnd  dasB  es  im  Allgemeinen  ebensoTiele  Flä- 

als  es  FIXcbensdiaareD  mit  dem  Parameter  a 

m. 

chst  nur  mit  den  Flächen  mit  dem  Parameter 

len  Namen  Niveanflachen  beilegen. 

§2. 

linuig  der  HiTeanflAohen. 

die  Frage  unberücksichtigt  lassen,  ob  immer 
;  gegebenen  Fläche  /'(a:,y)=0  gefunden  wer- 

ien  Oleichungeu  2)  anf  Toriger  Seite. 
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den  kSunen,  nnd  ob  die  Aufgabe  nur  auf  eine  e 
den  gelflst  werden  kann,  kommt  es  nns  zaoXcbs 
hang  zwischen  den  Fliehen  a^tp^x,»/)  nnd  f[a 

Sollen  die  beiden  Gleicbangen  f{x,!/)=sl 
dieselbe  Niveaafläcbe  bedeuten ,  so  muss  noth^ 
8chwiad,en,  wenn  man  ans  der  Gleichung  a'=q) 
te& ,  etwa  tc,  beieohnet  nnd  ihren  Werth  als  Fni 
einfielst.  Hieraus  folgt  aber  nothwendig,  dasi 
TOD  a  sein  niiiss,  also  auch  allgemein,  dass /(f 
Oesetst,  es  wäre  bekannt,  wie  «  in  f(x,!/)  voii 
identisch  verschwinden,  wenn  man  für  a  sein 
nnd  reducirte  man  die  Qleichnng /(z,^)  =  0  a[ 
Gleichung  a=g>(x,y)  erscheinen. 

Im  gegebenen  Falle  ist  es  nnn  zwar  nicht  I 
tion  fix,}/)  auftritt;  allein  es  ISsst  sich  ohne 
behaupten,  daas  a  in  den  in  f{x,y)  vorkommen« 
halten  sein  muss,  dies  aber  einrach  aus  dem  Gr 
der  CylinderflScbe  f(x,y)=iO  denselben  Werth 

Denken  wir  uns  also  in  der  Folge  a  impl 
f{x,y)  vorbanden, .80  ist  die  Gleichung /'(d;,^): 
der  Gleichung  a=<p{x,y). 

Es  muss  daher  auch  erlaubt  sein ,  die  ein 
von  f  nach  x  und  y  tlir  sieb  identisch  der  Nul 
sugleieb  noch  bedenkt,  dass  eine  partielle  Aenc 
auch  eiue  Aenderung  von  a  zur  Folge  bat. 

£s  gelten  also  die  Gleichnngen 


1) 

»/■ 

i.«? 

la_ 

„    ''fj.  "1 

du' 

^r. 

d^  — 

"•  Vy+r, 

und  dirsb 

Dochmalige 

partielle  DiffereDtatiou 

S+' 

8«8e 

;^ 

s©'+ 

2) 

0-: 

dxda 

If- 

s(:-:)"+ 

Zugleich  bedeuten  in  deu  Gleichnngen  1)  nnd  : 
tionen  nach  «  Differentiationen  nach  den  Consl 
abh&ngig  sind. 

Mnltiplicirt  man  die  Gleichnngen  2)  mit 
achtet  die  4),  $1,  nnd  die  Gleichungen  l),  so  e: 


m'^my 


f 


^dy'  —  da  df 

da 
Dieae  Oleichnag  3)  ist  es  nno ,  die  nos  über  die  Natar  der  Niveaaflacfaen 
Auf  ItlSrnng  rerschaffen  soll. 

Gesetct  mac  hätte  Ornnd,  za  vermutben,  dass  nnr  eine  einsige  Oon- 
slantfl  3i  von  allen  denen,  die  in  f{x,y)  vorkommen,  eine  Function  von  «  sei, 
dann  kann  man  die  Gleichnng  f(x,j/)  =  0  anf  diese  Oonstante  l  rednciren 
und  etwa  Bebreiben  ^(:i;,y)— 1^0,  wo  nun  die  Function  yl>{x,y)  «  selbst 
nicht  mebr  enthält.    Dann  aber  wird  fUr  den  jetsigen  Fall  ans  3) 


HQlhm]l{-i) 


Diese  Gleichung  4)  enthält  das  Criterism  fiber  die  Statthaftigkeit  der 
Vermnthnng,  daas  die  in  f{x,t/)  Torkomraenda  Constante  l  allein  eine  Func- 
tion von  a  sei;  soll  nämlich  dies  der  Fall  sein,  so  mass  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  4)  frei  von  a  und  y  sein,  weil  es  anch  die  linke  isL  Da  aber 
gleichzeitig  noch  die  Gleichung  i/i («,!/}  — 1  =  0  gilt,  so  wird  nur  gefordert, 
dtss  mit  Hilfe  dieser  einen  Gleichung  die  rechte  Seite  von  4)  von  x  und  y 
gleichseitig  befreit  werden  kSnne. 

Ist  dies  Letztere  wirklich  der  Fall,  kann  also  die  rechte  Seite  anf  eine 
von  0  und  y  freie  Function  von  il  mit  Hilfe  von  /'(tc,y)=:0  reducirt  werden, 
die  wir  gleich  x{i,)  setzen,  so  ergiebt  die  4) 


©• 


Diese  gewöhnliche  Differentialgleichung  kann  leicht  integn'rt  werden,  wenn 
min  a  als  abhängige,  k  als  unabhängige  Variable  einführt*,  so  dass 


*  Die  bierio  liegende  Umkebmng  des  Problems  wird  noch  vielfach  wieder- 
[ehren  und  erinnert  an  das  Auftreten  der  Zeit  in  mecbaniscben  Aargaben, 


r 


*■ 

;«■- 


i^l 


fe«j^- 


iä 


ir  ■ 

'■•.V 

F 

t  • 

t 

» ■ 


f. 


346 


üeber  das  logarithmische  Potential« 


8^K 


1 

1 

1 
1-  ■ 

Es  ergiebt  sich  nämlich  hiermit  ans  5) 

0*« 

i 

(i^y 


öivaA/' 


Hieraus  folgt  darch  Integration,  wenn  Jt  die  Integrationsconstante    be- 
zeichnet ; 


; 


rI=^'-/''W'^^ 


oder,  wenn  wir  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergehen  und  e^'=  A 

setzen : 

da 


dX 


^Ae'fxi^)^K 


Eine  nochmalige  Integration  der  vorigen  Gleichung  ergiebt,  wenn  B  die 
neue  Integrationsconstante  bezeichnet: 


ö) 


«  =  Aie-fxi^)  ^^dX  +  B. 


Ist  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  6)  a  als  Fanction  von  iL  gefunden ,  sa  kann 
man  nun  auch  umgekehrt  daraus  X  als  Function  von  a  berechnen.  Die  Sub* 
stitution  in  die  Gleichung  ^{x,y) — X=0  lässt  nun  aber  auch  die  Umgestal- 
tung dieser  Gleichung' kuf  die  Form  €C=g>{x^y)  zu.  Hat  man  somit  o  gefun- 
den, so  ergiebt  7),  $1,  das  zugehörige  /},  und  die  ganze  gestellte  Aufgabe 
ist  gelöst. 

Dieser  eben  erläuterte  Gang  der  Rechnung  kann  nun  aber  weiter  auch 
dazu  verwendet  werden,  dass  man  untersucht,  ob  etwa  nur  eine  der  in 
f{x^y)  vorkommenden  Constanten  eine  Function  von  a  allein  sein  kann,  denn 
reducirt  man  die  Gleichung  f{x^y)  =  0  der  Reihe  nach  auf  jede  einzelne  der 
in  ihr  vorkommenden  Constanten,  so  wird  man,  wenn  die  gestellte  Frage  zu 
bejahen  ist,  auf  eine  Form  gelangen,  für  welche  die  eben  angeführte  Rech- 
nung durchführbar  ist. 

Ebenso  bleibt  die  eben  besprochene  Rechnung  noch  anwendbar,  wenn 
a  in  mehr  als  einer  der  in  f{Xyy)  vorkommenden  Constanten  implicite  ent- 
halten ist,  wenh  nur  alsdann  jede  dieser  Constanten  auf  die  Form  X.(i  ge- 
bracht  werden  kann,  wo  X  eine  Function  von  a  ist,  die  allen  betrachteten 
Constanten  als  Factor  gemeinsam  ist,  während  f»  unabhängig  von  a  und  ffir 
die  einzelnen  betrachteten  Constanten  verschieden  ist. 

Diese  Rechnungen  werden  aber  bei  nur  einigermassen  com'plicirten 
Formen  der  gegebenen  Gleichung  /'(a;,y)=3  0  von  abseheulicher  Langweilig* 


,  KSttebitzsoh. 

r  DiscQBsion  der  allgemeinen  G 

lie  3)  erhalten  bann,  enteteht 
dkdnreh,  dass  wir  annehmeD,  da88die'C<>nstaDteniii/(2,y)  Fanctioi 
■ndern  Coastanten  X  sind  und  daas  il  erat  wiedernm  eine  Function  ' 
Plhren  wir  diese  Annahme  in  3)  ein  nnd  führen  wir  zugleich  die  vi 
Differenti&tionea  ans,  ao  entsteht 

8V    äY 
Wi)  w 

Ans  dieeer  Gleiclmng  ziehen  wir  . 


nm^im 


Die  linfce  Seile  dieser  Qleichnng  ist  offenbar  constant  nach  9  nn 
leichnen  wir  sie  also  lcui%  mit  fi,  so  entsteht 


1) 


dkdd\dJ'^\d!,)i    dMdx)  '^\dy)  j 


Diese  Qleichnhg  1)  ist  es  nnn,  welche  ans  Über  die  Natur  der  gi 
Gleichnng  /'(iK,t/)^0  als  NiveanflSchengleichnng  Änfscblnss  zu  g 

Diese  Gleichung  l)  mnse  nämlich,  der  Art  ihrer  Herleitun 
eine  Identität  sein  oder,  weil  gleichzeitig  anob  die  Oleichnng  /'< 
gilt,  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  zu  einer  Identititt  gemacht  werdei 

Denken  wir  uns  also  mit  Hilfe  der  Gleichnng  /(«,ir)  =  0  eini 
ordinaten  x  oder  y,  etwa  x,  als  Fnnetion  der  anderes  dargestellt  i 
Werth  in  l)  snbstitnirt,  so  muss  alsdann  die  linke  Seite  von  l)  iden 
Khwinden ,  welchen  Werth  anch  die  andere  Coordioate  haben  ni6 
es  mSssen  die  Coefficienten  gleicher  rorkommender  Potenzen  ( 
solche  rednoirbare  Fanctionen)  von  j/  verschwinden. 

Ein  einfacher  Ueberblick  der  mfigUchen  hierbei  auftretenden 
'>sgsgl Eichungen  und  der  Anzahl  der  vorhandenen  Unbekannten, 
der  unbekannten  Derivirten  der  Constanten  in  f(x,j/)=(i  nach  il  eil 
L 
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lieh  der  Unbekannten  n  lobrt  nun  obne  Weiteres, 
anbeten  können: 

a)  Es  ist  nicht  mSglich,  der  Oleichnng  1)  zu  gei 

b)  es  ist  nnr  auf  eine  Art  möglieb,  der  Oleich 

c)  es  ist  mSglich ,  auf  mehrfache  Weise  die  I)  ei 
Der  Fall  a)  steht  den  beiden  anderen  b)  nnd  c 

stebt  die  Frage,  wie  er  ermfiglicbt  werde,  trotsden 
ganz  allgemeine  Qütigkeit  sn  haben  scheint.  D 
erkIKren ,  haben  wir  an  bedenken ,  dass  die  Fläche 
geben  ist,  dadurch  entstand,  daes  man  Über  a  ganc 
ihm  2.  B.  auch  einen  rein  nnmerischeu  Werth  bail 
einen  Werth,  der  mit  den  sonst  in  f{x,y)  vorkommi 
gen  Constanten  in  nahem  ZuBammenbange  steht.  } 
dadurch  die  allgemeine  Form  der  NiveanflHcbeng 
werden  kann.  Hiernach  wird  man  an  die  analoge  X 
hei  der  Integration  von  Differentialgleichungen  als 
bezeichnet  wird.  Deswegen  wollen  wir  anch  f< 
Niveauflfichengleichangen  in  die  beiden  Gruppen  ei 
gnlSre  NiTeauflSchengleichnngeti  nnd  ■ 
flSchengleichuDgen,  je  nachdem  sie  dem  F 
beiden  FSlle  b)  und  c)  entsprechen. 

9a  flbrigene  in  jeder  gegebenen  NiTeauflXcl 
«  einen  bestimmten  Werth  a  angenommen  bat,  : 
Lüs&ng  des  vorgelegten  Problems  für  singnUre  N 
ungleich  anch  die  LSsnng  des  Problems  fUr  allgemei 
nngen  mit  enthalten. 

Die  genanere  Unterscheidsng  der  Fülle  b)  nn 
ung  Über  deren  weitere  Bedeutung  soll  erst  da  voi 
wir  Ton  den  singnlären  NiveanflHcheDgleichungen  t 


§3. 
Beiipiele  tu  den  im  vorigsn  Pangrapken  vaX 

Es  wird  Torauesichtlich  die  Deutlichkeit  di« 
atUtBen ,  wenn  wir  jetat  zu  den  eintelnen  im  vorif 
schiedenen  FUten  Beispiele  folgen  lassen. 

Ein  einfaches  Beispiel  zu  dem  in  den  Olelcbi 
vorigen  Paragraphen  bahandelten  Falle  ist 

♦  (.,y)  -  J  =  [(!-«)■  + (,-»)■]- 
Die  gegebene  Nireanfläche  ist  also  ein  Cylinder  mi 
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Wir  erhalten 


=  4mU   "■    ; 
3^+9p  =  4«(«-l)[(<r-a)»+(y-6)1»-M«»'-«)*+2«[(«-a)«+(ä,-*)']— «, 

+  4«  (m-1)  [(ar-«)«  +  (y-ft)«]— »(y-6)»+2m[(«-a)«+ (»-6)T»-' 
=  4»i(m— l)[(a!— fl)»+(y— 6)']"«-»  +  4m  [(«— «)»+(y-6)«]"«-i, 

=  4«»  [(«-  «)« +  (y-6)']"-», 

■-1 
=  4«*4  "  . 

« 

Für  die  Gleichang  4),  S  2,  erscheint  also  jetzt 


folglich  erhält  man  nach  6),  S  2 


•=-'/' 


-/?* 


Ans  der  hierdurch  gefnn  denen  Relation  zwischen  a  und  X: 
ergiebt  sich  weiter 


X  =  e  ^  . 
Die  gegebene  Niveanflächengleichnng  Iftsst  sich  also  schreiben  in  der  Form 

und  giebt,  wenn  diese  Oleicbang  anf  a  oder  a^B  redncirt  wird,  die  ge- 
wünschte Transformation  als 

«-  F  =  J/{(«-a)«  +  (y-6)«}"• 
0€Ier  aneh|  wenn  man 

Atnessp^     B  s=s  Afn,lg 

BOtzt* 

Eine  der  beiden  Constanten  p  oder  q  bestimmt  sich  darch  die  Beding- 
nng,  dass  a  fttr  die  gegebene  Niveanfläche  den  individuellen  Werth  a 
haben  soll. 

Ein  einfaches  Beispiel  ftlr  den  Fall  a)^  S.  848,  ist  das  der  parabolischen 
Cylinderfläche  als  gegebene  Niveaufläche.  Ist  nämlich  im  jetzigen  Falle 
für  die  Gleichung  f{xjy)esO  gegeben 

y*-.2pa;  =  0, 
so  giebt  die  Gleichung  8),  S  2 

ZdlMlixift  f.  MathtmaUk  u.  Physik,  XX,  5.  24 
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—  da  dp  ' 

a« 

eine  Gleichung ,  der  offenbar  nicht  identisch  genügt  werden  kann.    Nimmt 
man  aber  die  gegebene  Oleichnng  an  in  der  Form 

P 
nnd  denkt  man  sich  p  nnd  q  gleichzeitig  als  Functionen  von  a,  so  erhftlt 
man  mr8),S2 

4?-  +  4 


p^da'^dct 

Dieser  Gleichung  genügt  man  abf  r,  wenn  man  setst 

dq      ^dp 
da^      da' 
wodurch  aus  der  vorigen  Gleichung  entsteht 

p  ^^\wL/  2/>  a«      da\da/ 

Hieraus  folgt  durch  Integration,  wenn  A  die  Integrationsconstante  be- 
zeichnet: _       g«  Qf, 

IAt/v^^It^   oder  auch   AVp=i^. 
^  da  'da 

Eine  nochmalige  Integration  ergiebt,  wenn  B  die  neue  Integrationscon- 
stante bezeichnet: 

2     -  * 

a^-Vp-^-B. 

Hieraus  folgt 

Aus  der  obigen  Gleichung  ö~=""  j"  ergiebt  sich  weiter,  wenn  m  die 
Integrationsconstante  bezeichnet : 

folglich,  wenn  man  den  für  p  gefundenen  Werth  einsetzt: 

Die  Integrationsconstante  m  bestimmt  sich  im  jetzigen  Falle  aus  der  Be- 
dingung, dass  q  verschwinden  muss,  wenn  a  den  Werth  a'  erlangt;  folg- 
lich ist 
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Die  gegebene  NiveanflSchengleichnng  geht  nnn  über  in 

Eis  ist  beqnem,  B=»0  zu  setzen,  da  man  die  Constante  B  mit  in  die  indiTi- 
dnellen  Werthe  des  Parameters  a  hineinrechnen  kann ,  wodurch  entsteht 

Die  Constante  —  bestimmen  wir  endlich  noch  durch  die  Bedingung, 

dass  für  ae=a  die  gegebene  Niveaufläche  y*— 2pa;  =  0  erscheint,  folglich 
ist  aus  dem  obigen  Werthe  von  p 

^     ,^     ^      p 

und  die  Schaar  der  im  jetzigen  Falle  gesuchten  Niveauflächen  hat  die 
Gleichung  »       f  d  1 

Hieraus  findet  man  endlich  die  gewünschte  Transformation ,  wenn  man  auf 
«  reducirt.  Gestatten  wir  dem  o  nur  reelle  Werthe  anzunehmen ,  so  zeigt 
die  vorstehende  Gleichung,  dass  ck*  enthalten  sein  muss  zwischen  den 
Grenien  «'»<«»  ^  +  00, 

indem  für  a=a'  die  gegebene  Cylinderfläche  entsteht,  welche  von  unserer 
F-Aze  in  der  Scheitelseite  bertlhrt  wird;  wächst  der  Werth  von  er,  so 
erweitert  sich  die  Cylinderfläche  und  gleichzeitig  rückt  die  Scheitelseite 
nach  der  negativen  Seite  der  l'-Aze  fort,  bis  für  o'ss-f'^  clie  Cylinder- 
fläche  in  eine  Ebene  übergeht,  die  in  unendlicher  Entfernung  die  negative 
Seite  der  ^- Axe  senkrecht  trifit.  Will  man  also  durch  jeden  Baumpunkt 
eine  der  gefundenen  Niveaufiächen  legen  können ,  so  muss  u  gleich  Null 

sein ,  wodurch  gleichzeitig  -^^  in  eine  Constante  =s  c  übergeht ,  so  dass  als 

allgemeinste  Niveauflächengleichung  im  jetzigen  Falle  erscheint 

Für  den  Fall  h)^  S.  S48,  ist  die  Cylinderfläche  mit  elliptischem  oder  mit 
hyperbolischem  Querschnitt  ein  Beispiel.  Ist  nämlich  die  Gleichung  der 
gegebenen  Niveaufläche 

-  +  ^-1=0,    a^6>0, 

CL  0 

SO  ergiebt  die  Gleichung  8) ,  S  2 

1  +  1  =  -?.  o*      V 


ab       da      a?  da      f^  db  ' 

a*  da     b^  da 

Dieser  Gleichung  wird  genügt,  wenn 

24 
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r-^^  ^«^s^j^\yv^^^s^^^^^^^ 


also   nach    ausgeführter   Integration,    wenn   m  die  Integrationsconstante 
bezeichnet,  wenn 

wo  m,  wegen  a  >6,  einen  positiven  Werth  bezeichnen  mnss;  damit  geht 
aber  die  vorige  Gleichung  über  in 


oder  in 


1 =  _2— I  da  I 

a      a-m  da\j-J 

4(i+_i_)|f=A(,|fY 

'\ö       a  —  m/ da     da\  da/ 


Hieraus  folgt  durch  Integration,  wenn  JT  die  Integrationsconstante  be- 
zeichnet : 

Ist  ferner  e^ss  A ,  so  ergiebt  sich  beim  Uebergange  von  den  Logarith- 
men zu  den  Zahlen 

Eine  nochmalige  Integration  ergiebt,  wenn  B  die  neue  Integrationscon* 
staute  bezeichnet: 

Hieraus  folgt  nun 

Setzt  man  diese  Darstellungen  von  a  und  b  in  die  gegebene  Niveauflächen- 
gleichung  ein  und  reducirt  tfodann  auf  ix,  so  erhält  man  die  gesuchte  Trans- 
formation. 

Wir  können  auch  im  jetzigen  Falle  die  Integrationsconstante  B  mit  in 
den  Werth  von  a  einrechnen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  Be=o 
setzen»   Machen  wir  dabei  zugleich 

m 

SO  entsteht  «-„  =  4(.^«  +  „.^^.), 

Gestatten  wir  im  jetzigen  Falle  dem  a  den  ganzen  reellen  Werthbereich 
von  einem  gewissen  positiven  Werthe  c  an  bis  -{-  '3d  ,  und  setzen  noch ,  wie 
ebenfalls  erlaubt  ist,  ^4=1,  so  ist  es  auch  jetzt  möglich,  durch  jeden  Sattm- 


_K^ m^i 
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pankt  eine  Cylinderfläche  der  eben  gefundenen  Art  zu  legen.  Alle  gefan- 
denen  Cjlinderflächen  sind  aber,  weil  a — b=>2n^  also  constant  sich  ergiebt, 
solche  mit  confocalem  elliptischem  Querschnitt.  Wird  a  =  <x>,  so  geht  der 
eniptische  Querschnitt  in  einen  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius  über, 
und  der  elliptische  Querschnitt  zieht  sich  bis  auf  die  Verbindungsgerade 
der  beiden  festen  Brennpunkte  zusammen,  wenn  die  Halbaze  bs=sO  wird, 
d.  h.  wenn 

also  wenn  «  den  Werth  erhält 

tt  =  /n  =  £. 

Die  allgemeine,  für  den  jetzigen  Fall  gefundene  Niveauflächengleichung 
lautet  also  .  . 

Reducirt  man  diese  Gleichung  auf  a,  so  ist  damit  die  gewünschte  Transfor- 
mation erlangt 

Es  mögen  nun  hier  noch  kurz  die  Resultate  erwähnt  werden ,  die  man 
erlangt,  wenn  man  die  ursprünglich  gegebene  Niveaufläche  mit  hyperboli- 
sehem  Querschnitt  annimmt ,  ihr  also  die  Gleichung  giebt 

4.-1  =  0,     a>b. 

ab  = 

Man  erfiälty  ganz  ähnlich  wie  im  vorigen  Falle: 

22a         ■?'"^1«" 


«•  da^b*  da 

da     _a6 

da^      da' 
b  =1—  ö+m, 

wenn  m  auch  jetzt  wieder  eine  Integrationsconstante  bezeichnet; 


wenn  J  and  B  such  jetzt  wiederam  Integrationsoonstanten  beseichnen.   Es 
folgt  weiter 

a  - 1  =  i  (e^i'-B)  +  ^  e-  ^("-«) , 

tn 
Setzt  man  auch  hier  ^=0,  4=^1^  '^  =  ^9  ^^  entsteht 
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•  ^••••^•^^y  •./■>•  ^^.r%^^^-^^ 


Aach  jetzt  können  wir  dnrch  jeden  Ranmpnnkt  eine  der  Niveauflächen 
legen,  wenn  wir  dem  a  alle  reellen  Werthe  von  In  bis  +(x>  zu  darchlaafen 
gestatten.  Die  Querschnitte  unserer  jetzigen  Niveauflächen  sind  wegen 
a  +  6  s=  2n  confocale  Hyperbeln ,  die  für  a  =  oo  in  Hyperbeln  mit  unendlich 
grossen  Halbaxen,  für  0=0  in  das  Azenkreuz  der  X-  und  F-Axe  übergehen. 

Die  allgemeine  Niveauflächengleichung  ist  also  im  jetzigen  Falle 

n+l(e«+n««-«)""n-4(6«+n«e-«)'^^' 

Beducirt  man  diese  Gleichung  auf  «,  so  hat  man  damit  die  gewünschte 
Transformation  erlangt. 

£in  Beispiel  endlich  zu  dem  Falle  c)^  S.  348,  bilden  die  cylindrischen 
Niveauflächen,  deren  Querschnitt  eine  Cassini'sche  Linie  ist.  Es  besitst 
also  die  gegebene  Niveaufläche  die  Gleichung 

Deuten  wir  die  Differentiationen  nach  dem  noch  unbestimmt  gelassenen 
Parameter  il  einfach  durch  (^  an ,  so  haben  wir,  um  die  Gleichung  I) ,  $  2, 
zu  verwenden : 

=  8(««+y»)  \2m{x*-y')  +  mm'] , 

=  4(««+»*)  [A{a*+y'Y  +  4m(a^-y^  +  m% 

Die  Gleichang  I),  S  2,  giebt  also  für  den  jetzigen  Fall 
[«'(««-y«)  +  «T  8(a:'+/)  [2 m'(a«-y')  +»,«'] 
- [«"{«•-»«)  +  n"]  4(a:'+y')  [4  {x>+y*Y  +  4m(««-y')  +  m']      (  ^ 
-  [m'  (a^-  y«)  +  nj  18  («B«  +  y»)  ^  -  "• 

- fi  [m'(a^-y»)  +  nl  4 (a!«+y')  [4(«»+»»)«  +  4m(a!»-y»)  +  m«J 

Diese  Gleichung  soll  nun  identisch  für  jedes  x  und  y  gelten,  das  zugleich 
auch  der  Gleichung      /.,««,      /_«      «  , 

genügt.  Da  also  hiernach  a^+y^  nicht  verschwindet,  so  können  wir  diesen 
gemeinschaftlichen  Factor  der  linken  Seite  der  vorigen  Gleichung  ohne 
Weiteres  weglassen,  ebenso  wie  den  gemeinschaftlichen  Factor  4. 
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Da  sich  ferner  aas  der  gegebenen  Niveanflächengleichnng 

4  (iP*+y')'  +  4m  (»»— y*)  +  m«  =  m*—  4n 

erg;iebt,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

S  KCÄ'-y»)  +  n  ]  [2m'(a;*-y«)  +  m m']  -  K(a:«--y«)  +  «"] (m»-4n))  _ 
-  4  [m' (.T«-y*)  +  n7 -  |i*  [m\a?^f)  +  »'J (m»-4w)  (  " ^' 

Diese  Oleichnng  zeigt  das  Eigenthümliohe ,  dass  in  ihr  x  und  y  nur  noch 
▼orkommt  in  der  Verknüpfung  (a:*— ^).  Soll  sie,  wie  verlangt  wird,  iden- 
tiaeh  in  Bezug  auf  x  und  y  gelten ,  so  ist  Im  vorliegenden  Falle  nur  nöthig, 
dass  die  Coefficienten  der  einzelnen  sich  herausstellenden  Potenzen  von 
(a:* — ^  verschwinden«  Denn  wenn  auch  x  und  y  noch  durch  die  gegebene 
Gleichung  f(x,y)s=0  aneinander  gebunden  sind,  so  ist  doch  soviel  sicher, 
dass  die  eben  gefundene  Gleichung  bestehen  muss,  wenn  {(^*^y*)  con- 
tinnirlicfa  eine  gewisse,  zwischen  endlich  entfernten  Grenzen  gelegene 
Wefthreihe  durchläuft,  was  eben  die  Annullirung  der  ebengenannten  Co- 
efficienten zur  Folge  hat«  Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  also  eine  weitere 
Blimination  einer  der  beiden  Coordinaten  x  oder  y  mit  Hilfe  der  gegebenen 
Oleichung  /*(^,y)e=aO  nicht  erst  vorzunehmen.  Zur  Bestimmung  der  Uli- 
bekannten n'j  tn'y  fi,  n ',  m"  erhalten  wir  daher,  da  noch  dazu  der  Coefficient 
von  {^^^y  identisch  verschwindet,  nur  die  beiden  Gleiehungeti 

2mm'*  —  m"(tnF — 4«)  —  4m'n'^  |»m'(m*— 4n)  axaO, 
2mmV—  n"{in*'-'  4n)  —  4n'*  —  ^n'(m»— 4«)  =  0. 

Diese  Gleichungen  aber  können  in  folgender  Weise  erfüllt  werden,  nämlich 
indem  man  setzt 

1)  m'saO,     n  =  0, 

da  hieraus  ohne  Weiteres  auch  folgt  fn"=0  und  n's=sO. 

Diese  Annahme   ist  aber  für  unsern  Zweck  unbrauchbar,   weil  sie 

ergiebt,  dass  weder  m,  noch  n  von  k  abhängt,  also  auch  nicht  von  a,  während 

doch  von  vornherein  verlangt  werden  muss,  dass  mindestens  eine  der  in  der 

^gegebenen  Gleichung  f{Xyy)s=sO  vorkommenden  Constanten  eine  Function 

von  a  ist. 

I^efimen  ^Ir  äkhet  ^n,  dass 

2)  n=0,  dagegen  tn  von  Null  verschieden. 

Da  jetzt  auch  nothwendig  n''s=0,  so  ist  die  zweite  der  vorigen  beiden 
Bedingungsgleichungen  von  selbst  erfüllt  und  die  erste  geht  über  in 

2  mm'*—  m"(m*— 4«)  —  fAm'(m*— 4n)  =  0. 

Setzen  wir  jetzt  den  noch  willkürlich  gelassenen  Parameter  il  gleich  m  ist, 
also  m'sl,  m'=sOj  so  folgt 


2m 


8*A  a*m 


m*  — 4n 


_,     ,  aa»        8«*  a  /,a«\ 

oder,  da  ^=„  =  -^  =  ^-1^/-^ 
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dm 
Um  die  nun  folgende  Integration  ausfahren  au  können,  unterscheiden 

wir,  ob  n^O  ist.    Ist 

a)  n  =  0, 

so  entsteht  ^(il£\^^Vl 

folglich  nach  Ausführung  zweier  Integrationen ,  wenn  A  und  B  die  Integra- 
tionsconstanteh  vertreten:  j 

also  auch 

A 

m  = =,    n=sO. 

a — B 

Die  allgemeine  Niveauflächengleichung  hat  also  die  Form,  wenn  noch 

(a:«+y«)«-i(a:»-y»)==0, 
o 

eine  Gleichung,  deren  Beduction  auf  a  die  gewünschte  Transformation 
liefert. 

Die  Niveauflächen  haben  also  jetzt  Lemniscaten  zum  Querschnitt,  die, 
so  lange  o  positiv  ist,  nach  der  Richtung  der  ^-Aze  ausgedehnt  sind,  da- 
gegen wenn  a  negativ  ist,  in  der  Richtung  der  F- Aze«  Für  a»  +  od  geht 
der  Querschnitt  in  einen  blossen  Punkt,  den  Coordinatenanfang ,  über, 
während  für  a  =  0  zwei  sich  gegenseitig  rechtwinklig  und  die  Coordinaten- 
azen  (der  x  und  y)  unter  45^  schneidende  Gerade  entstehen.  Lässt  man 
also  im  jetzigen  Falle  das  Intervall  von  —  oo  bis  +  oo  durchlaufen ,  so  kann 
man  durch  jeden  Baumpunkt  eine  der  eben  gefundenen  Niveauflächen  legen« 

Ist  ferner 

b)  n>0, 

so  entsteht  aus  i.  (", £«  V  _     2m 

dfn\  dmj  ^^      m*^4n 
durch  zweimalige  Integration,  wenü  A  und  B  die  Integrationsconstanten 
bezeichnen :  ^-. 

a^B^——l  ^ 

also  auch  4j/i^  m+2^ 

m=:'~'2yn — TTz -= ,     n^ConsU 

-_.(a»-Ä) -g-.[ß^B) 

Setzt  man  auch  hier,  wie  es  erlaubt  ist,  ^=1 ,  ^=0,  so  kommt 


m 


=  — 2/n 


^2  Vn  _  ^"«3  #^ 

Die  allgemeine  Niveauflächengleichung  wird  also  im  jetzigen  Falle 
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'•^i^^^i^(^^.^^^.rfV^,'WV*.^V^^^^»rfVS 


Bedacirt  man  diese  Gleichung  auf  a,  so  eih&lt  man  die  gewünschte  Trans- 
formation. 

LItost  man  in  dieser  Gleichung  n  nnendlich  klein  werden,  so  erscheint 
der  unter  a)  behandelte  Fall  wieder. 

Um  zu  sehen,  welche  Formen  die  Querschnitte  unserer  jetzigen  Niveau- 
flachen  annehmen,  um  daraus  das  Intervall,  innerhalb  dessen  sich  a  zu  be- 
wegen hat,  zu  bestimmen,  und  endlich  um  diese  Discussion  zugleich  mit  den 
folgenden  ähnlichen  abmachen  zu  können,  bringen  wir  die  vorstehende 
Gleichung  noch  auf  die  Form 

Ist  weiter 

c)  /i<0, 

8o  entsteht  aus 

—  d?^ ^^ 

dm\  dm)  m*— 4n 

durch  zweimalige  Integration ,  wenn  A  und  B  die  Integrationsconstanten 
bezeichnen  : 

A  .     f     fn     \  A      fn  ,     2l/^T 

also  auch  

Um  üebereinstimmung  mit  den  bisher  betrachteten  Fällen  zu  erzielen, 

n      A 
machen  wir  ^(=1,  Ps  — --  — ~ —  und  benutzen  die  zweite  Darstellung 

von  m,  so  dass  entsteht 

21/^  / ,        / X 

m  = \ =a  —  2y — n  ctg (2 J^— w  a) ,     n  =  Const. 

tng{2y'^n.a) 

Die  allgemeine  Niveauflächengleichung  wird  somit  jetzt 

(«*+y*)*  -  2/^ .  ctg (2/^  • «) (a:»— y*)  +  n  =  0. 

Jjfisst  man  hier  n  unendlich  klein  werden ,  so  kommt  man  auf  den  unter  a) 
betrachteten  Fall  zurück. 

Wir  gestalten  diese  Gleichung  um  aus  gleichem  Grunde  wie  im  Falle 
b)in 

(«•+Sf*-F^^C^)*  +  4j/^r^y«  =  -n(l7«+l),   .U=^ctg{2j/^.a). 

Die  beiden  Bedingungsgleichungen  auf  S.  355  können  aber  auch  erfüllt 
werden,  wenn  wir  setzen 


«—5 


A 
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Da  jetzt  nothwendig  auch  m"=0^  so  ist  die  erste  jener  Bedingonips- 
gleichangen  von  selbst  erfttllt,  die  zweite  dagegen  geht  über  in 

Setzen  wir  jetzt  den  Parameter  k  gleich  n,  ist  also  n'=i,  n''=0,  so  folgt 

_        4 


oder,  da  jetzt 


dhi 


a  Aa«\  4 

a«\  8w/ ^      4w— m»' 

Hieraus  folgt  durch  Integration,  wenn  lA  die  Integrationsoonstante  be- 
zeichnet: 


oder,  beim  Uebergang  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen : 

da_  1 

Wir  setzen  sogleich  Asz^^  und  erhalten 

da  1 


an""     ^f       mV 


/       m' 
-2(n-- 


Eine  nochmalige  Integration  ergiebt  jetzt,  wenn  B  die  Integrationsconstante 
bezeichnet:  . 

also  ist  auch 


m« 


4   ^ 


«» 


oder,  wenn  wir  die  Integrationsconstante  B  so  bestimmen,  dass  e'^^^e=z- • 

4 


m* 


ns=3—  (1— c-2«)j     msaConst. 


Die  allgemeine  Niveauflftchengleichung  lautet  daher  jetzt 

oder  auch  | 

Die  Redttction  dieser  Gleichung  auf  o  ergiebt  die  gewünschte  Transfor- 
mation. 
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Wir  kommen  endlich  zum  letzten  der  FftUe,  wie  die  Bedingungsgleich- 
oogen  S.  865  erfüllt  werden  können,  nftmlich 

4)  dass  sowohl  m'>0,  als  auch  n'^O  ist. 

Dividirt  man  jetzt  die  erste  jener  Gleichnngen  durch  m\  die  zweite  durch 
n\  80  entsteht  sodann  durch  Snbtraction 

-T T  )  =  0. 

m        n  / 
Diese  Gleichung  wird  aber  erfüllt, 

entweder  wenn   m'=a4n, 

,  m        n 

oder  wenn  — 7-  =  -t-, 

m       n 

Gesetzt,  es  sei  m*=4n,  dann  wird  aus  der  gegebenen  Gleichung 

(«•+»•)'  +  « {«»-y«)  +  (^y = 0 

oder 

(»•  +  y*  +  -)  — 2my«==0,     (a?'  +  y*  — -)  +2ma:*  =  0. 
Ist  fii^O,  so  erh&lt  man  hieraus 

oder  

In  diesem  Falle  wäre  also  die  gegebene  Niveaufläche  ein  System  zweier  der 
Z-Axe  parallelen  Geraden,  ein  Fall,  den  wir  offenbar  hier  nicht  weiter  zu 
berücksichtigen  haben. 

Wir  nehmen  daher  für  die  Folge  an 


m       n 


Hieraus  folgt  durch  Integration,  gleichgiltig ,  was  der  noch  willkürliche 
Parameter  A  sei ,  wenn  p  und  q  die  Integrationseonstanten  bezeichnen : 

Die  beiden  ursprünglichen  Bedingungsgleichungeii  ergeben  nun  überein- 
stimmend 

2mm'* — m"(m* — 4j!>m  —  4g)  '—^ptn^ 

'*'= m-(m«-4pm-4g) ' 

oder 

_2n'^{n^q)  —  n '([w—  y]'—  4p'n)  —  4wV 

**-  n'([n-j]*-4yn) 

Um  nun  m  oder  n  als  Functionen  von  ac  zu  bestimmen ,  müssen  wir  uns 
zuvor  über  die  Bedeutang  des  bis  jetzt  noch  willkürlich  gelassenen  l'ara- 
meters  X  entscheiden. 
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Sei  Assiity  also  m'=l,  m'^sO,  also  auch  nach  den  vorigen  GleichuogeD 
n  B=  pm  -f-  ^  I  ^'=P9  n' =0,  und  ausserdem 


a 


Die  beiden  vorigen  fi  bestimmenden  Gleichungen  werden  dadurch  ersetzt 
durch  die  eine: 

da*      _       d   (jda\  m  — 2j> 

/ömV   ""      dm\  8m/         'm»  — 4jpm  — 4g' 

Eine  erste  Integration  ergiebt  hieraus  leicht ,  wenn  — lA  die  Integrationa* 
constante  bezeichnet: 

/^  =  —  /i<  [m*  —  4pm  —  4q] 
dm  u  *  »j 

oder 

0a 1 

Eine  nochmalige  Integration  ergiebt,  wenn  B  die  neue  Integrations- 
constante  beaeichnet: 

4^/p«+g'    m-2(p+j/p»+g)  • 


4Aj/j^q'    n-y-2p(p-/p«+g)' 
Hieraus  folgt  

m==2p-2j/p»+g^^^^_^^^^__^^^^^^_^^^__  , 
n=B2p*+g— 2pl/p*+y ^ ■ :;=■. 

Setzen  wir  also  jetzt  zur  Abkürzung 

SO  lautet  die  allgemeine  Niveauflächengleichung  im  jetzigen  Falle 

(a^+y*)*  +  (P  -  ^pN^  «7)  (aj«-y«)  +  (p«  + 1 -^ 
oder 


[a?«+y«-4(p-[7;/^;H^)]'  +  2p(p-Cr^p«+g)g» 

=  l[l7/p«+ä'(p+|}/p'+y)  +  3p'  +  g]. 

Die  Reduction  dieser  Gleichung  auf  a  liefert  auch  jetzt  wiederum  die 
gewünschte  Transformation. 
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Die  drei  letsten ,  unter  2) ,  8)  nnd  4)  betrachteten  Fälle  führten  auf 
Niveanflächen,  die  sftmmtlich  die  Cassini 'sehe  Linie  zum  Querschnitt 
haben«  Der  Fall  unter  3)  hat  auf  dieselbe  Form  der  Niveauflächengleich- 
tmgen  geführt,  die  bereits  Lam^  in  seinen  Lefons  sur  les  coordonnies  curvt- 
hgnes  untersucht  hat.  An  jener  Stelle  werden  zugleich  die  vielfachen  Form- 
inderungen angegeben,  die  die  Cassini' sehe  Linie  erleidet,  wenn  der 
Werth  von  a  sich  ändert.  Da  wir  nun  in  den  FäUe^  2),  8)  und  4)  die  gefun- 
denen allgemeinen  Niveaufläcliengleichungen  sftmmtlich  auf  die  Form  ge- 
bracht haben,  die  auch  L  am d  seinen  Betrachtungen  zu  Grunde  legt,  so  kön- 
nen wir  hier,  auf  Lama' s  Arbeit  verweisend,  eine  weitere  darauf  bezüg- 
liehe  Discussion  unterdrücken. 

(Fortfietzung  folgt.)  * 


Kleinere  Mittheilungen. 


XT.    Veber  eine  Stelle  aus  den  von  Oanis  nachgelatienen  Bohriftai 

über  das  arifhmetiioh-geoinetriBehe  Mittel. 

Im  dritten  Bande  von  Gauss'  Werken,  im  Nachlass  S.  307flgg.,  findet 
sich  eine  Entwickelang  des  reciproken  Werthes  des  arithmetisoh -geometri- 
schen Mittels  ilf  (1+^1 1—^)  von  1+^  nnd  l^x  in  eine  nach  anfsteigenden 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  geordnete  unendliche  Beihe.  Zwei  Punkte 
dieser  Entwickelung  scheinen  noch  einer  genaueren  Begründung  zu  bedür- 
fen, die  im  Folgenden  gegeben  werden  soll. 

Um  klar  auseinandersetzen  zu  können,  um  was  es  sich  handelt,  müssen 
wir  zunächst  einen  kleinen  Theil  der  Gauss 'sehen  Betrachtungen  recapi- 
tuliren. 

Wenn  «  eine  reale  Veränderliche  bezeichnet  und 
1)  -l<a:<l 

ist,  so  ist  das  arithmetisch •  geometrische  Mittel  M{i+Xy  i-^x)  von  l  +  x 
und  l^x  eine  bestimmte ,  wohldefinirte  Grösse.    Setzen  wir  nun 

2t 

so  wird  die  Bedingung  1)  erfüllt  sein,  sobald 

-l<t<l 
ist.    Für  Werthe  von  i^  die  zwischen  diesen  Grenzen  liegen,  ist  also  auch 

(2/  2/  \ 

1  +  — — j,  1 X7t)  wohldefinirt,  und  aus  den  Eigen- 
schaften des  arithmetisch-geometrischen  Mittels,  die  sich  ans  seiner  Defini- 
tion ergeben,  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Gleichung 


M 

oder 


0+fT?.^-i|7.)=IT?-*('+'"'»-'^ 


/Kr 


/     .      2/  2i  \ 


+  /•*  !  +  /•. 

Bezeichnen  wir  den  Quotienten  --.    . r  kurz  mit  f(xV  so  sehen 

ili(i-t"^>  1  — ^} 

wir  also,  dass  derselbe  fQr  —  l^^^i  der  Functionalgleichnng 
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»>  r(j^)=(i+^).A^) 

gentigt. 

Wenn  sich  nun  eine  unendliche,  nach  aufsteigenden  ganzen  positiven  Po- 

tenaen  von  x  geordnete  convergente  Reihe  für  den  Ansdmck  -tjt — ■ r 

finden  Iftsst,  so  mnss  dieselbe  jedenfalls  von  der  Form 
a)  l  +  Ax^  +  Bai^  +  Ca*  +  Da^  +  .., 

sein^  denn  jener  Ausdruck  wird  1  für  (TsO  und  ändert  seinen  Werth  nicht, 
wenn  man  x  mit  — o?  vertauscht. 

*  Die  Reihe  a)  müsste  femer  der  Fnnctionalgleichung  8)  gentigen,  und  es 
mtlsste  daher  —  so  lange  beide  Seiten  convergiren  — 

.    '+^(lT?)'+'(f^)'+KTT?)'+- 


oder 


'■  +^(i$.)V»{rfJ+<r^)V 


4)  !+<» 

sein. 

2i 
Die  verschiedenen  Potenzen  von        ^  lassen  sich  nun  in  Reihen  ent- 
wickeln, die  nach  aufsteigenden  ganzen  positiven  Potenzen  von  <  fortschrei- 
ten und  convergiren,  sobald — l^^^i  ist.     Es  ist  nämlich  allgemein, 
wenn  r  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet: 

Nun  ist  femer  allgemein  für  ganze  positive  if 

(--+')=,_„..("+:L7"), 

also 

(i^r'--'"-a^-0"--'--(-=5)— 

1+7/  I  (  rX/t ) »  ( t  XTt)  •  •  •  ®®  entwickeln, 

erhalten  wir  für  die  Reihe  auf  der  linken  Seite  der  Gleichang  4)  die  fol- 
gende unendliche  Doppelreihe: 
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it 


-2f+Aif(^^fi 


+ 

in  welcher  für  —  l^/^l  alle  Verticalcolonnen  convergiren  und  die  Werthe 
derselben  eine  convergente  Reihe  bilden.  Zu  bemerken  ist  hierbei,  dass  die 
linke  Seite  der  Oleichung  4)  derjenigen  Summe  dieser  Doppelreihe  gleich- 
kommt, welche  wir  erhalten,  wenn  wir  erst  alle  Verticalcolonnen  snm- 
miren  und  dann  die  Werthe  derselben  addiren.  Wir  wollen  diese  Samme 
mit  ^1,  die  andere  dagegen,  welche  man  erhält,  wenn  man  erst  alle  Hori- 
zbntalreihen  und  dann  deren  Werthe  summirt,  mit  S^  bezeichnen.  Da 
die  Doppelreihe  b)  Glieder  mit  positiven  und  negativen  Vorzeichen  enthält, 
80  bedarf  es  jedenfalls  einer  besondern  Untersuchung,  um  entscheiden  zu 
können ,  ob  Sf  oder  S^  gleich  oder  verschieden  sind. 

Fassen  wir  in  der  Doppelreihe  b)  immer  die  Glieder  mit  gleichholron 
Potenzen  von  t  zusammen ,  so  bekommen  wir  die  einfache  Reihe 

deren  Summe  eben  die  Grösse  ist,  welche  wir  mit  S^  bezeichnet  haben. 
Wenn  man  nun  in  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4)  und  in 
der  Reihe  c)  die  Coefficienten  gleichhoher  Potenzen  von  t  einander  gleich- 
setzt und  immer  auf  beiden  Seiten  durch  2  dividirt,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

1  =  1, 

0  =  1-^2«^, 


V  \4 


l-A2^(t)  +  B2*(^^-C^^^ 


Ä  =  l-42»(2)+ß2'(j)-C2'(j)  +  /)2' 


ans  welchen  Gans 6  durch  längere  Rechnungen  die  Coefficienten  A,B,C,,. 
bestimmt  und  folgende  Werthe  daflir  gefunden  hat: 

A~^,      ^""2».4»*  2».4'.6»' 

1'.8'.6'.7*  1*.8*.6'.7'.9' 

^  2».  4».  e«.  8« '  2«.  4».  6».  SMO«    ■  •• 
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Die  beiden  oben  angedeuteten  schwierigen  Funkte  sind  nun  folgende. 
1  •   Man  denke  sich  in  den  Beihen  a) ,  b) ,  c)  und  der  Gleichung  4)  für 
Coefficienten  Aj  B^  C ...  überall  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  5) 
wirklich  eingesetzt   Dann  geht  die  Beihe  a)  in  die  folgende  über: 


^2n 


und  aonvergirt,  sobald  —  l <;r  <  1. 

Die  Beihen  auf  den  beiden  Seiten  der  Gleichung  4)  convergiren  dann 

für   —  1  <  /  <  1 ,  und  wenn  daher  die  Beihe  a)  wirklich  den  Ausdruck 

l 

^-, — : ^»ir  jedes  zwischen  —1  und  1  gelegene  x  darstellen  soll,  so 

JUil  +  X.i—X)  ''  6        6 

wird  die  Gleichung  4)  für  jedes  zwischen  denselben  Grenzen  gelegene  i 
ricbtig  sein  müssen.    Nun  hat  aber  die  linke  Seite  derselben  den  Werth  S^ 
and  die  rechte  den  Werth  5^,  da  die  Coefficienten  i^,  ^,  C . .  ja  so  bestimmt 
worden  sind,  dass  diese  Seite  mit  der  Beihe  c)  identisch  wurde. 
Also  müsste 

0|  =3  Sa  • 

sein  flu  — 1</<1. 

Die  Bichtigkeit  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  mit  Sicherheit  nur  für 
solche  Werthe  von  /  behaupten,  die  zwischen  den  engeren  Grenzen  —j/i  -|- 1 
nod  ^2  —  1  gelegen  sind.  Setzen  wir  nämlich  in  der  Doppelreihe  b)  statt 
jeden  Gliedes  seinen  absoluten  Werth  und  bezeichnen  mit  t  den  absoluten 
Werth  von  /,  so  bleiben  zwar  für  t^^I  ^^^^  Verticalcolonnen  convergent, 
and  ihre  Summen  werden  resp. 

f^..  4^)'.  Hr^J.   <a>)'- 

aber  die  Summe  dieser  Werthe  divergirt ,  sobald 


2t 


^l  oder  T^/2  — 1 


ist. 

Daher  wird  man  die  Identität  von  S^  und  S^ ,  folglich  auch  die  Bichtig- 
keit der  Gleichung  4)  zwar  mit  Sicherheit  behaupten  können,  so  lange 

T<JJ^2— 1  oder  — /2+I  <  t<  ^2  — 1 
ist;  doch  wird  dieselbe  ganz  ungewiss,  wenn  /  ausserhalb  dieser  Grenzen 
liegt. 

Dass  die  Gleichung  4)  gleichwohl  auch  zwischen  den  weiteren  Grenzen 
—  1  und  1  für  t  richtig  bleibt,  soll  im  Folgenden  unter  I  bewiesen  werden. 

2.   Selbst  wenn  die  Bichtigkeit  der  Gleichung  4)  festgestellt  sein  wird, 

80  weiss  man  von  dem  Quotienten      .      — r  einerseits  und  der  Beihe 


■? 


r2 


- '  — '  —  ?    —  a-2n  andererseits  blos,  dass  sie  beide  für  x:=0 
"     2«.4«.6«...2«^ 

*  den  Werth  1  erwerben  und  beide  der  Functionalgleichung  3)  genügen.    Es 
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,  dasa  diese  Bedingaogen  t 
den  AnsdrUcke  behaupten  i 

I. 

Richtigkeit  der  Gleichtu 

- 1  dargethan  worden ,  läi 

>rie  der  Fnnctionen  einer  co 

nnzen  —  1  <  ( <  I  beweis 

ng  den  Ansdrack  -— j  dnr< 
iene  Reihe  tind  ist  eine  sy: 

tnodu  <1 
)it  alleiniger  Aasnabme  der 
Ische  Fnnction  von  (.    Als 
on  von  l  sein  für  alle  Wei 


!  +  ,■ 

.«0, 

(  =  «  +  ( 

y, 

mät  = 

■  y^'+s'. 

i.i(l  +  l")  = 

=  |/(l  +  i> 

-r 

modu 

lyl 

^+s 

rnck  <^1  werde,  ist  erforde 

4ir>  +  4s><(l +»'-}•)' 

(«■-(l-S^)>-(2,)i 

ihoDg  ist  nna  stets  erTUllt,  e 

»*  +  s'  +  2S'-l< 

Irt  man  diese  beiden  Ungl« 

f-y'+2j/-l  =  0  oder  a^- 
B  Kreises  71,  der  von  dem  F 
eben  ist  nnd  die  a;-Axo  in 
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rird  vod  den  Coordinaten  aller  Punkte  befrie- 
ises  liegen. 

■1  =  0  oder  a:»  +  (j/  — 1)»  =  2 
die  Gleichang  eines  Kteises  K,  der  tod  dem  Punkte  x^=0,  y=l  mit  dem 
KadioB  Y^  beschrieben  ist  nnd  sovoM  die  a;-Axe,  wie  den  Kreis  R  in  den 
Pankten  a:  =  4;l  scbneidet.    Die  Coordinaten  aller  Punkte,  welche  inner- 
halb A*  liegen ,  genügen  der  Ungleichung  8). 

Somit  werden  alle  Punkte ,  welche  der  den  Kreisen  R  nnd  R'  gemein- 
samen Fläche,  die  wir  F  nennen  wolien,  angehören,  gleichzeitig  die  Un- 
gleichungen 7)  nnd  8),  also  ancb  die  Ungleichung  6)  befriedigen.  —  Folglich 
ist  die  Reihe  d)  innerhalb  der  F18che  F  eine  sTuectiache  Ftmction  von  (. 

Andererseits  convergirt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4)  oder  dieReifae 

e)  2({l-|-^t*+ßi8+C(" +  ...), 

sobald  modl^l  ist.    Sie  ist  daher  innerhalb  eines  um  den  Co  ordinalen- 

anfang  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreises,  also  auch  innerhalb  der 

Fliehe  F,  die  ja  nnr  ein  Thei)  desselben  ist,  eine  synectiecbe  Function  von  l. 

Nun  stimmen  die  Reiben  d)  und  e)  nach  dem  Früheren  für  die  zwi- 
schen —  ^2-1-1  und  j/2  — 1  gelegenen  Punkte  der  realen  Axe,  das  heisst 
fUr  alle  Pankte  einer  innerhalb  der  Fläche  F  gelegenen  Strecke  ttberein. 
Nach  einem  bekannten  Satze  müssen  sie  daher  in  der  ganzen  Fläche  F 
übereinstimmen,  weil  sie  beide  innerhalb  derselben  s;nectisch  bleiben.  Da 
das  «wischen  —  1  und  1  enthaltene  Stflck  der  realen  Ase  ganz  innerhalb 
dieser  FlScbe  liegt,  so  folgt  bierans,  dass  die  Gleichung  4)  fUr  jedes  reale  t, 
welcbee  ^—1  nnd  ^1  ist,  richtig  sein  mnss,  q.  e.  d. 

II. 

Nachdem  wir  so  die  Richtigkeit  der  01eichung4)  für  — 1<C'<^1  be- 
wiesen und  hierdurch  festgestellt  haben,  dass  die  Reibe 

der  Fnnctionalgleichnng  3)  genügt,  wollen  wir  zeigen,  dass  diese  Eigen- 
schaft in  Verbindung  mit  der  andern,  dass  die  Reihe  deu  Werth  1)  be- 
kommf  für  0=0,  hinreicht,  um  die  id^i^i^^t  derselben  mit  dem  Ausdrucke 

T-; r  foleern  zu  können. 

*(l+a;,  1— a:) 

Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  folgendem  Satze, 

Wenn  9  (ir)  und  *  («)  zwei  Functionen  bezeichnen,  welche  beide  gegen 
die  Grenze  1  cenvergiren ,  wenn  x  sich  unbegrenzt  der  Null  nähert  and 
beide  für  jedes  zwischen  —1  und  1  gelegene  f  der  Fanctionnigleichnng  3} 
genfigen,  so  müssen  dieselben  identisch  sein. 

Beweis.  Wir  denken  uns  för  den  Augenblick  unter  t  einen  bestimm- 
ten, zwischen  —1  nnd  1  gelegenen  speciellen  Werth  dieser  Variabein. 
Naob  der  Voraussetz  n    ist  dann 

85» 
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'■(r+>)=('+'")' 


Wir  bezeichnen  nnn  mit  it  eine  veräade: 
den  QnotienteD 

1+6'' 
Derselbe  wKcbat  stetig  von  —  t  bis  1 ,  wann  i 
Es  muss  daher  Kwisehen  diesen  Orensen  nothw 
Ji  von  8  geben,  für  welchen  er  den  Wertb  > 
bestimmt  sich  ans  der  quadratischen  Gleichung 
2d, 

l  +  V 
woraus  folgt 

1  +  yr^ 

Von  den  beiden  Vorseichen  der  Warze)  ist  bl 
weil 

i  +  yi-t< 
(t      ^' 

wäre.   Also  ist 


=  fi  oder  *,*(•  — 23, 


Nnn  ist  1— t*  ein  echter  Brach,  also 

d.h. 

Wir  haben  nnn 

''"■>=''(TTt')  =  "+' 

also  auch 

Die  OrSsse  q9(dj*)  können  wir  nnn  ganz  e 
Wir  erhalten 

wobei  dann 

ist,  nnd.es  ist  daher 


halten  wir 

»(ti:?)-('+'')0+V)('+V) 


i+ft 

Schliesslich  erhaiten  wir 
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len  wir  ^(rxd)  G>>^><!kol»  nn^  erhaltea 

lact 

.(*)(1  +  V)(1+V)--- (>+*'-) 

älicbe  Grenze  fiberschreiten,  wie  gross  man  auch  n 

:  ist^l  nnd  ferner  jedenfalls 

^)(i+'')(i+'^Ci+'»)-.(i+'"), 

wie  das  nnendlicfae  Prodact 

+'*)(1  +  '*){1+'")  ■■■  »imfimtum, 
I  —  K1<1  ist,  und  einen  endlichen  Werth  hat. 
>a  dnrch  VergrSeserang  von  n  beliebig  klein  gemacht 
D  die  Ftmotionen  ip{S*m)  ^°^  1f  (^a)  heida  der  Ein- 

einander  beliebig  nähern.     Also  köanen  yl     .  ^) 
am  beliebig  wenig  antersofaeiden ,  ä.  h.  es  ist 

''(i-T?)  =  *(rF<') 

iebiger,  iwiscben  —  1  nnd  t  gelegener  Wertb  war, 
(x)  =  ^(x)  tüT  — l<a!<l. 


ictionea  ^{x)  und  ii{x)  geforderten  Bedingungen 

laoh  dem  eben  Bewiesenen  identisch  sein. 

br.  IST5.  H.  v.  UAKaOLDT,  stnd.  math. 


eil  einiger  B&ti«  Aber "  Poteiiireihen. 

9T  Abfaandlnng  ttber  die  binomische  Reihe  gezeigt, 
inzreihe  definirte  Function  im  Innern  des  Conver- 
)  stetig  sei.  Dirichlet  ffigte  den  Nachweis  hintu, 
les  Umfanges  des  Convergeukreises ,  fOr  welchen 
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die  Reihe  noch  convetgirt,  die  Function  aioh  stet 
dem  Radius  vector  vom  Mittelpunkte  des  Kreises 
den  Randpunkte  übergeht  (vergl.  Lionville  J.  2, 
schwer,  diesen  Beweis  auf  den  allgemeinen  Satz  i 
I.Satz.    „Angenommen,  die  Potensre 


5. 


Oh«"  =  f{X) 


sei  ISngs  eines  Sttickes  des  Umfanges  <3 
ses  noch  conrergent,  so  \»t  f{x)  eine  sti 
sowohl  gegen  das  Innere  des  Kreises,  a 
Stückes."    (Die  Coefficieateo  a«  kOnnen  reell  o 

Beweis.  «,  bezeichne  einen  Pnnkt  aaf  d< 
Reihe  l),  wofür  dieselbe  noch  convergirt.  x^—h  s 
im  Innern  des  Convergenzgehietes ,  so  daas  die 
welche  |  gesetzt  wird,  einen  positiven  reellen  The 
absolnte  Betrag  (Modul)  von  1— |  kleiner  als  1. 

Oemftss  Voranssetznng  der  Coorergenz  von 
eine  gegebene,  beliebig  kleine  Zahl  bezeichnet,  d 

sobald  nur  »>in  genommen  wird,  wie  gross  auch 
Denkt  man  sich  A*i)  — /'(*!—*)  gebildet,  so 
gen,  dass 

mit  h  nneadlich  klein  werde.    Setzt  man 

amXi"  +  . . .  +  «i«+.a:,"+'  = 
so  dass  lln-|-*^i''''~*=<'i~<'<  — 1  i^'i  ^o  fo\^ 

R.=^.  W.-<i.-i)|i-Ci-l)-+-l=-i 

Die  «ssociatire  Umformung  dieser  Reihe  ist  gc 
d,|l  — (1— S}"+'|  ins  Unendliche  abnehmen. 
Non  sei 

wo  a  zwischen nnd  —  liegt:  ferner  bezei 

2  2° 

trag  der  complexen  Zahl  I— |.   Dann  findet  man  i 


indem  man  für  «  seinen  Werth  =^1  — ^pcosgJ^  ^    _.„ 

p  so  klein  genommen  werden,  dass  |  An|<CE,  ist.   Es  genügt  hierzu 
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s  ainen  Sinn  hat,  da  costp  eben  positiv  and 

;iebt  sich  anmittelbat  du  folgende  CerolUr, 

iffenüicht  za  sein  scheint: 

t  reellea  oder  comptexen  Gliedern 


%-  P 


'Z- 


,  +  <i,6,-,  +  ..,  +  a„io, 

A  besflglich  die  Sammeu  der  Beiheo 

dieses  anmittelbai  ans  der  von  Abel  a.  a.  O. 


>iig"=^,<:ii 


<r",     (|«|<1). 

[lalb  des  gemeinsameD  ConvergeuzkreiBes  der 
IT",  weil  dieselben  hier  nabedingt  conver- 
ikreise  gewöhnlich  nicht  mehr  zutrifft.  Es  gilt 
gesehen  davon,  ob  die  Reihen  8)  unbedingt 
Im  letzteren  Falle  ist  dann  im  Allgemeinen 
convergirt,  also  die  Anordnung  der  Glieder 

iialreihe(l+a:)^  fara:=+l  nndo'>(»>— l, 
ir  bedingt  oonvergirt. 

men,  die  Reihe    ^^,"°ii'>="~'  oonver- 

ij   des   Umfsnges   ihres   Convergenz- 

itlich  mit  dem  von  ^,^a„x'  znsam- 

nach  die  letztere  Reihe  and  es  ist 

^Oa«*  bezeichnet." 

;iB"  folgt  unmittelbar  nach  dem  3.  Satze  von 
lan  die  Glieder  einer  convergenten  Reibe  mit 
positiven  Grössen,  welche  stets  abnehmend  oder  stets  zunehmend  sieb  einer 
endlichen  Grense  nähern,  so  ist  die  neae  Reihe  ebenfalls  coavergeBU" 


na,a;,"~ 
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ümstfindlicher   ist  der  Beweis  des  Bweitf 

Setst  maD  £naaVj'~^'=X^,  eo  ist  zd  leigen,  da 

/(3'i)-/(ai-A)-AJ,_<T 

Ä ^-" 

mit  I  nnendlich  klein  werde.  Die  Bedeutnnf  vo 
in  Nr.  1.  Da  zufolge  Voranssetenng  eioe  eDdlicl 
der  ADsdmck 

seinem  abaolaten  Werthe  nach  kleiner  ist  als  ein 
Zahl  *,  wie  gross  anch  t  genommen  werde,  so  gi 
der  Beat 

mit  {  nnendlich  klein  werde.    Hier  ist  der  Ktlizc 

'-(■-l)°      ,_„,„, 
^e '  =  <P{>>} 

gesetzt.   Fflhrt  man  in  4)  ein 
so  folgt 


i  Lme,tp(m-i-s)  ftir«=ao  verschwindet. 
Nun  ist 


(«^ 


H^^.'-ö'i 


Ersetzt  man  hier  den  zweiten  Factor  dnreh 

fi|i+Ct-l)  +  (i-i)»  +  ...  +  (i 

nnd  ordnet  oacb  Poteazen  von  (1— |),  so  folgt 

I 

[n+ 

Wird,  wie  frtther,  der  absolute  Betrag  von  |  mil 
net,  so  kann  man  hieraus  schliessen 

\vi.'i)~<p{n+l)\g,^^-^\l  +  llc  +  : 

Und  weiter  e^iebt  sich  ohne  MQhe 


Demnach  IXast  sich  ans  &)  scbliesseii 

Diese  üngleichnng  ist  bereits  in  Nr.  1  betrachtet  wo 
iQB  ab ,  dass  die  Verschiebung;  h  in  der  That  gegen  da 
;enzkreiBea  von  Sa^x'  so  klein  genommen  werdet 
em  absolnten  Betrage  nach  anter  jede  beliebige  Zahl  I 

4,  Es  ist  bekannt,  dass  der  Taylor'sche  Sata 

ebt,  so  lange  der  Pnnkt  Zg  im  Innern  des  Convergensk 
Potenireihe  f{x)  liegt.  Der  Convergenzkreis  der  j 
»leiteten  Reihe  ist  nicht  kleiner  als  der  Kreis,  der  roi 
tangentiell  znm  Convergeezkreiae  von  f{x)  gezogen  w 
ihe  fUr  die  Gleichnng  6)  gegeben  werden,  gelten  aber 
she  dam  Inaern  des  eben  er  wähnten,  von  x^  ans  besc! 
ahCren.  Denn  setzt  man  in /(^r)  x  =  Xg  +  {x~Xg),  i 
Satze  von  Cauohy  über  die  Doppelreihen  nach  Po 
len,  wodnKh  man  anmittelbar  die  rechte  Seite  von  6) 
Es  soll  non  gezeigt  werden; 

8.  Satz.    1.   Die  Gleichung  6)  besteht  stets 
)  Punkte  des  Umfanges  des  TonZg  aus  beseht 
—  mit  Ausnahme  des  Bertthrnngspauktes  x, 
2.  sie  gilt  aach  noch  für  diesen  Punkt,  we 
girt;  and 

5.  wean  Sa^x^  sich  der  Grenze  o»  uKbert  ( 
in),  so  gilt  dieses  auch  von  der  abgeleitete 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ergiebt  sich  am  einfachsten 
;  der  endlichen  Sammen 


it  man  hier 


^»•=|:.- 
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len  Coefficieuteu  etr,  so  folgt 
ist  r,  so 


enze  für  n  istr,  so  lauge  r< 
wenn 


=u 


-Ü-'l-O'.- 


1  Paukt  auf  dem  Umfange  d 
r  lagleich  im  lonern 
eben  Reihe  f(x)  liegt, 
'onvergenzkreiaes  von  f(-c), 

die  absolatoD  Beträge  von 


-u 


leicht  zeigen,  dass  die  rec 
]en  kann  bei  nnbescbränktei 
ne  Umformang  des  Coeffici 
'  Igil*,  BO  hat  man  unmittelb 

'eiton  Gliede  dieser  Differei 
m— ls=A,  so  folgt 

k  t 

,.(i-,)t-=^,,|^.( 


lere  Mittheünngeu. 


hl)  =  (r„)3^--(l-7)-'+'. 
rorliegenden  Falle,  q<Zl  Ut,  so  aehmen  die 
mehmendon  r  beständig  ab,   und  zwar  int 
die  Samme  £  in  8)  nHhert  sieb  dem  Wertbe 

ifolge  Voraassetzang  Über  den  Pnokt  x'  con- 
iräblt  werden,  dasa  der  duadrnck 
,,+,|'*+'  +  ---  +  «,n+.r'"+'<e 
rie  groEB  ancb  s  sein  mag.    Dann  aber  folgt 


!-,)■ 


M<i.    (■»>«), 

auch  für  di«  Pankte  x  auf  dem  von  x^  aus 
luahme  des  Punktes  x^ ,  in  welchem  er  den 
STfibrt. 

Ii  far  den  ebener wühnten  Punkt  a;,  gelten,  so 
i  Sa^x,"  vorauBgesetzt  werden.  Dann 
jT)  folgt,  wenn  die  reelle  Zahl  a;g:iXj=3, 


-Z' 


»'w, 


bedeutet,  nachdem  darin  g^q,  gesetzt  ist. 
,  80  nebmen  auch  die  Grössen  cp'{r)  ins  Ua- 
so  gewühlt,  dass  für  alle  Werthe  m^M 

.ix,'-+»  +  ...  +  a„+,a:,"+'|<t, 

rde ,  so  kann  man  setzen 


=^.Wi'» 


+s)~<p\m+s  +  l)\d., 


^.e.  d. 


'  +  ■■■  +  "ni-i-iXj_"+'  bezeichnet, 
vie  oben 

/"-K*.   (»'S*), 
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Um  endlich  den  dritten  Theil  des  im  Eingange  der  Nummer  aasgespro- 
chenen Satzes  zn  zeigen,  setzt  man  in  10) 

Es  ist  nnn  anzunehmen,  dass  wenigstens  eine  Coordinate  von  /m« 
z.  B.  der  reelle  Theil,  bei  fortwährender  Zunahme  von  m  gleich- 
bezerchnete  Werthe  enthält,  die  über  alle  Grenzen  wachsen. 
Setzt  man  r»   n     i  -•  rr         /•  i   •  t 

Jfm  —  v*,„  -f-  «//,„ ,      /m  =  ^m  +  « ''m  > 

SO  folgt,  wenn  nur  m  gross  genug  ist: 

")     ±^«>±  {^«[1-9  (^)]+^m+i[9'(m+l)-.9(m)] +...}. 

Denn  wie  oben  erwähnt,  können  die  ^m,  ^m+i***  aIs  gleichbezeichnet  an* 
gesehen  werden;  die  eingeklammerten  Differenzen  sind  nach  8)  und  9) 
sämmtlich  positiv.  —  Wenn  nun  für  m  ^  üf 

wo  G  eine  gegebene  beliebig  grosse  Zahl  bezeichnet,  so  kann  man  aus  11) 

Bcbliessen  (m^ilf),     +G„>C., 

was  zu  zeigen  war. 

Innsbruck,  27.  Juli  1874.  Prof.  0.  Stolz. 


XVn.     Flächeninhalt   von  Farallelsohnitten    duroh  Segelflächen. 

Bew^ning  des  Schwerpunlctes  eines  freien  Systems  von  materiellen 

Punkten  in  einer  Ebene.    Bauminhalt  des  Frismatoids. 

§  1.  Wenn  eine  Gerade  an  den  Umfangen  von  zwei  geschlossenen 
Figuren,  welche  in  parallelen  Ebenen  e,  und  e,  liegen,  so  gleitet,  dass 
gleichzeitig  die  beiden  Umfange  ganz  durchlaufen  werden ,  so  erzeugt  sie 
eine  in  sich  zurückkehrende  Regelfläche ,  welche  mit  den  beiden  Figuren 
einen  Körper  begrenzt,  der  aus  dem  Prismatoid  hervorgeht,  wenn  die  Sei« 
ten  der  polygonalen  Endflächen  des  letztern  ins  Unendliche  vervielfältigt 
und  verkleinert  werden.  Der  Inhalt  V  dieses  Körpers  ergiebt  sich  daher 
aus  seiner  Höhe  h  und  den  Inhalten  F^ ,  F^  und  i^  der  Endflächen  und  der 
mittleren  Durchschnittsfigur,  wie  längst  bekannt ,  nach  der  für  das  Prisma- 
toid giltigen  Formel 

1)  r=A.^^      "^    *. 

Andererseits  erhält  man  den  Inhalt  eines  Körpers,  der  von  zwei  paral- 
lelen ebenen  Endflächen  und  einer  geschlossenen  Seitenfläche  begrenzt 
wird,  wenn  der  Inhalt  i^  der  Dnrchschnittsfigur,  in  welcher  der  Körper  von 
einer  zu  den  Endflächen  parallelen  Ebene  durchdrungen  wird ,  in  Function 
des  Abstandes  z  dieser  Schnittebene  von  einem  festen  Punkte  gegeben  ist, 
nach  der  Formel 


=/' 


dzy 


/ 


I  Uitthflila&gen. 


der  RichtQDg  der  wachsenden  z  aufeinan- 
m   festen  Punkte  bedeuten,  so  dass  die 


^.i  +  J.t'  +  ^.t' 

ter  t  in  die  Ebene  der  mittleren  Dnrch- 
die  OrSsse  der  Coefleienlen,  nicbt  auf  die 
,  so  erbält  man  mit  A  =  2e 

•  +  ,4,1*)  rfz  =  %e  (,J<,  +  \  A^e% 

jnten  A  hat  man,  wenn  /*„  F„ ,  F,  gegeben 

I  gilt  somit  für  alle  möglichen  Werthe  der 

wenn  der  Ansdrack  2)  constant  (Cylinder), 

id),  oder  zweiten  oder  dritten  Grade  nach 

eachriebenen  Körper  im  Allgemeinen  vom 

bne  Schwierigkeit,  wenn  man  letslereti  in 

der  angegebenen  Weise  ana  dem  Prismatoid  hervorgehen  ISast.   Im  Folgen* 

den  soll  aber  nicht  sowohl  die  Qradzahl  des  Ansdmcks;  als  vielmehr  das 

geometrische  Gesetz  ermittelt  werden,  ntfch  welchem  der  Inhalt  der  Dnrcb- 

Bchnittsfignr  von  der  Lage  der  Schnittebene  abhSngt,  sofern  das  Gesetz  der 

Bewegung  der  Ereengendea  der  RegelflSche  bekannt  ist. 

§  2.  In  den  parallelen  Ebenen  (,  nnd  ^  befinden  sich  die  Cnrven  c, 
und  Cf  WShrend  sich  Pankt  P,  anf  c,  and  P^  anf  c^  bewegt,  wird  auf  P,  P^ 
der  Pankt  P  so  angenommen,  dass  er  /*,  Px  nach  einem  conatanten  Verhält- 
nisae  theilt,  also  in  einer  za  e,  und  c,  parallelen  Ebene  i  eine  Cnrve  c  be 
schreibt.  In  e,  und  e,  seien  die  Pole  0,  und  0,  beliebig,  in  t  sei  Pol  0  als 
Spar  von  0,0t  angenommen  nnd  es  soll  sich  darum  handeln,  nachdem  die 
Punkte  P,  Pt  P  n"h  Py  P^  P  gelangt  sind,  den  Sector  OPP'  in  den  Secto- 
ren  0,  P^  P^  und  O,  P^  Pt  aoBzudrückeu.  Projicirt  man  c,  und  Cj  nebst  den 
sich  darin  bewegenden  Packten  durch  Strahlen  parallel  0,0,  auf  t  nnd 
bezeichnet  die  Projectionen  wieder  mit  denselben  Buchataben,  wie  die  pro- 
jicirteu  Gebilde,  so  sind  OP,Pi  und  OPtP,  anstatt  der  zwei  letzteren  Seo- 
toren  einzufahren. 

Was  auch  das  constante  VerhUltniss  sein  möge,  immer  lassen  sich  zwei 
Zahlen  (complement&re  Brttche)  ft,  nnd  (t,  derart  angehen ,  daea 


Kleinere  UittheiliiDg 


(•,  +  (H  =  I  and  P,P:  PP, 

Sind  alsdann  x,ff,  und  x^j/t  die  Coordini 
einem  rechtwinkligen  System  mit  dem  UrEproi 
naten  von  P 

Es  ist  also  P  der  Schwerpunkt  der  in  P,  t 
und  fi, ,  und  es  entsteht,  wenn  wir  nns  der  Küi 
von  einem  Punkte  beschriebenen  Fläche  den  • 
vom  Pole  0  nach  dem  Punkte  gezogene  Sector 

§3.  In  eineiEhene  werden  von  d 
P,,  Pt,...  Pa  um  einenPolO  gleichze 
...  F„  beschrieben;  was  fUr  eine  FISc 
zeitig  der  Schwerpunkt  des  Systems^ 

Es  seien  fiiT  fti>  ■•■  Hn  die  relativen,  d.  fa 
den  Punkten  zukommen,  wenn  die  Gesammtm 
einheit  angenommen  wird,  so  dass  also 

3)  fti  +  f4+-   +>•"  = 

so  werdeu  in  den  Coordinaten  der  einzelnen  Pi 
pnnktes  P  angegeben  durch 

a:  =  ft, «,  +  fi,  a-,  + .    .  +  fta  .r„  : 
4) 

Die  von  den  Punkten  Pp  und  P  im  Zeitel 

chenelemente  werden  angegeben  durch  die  Glc 

2dFj,  =  Xpdt/j,-gfd 

'  2dF  =  X  dy   —  y  a 

Wir  beweisen,  dass  lediglich  anfderarti] 

Doppelsumme  zurückgeführt  werden  kann: 

Von  den  n*  Gliedern,  welche  darin  enthalten  si 
n  Glieder,  welche  sich  mit  gleichen  Werthen  t< 
n{n~-\)  übrigen  Gliedern  sind  je  zwei  einande 
tanschung  der  Werthe  von  p  und  q  ineinander  ttl 
kann  daher  auch  folge ndermassen  angegeben  n 

')  'i^f2^^pf'^\{Xp-x^){dyp~dy^)-' 


KleiDere'Uitttieilnngeii. 


Prodacte  erhKIt  man  aus  der  Form  0),  wenn  immer 
n  anf  alle  Werthe  des  betreffenden  Index  von  1  bis  n 


—  Xy  dy,  +  y,  dXp  —  iF,  dt/p  +  ypdx^\ 

3  hieraus 

{Xp  dyp  -  yp  dXp)  -2{xdy~y  dx) 

^^Pt^pdFp-AdF. 
ch  die  geometrische  Bedentnng  des  ÄQsdrnckes  6) 
Xp—Xj  «nd  yp—Vq  die  Coordin&ten  von  Pp  in  einem 
[en  den  nrspiUnglichen  parallel  bleiben,  während  der 
reitet,  so  giebt  die  mit  ftp^,  multipltctrte  Klammer 
■es  FIflcheneletnents  an,  das  im  Zeitelement  dl  von 
ben  wird ,  dessen  Bewegung  nm  0  die  relative  Be- 
jarstellt.  Bezeichnen  wir  dieses  Fläch enelement  mit 
ge  der  Form  7)  die  Uber  eine  beliebige  Bewegnngs- 
«tion  das  Ergebniss 

=  £^pFp~F,  F=2^pFp~Z^fl,Fp,. 
sieben  anf  sSmmtliche  Combinationen  ohne  Veisetz- 
a  den  Indices  1  bis  n  zu  beziehen.  In  Worten: 
rpnnkt  beschriebene  FISche  ergiebt  sich ,  wenn  man 
Incte  je  ans  einer  relativen  Masse  und  der  von  ihr 
B  um  die  Summe  der  Producte  ans  je  zwei  relativen 
I  einer  relativ  um  die  andere  beschriebenen  FIHche 

1er  Gleichung  9)  lässt  noch  einen  andern  Ausdruck 

a')-K-^).    yi>—Sq=(Vp—y)  —  (.ffq—v)^ 

unter  Xpyp  und  a~,y,  anch  die  Coordinaten  von  zwei 
erden,  deren  Bewegungen  nm  0  die  relativen  Be- 
P,  nm  den  Schwerpunkt  darstellen.  Das  System 
Paukte  bewegt  sich  so,  daes  sein  Schwerpunkt  im 
verschwindet  daher  dF  und  dFp  ist  das  von  Pp  rela- 
tht  beschriehene  Fläcbenelement,  das  wir  mit  dFp 
verstehen.  Der  Sats  lautet  dann  so  : 
'C|.fp--SCl.*',--Sc,(F,-F,)- 


Kleinere  UittheilaDgen. 

Wenn  alle  Punkte  gleichEeitig  geschlossene 
sind  die  wXhrend  der  gemeinscbaftlicfaen  UmUuf 
benen  PlScben  tod  der  Lage  des  Poles  nnabhAngi 
sind ,  ala  die  Inhalte  der  Bahnen. 

Fttr  rttoklänfig  beschiiebene  Flächen  (Dreha 
~y)  mtlssen  ihre  Masszafalen  negativ  eingeßthrt  m 

§  4.  Kehren  vir  nnn  za  onseren  swei  Pnnktei: 
sich,  wenn  wir  den  Satz  0)  anwenden,  die  letzt« 
Glied  fhfsF,,  nnd  F,,  ergieht  sich,  wenn  aas  0 
mit  der  LBnge  und  Richtung  der  in  i  durch  Pr 
gesogen  wird,  als  der  Inhalt  der  von  ihrem  Endpn 
Die  so  entatehende  Fignr  ergiebt  sich  anch,  wenn 
in  0,  oder  in  0,  nnd  der  Basis  in  e,  oder  in  t, ,  de« 
sengenden  der  in  S  1  besprochenen  KegelflSche  pai 
parallel  0,  Ot  auf  i  projicirt  wird.  Es  ist  also  F^  t 
der  Ebene  der  einen  Endfläche  enthaltene  Basis  e 
sen  Spitze  beliebig  in  der  Ebene  der  andern  End 

Tbeilt  die  Ebene  der  Durchschnitts  fignr,  dere 
soll ,  die  HSbe  A  des  K&rpers  in  zwei  Abschnitte  i 
.»wird  h.+l^  =  h  ,ai  P.P:PP,  =  t 

1:1=»,:».,      *-l=*l=*L±l-  =  »,     , 
f*i    IH  fi       f»i       Pi  +  f*» 

also,  wenn  unter  Fk  die  Basis  des  Kegels  verstani 

F -^F, 

Will  man  anstatt  H,,  A,,  h  die  Abstände  z„  z, 
nnd  F  enthnltenden  Ebenen  von  einem  festen  Pu 
man  fUr  F  einen  Ausdruck  des  zweiten  6rades  nai 

Für  die  mittlere  Durchschnittsfigur  erhSIt  man  n 
F,  +  F, 

Der  Inhalt  des  KSrpers  wird  daher 

r  =  A    ^.  +  ^.  +  4^»^     f,  +  F, 
6  2 

Versteht  man  unter  C  den  ebenso  hohen  Cy 
arithmetische  Mittel  ans  den  Endflächen  ist,  und  n 
Kegel,  dessen  Mantellinien  denen  der  SeitenflSc 
sind,  so  wird  y p ,  „ 

Es  wird  dem  Leser  nicht  schwer  fallen,  die 
an  den  verschiedenen  Arten  der  Prismatoide  sow 
mit  ebenflächiger  Seitenbegrenzung  nachzuweisen. 

Stuttgart,  Februar  ISTfi. 


XVI. 

>  Untenachangeii  der  Bei 
iT&nderlioher  Systeme. 

Von 

.  Bdbuesteb, 

I.  PolTtecbaikTim  in  Dreiden. 
,  IV  n.  V,  FlgT  1  -  ID.) 


HitthelUng.* 

wir  znnScbst  das  folgetiTeiche  Pri 
!erlicbi«r  Systeme,  welches  den  R< 
sgrenztem  Maaese  vergrössert  und 
mattscheD  Methode  maDifeatirt,  du 
en  AnschanaDg  fQrdera,  und  dan 
gen  die  ersten  Stadien  des  Weges  < 
natisch'  geometrischer  Beziehangt 
Dgen  wieder  mit  den  coilinear-Ti 
ntlich  jede  Gerade,  wenn  wir  sie  i 
sen,   während  der  Bewegnng  eil 

,  d.  h.  in  allen  Phasen  eine  Gere 
>ie  Fortsetzung  unserer  Darlegunj 
erNnderlichen  Systemen  fahren,  : 
Kreise  ein  Kreis  entspricht,  und 
iegende  Gerade,  die  wir  als  einei 
hrend    des   Uebergaagee   in   eine 

verwandelt,  also  nicht  mehr  wie 
an  in  allen  Phasen  eine  Oerad« 
randtscbaft  wird  die  Bewegung  d 
le  za   der    Bewegung  der   ratio: 


*  FortsAtatiug  der  AbbAndlungcn  VII  nnd  XX  des  10.  Bandes  dieser  Z 

■•hilft  f.  MathtmKtlk  n.  Phjilk,  ZX,  t  26 
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Snderlicheti  Systeme  verall  gern  eine  rt,  bei  denen  im  AI 
in  einer  Systempbase  ein  Paukt  in  jeder  andern,  an 
Orandpankte  gehenden  Carve  n'"  Ordnang  in  einer 
bestimmte  Gntndpankte  gebende  Cnrve  n*"  Ordnat 
spricht;  und  eine  beliebige  Gernde  einer  Phiise  verit 
gang  in  eine  ander«  Phase  in  eine  Cnrve  n'"  Ordni 
Wir  werden  erkennen,  dass  sieb  ans  dem  ^ 
Methode  eine  Fülle  wichtiger  geometrischer  Oesi 
Transformationen  der  geometrischen  Gebilde,  wel 

Lie  nnd  Lindemann*  in  geistvoller  Weise  für  besondere  Zwecke  behan- 
delt haben ,  neues  Licht  durch  rein  geometrische  Betrachtangen  empfangen 
and  dass  in  nnseren  Untersachungen  die  Directtve  ffir  eine  höhere  aDalj- 
tische  Bntwickelung  liegen. 

A.    CoUinear-Ttrftnderliohe  ebcns  B7ttaiiL& 

Sind  zwei  in  einer  Ebene  liegende  colliaeare  Systeme  gegeben ,  so 
haben  dieselben  bekanntlich*  drei  selbstentsprechende  Punkte  nnd  drei 
selbstentsprechende  Gerade,  welche  darcb  je  zwei  dieser  Punkte  gehen; 
zwei  von  diesen  selbstentsprecbenden  Punkten  kSnnen  auch  imagio&r  sein, 
nnd  daun  sind  es  anch  die  beiden  selbst eatsprecheaden  Geraden,  welche 
durch  den  einzigen  reellen  selbstentsprecbenden  Punkt  geben. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  in  Fig.  1,  Taf.  IV,  0,  P,  Q  die  drei  selbstent- 
sprecbenden Paukte  sweier  uollinearer  Systeme  5„  S^  und  weisen  wir  einem 
beliebigen  Punkte  X^  in  5,  einen  beliebigen  entsprechenden  Punkt  Xt  in  iSj 
zQ,  so  sind  diese  Systeme  bestimmt.  Wir  können  demnach  an  jedem  wei- 
tem beliebigen  Punkte  Fi  in  S,'deii  entsprechenden  T,  in  Sx  in  folgender, 
für  nnsern  Zweck  besonders  vorlheilhafler  Weise  constrniren.  Wir  sieheo 
die  Geraden  QX^,  pF,,  QX^y  welche  die  selbstentsprechende  Gerade  OPresp. 
in  den  Punkten  Z,^  F,",  X^  schneiden,  und  bestimmen  in  der  hvfOP  liegeD- 
den,  durch  die  entsprechenden  Punkte  0,  P,  X,"  and  0,  P,  X,"  gegebenen 
collinearenPanktreihen,  für  welcbeO,/*  Doppelpunkte  sind,  zu  F,' der  ersten 
den  entsprechenden  Punkt  F,°  der  zweiten  Reibe,  indem  wir  einen  beliebi- 
gen, durch  OP  gehenden  Kegelschnitt  oder  Kreis  k  beschreiben,  durch  einen 
Punkt  1  desselben  die  Geraden  xX,",  j^X^  liehen,  die  den  Kreis  k  anderer- 
seits beziehungsweise  in  den  Paukten  ti,  5,  treffen,  dann  bestimmt  die  Ge- 
rade Stf},  welche  durch  den  von  k  und  s,  T,"  erzeugten  Scbnittpnnkt  t)  geht, 
auf  OP  den  entsprechenden  Punkt  F,*,  und  demnach  liegt  der  zo  bestim- 


*  Klein  und  Lie,  lieber  diejenigen  ebenes  Carven,  welche  dnrch  ein  geichlos- 
seoes  Bestem  von  einfach  nncndlicli  vielen  vertaasehbaren  linearen  TraDarormalioBeB 
in  sich  selbst  übergehen  (Hntb.  Annalen  Bd.  IV,  S.öO);  Lindemann,  Ueber  unend- 
lich kleine  Bewefon^en  nnd  über  Krnftaystenie  bei  allgemeiner  projectivischer 
Maassbesümmang  (Math.  Aonolen  Bd.  VU,  8.  50). 
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mende  Punkt  Y^  anf  der  Geraden  QY^,  In  gleicher  Weise  würde  man  eine 
zweite,  aber  darch  P  gehende  Gerade  erhalten,  auf  der  F,  Hegt»  wenn  man 
die  Scfanittpankte  der  Geraden  PX^ ,  PY^ ,  PX^  auf  0  Q  bestimmt  und  einen 
durch  die  Punkte  0,  Q  gehenden  Kreis  zieht.  Diese  Constrnction  ist  dann 
der  eben  ausgeführten  vollkommen  symmetrisch;  aliein  wir  gelangen  auf 
Kosten  dieser  Symmetrie  rascher  zum  Ziele  und  erhalten  eine  auch  für  ima- 
ginäre selbstentsprechende  Punkte  geltende  Bestimmung  des  Punktes- F,, 
wenn  wir  X^Y^y  welche  OP  in  Z>,  schneidet,  ziehen  und  zu  D^  den  entspre- 
chenden Punkt  der  obengenannten  Pnnktreihe  ermitteln.  Zu  dem  Zwecke 
ziehen  wir  jdurch  den  Schnittpunkt  6  von  D^s^  mit  k  die  Gerade  s^^^  diese 
schneidet  OP  in  D^  und  dann  ist  der  Durchschnitt  von  X^D^  mit  QY^  der 
gesachte  Punkt  F,.  Diese  Constrnction  bewahrt  auch  ihre  Giltigkeit,  wenn 
die  beiden  Punkte  0,  P  imaginär  sind ;  dann  muss  aber  der  Kegelschnitt  k 
80  bestimmt  werden,  dass  er  die  reelle  selbstentsprej^hondo  Gerade  in  diesen 
imaginären  Punkten  sehneidet. 

Nehmen  wir  nun  an,  ein  collinear- veränderliches  ebenes  System  5, 
welches  durch  die  Punkte  OPQX  bestimmt  ist,  durchschreite  die  Phasen 
OPQXij  OPQX^y  OPQX^y  ...,  welche  wir  mit  5,,  5^,  S,,  ...  bezeichnen, 
und  der  Systempunkt  X  bewege  sich,  in  die  Lagen  Z, ,  X,,  ^,,  ...  über- 
gebend, auf  einer  Curve  x^  so  bilden  auch  die  Punkte  Fi,  F,,  F,,  ...  eine 
Cnrve  y,  auf  der  sich  der  Systempunkt  Y  bewegt. 

Betrachten  wir  nun  OPQX^  und  OP^Fj  als  entsprechende  Punkte 
zweier  collinearer  ebener  Systeme  2?^,  Ey^  so  entspricht  dem  Punkte  X^  in 
27,  auch  der  Punkt  F,  in  2^;  denn  wenn  wir  in  den  durch  die  entsprechenden 
Punkte  0,  P,  Jr,°  und  0,  P,  F|°  bestimmten  Reihen  zu  X^  in  der  ersten  den 
entsprechenden  Punkt  in  der  zweiten  mit  Hilfe  des  Kreises  k  und  Benutz- 
ung der  Punkte  $,,  $,,  %,  17  construiren,  so  fällt  dieser  entsprechende  Punkt 
mit  Yf  zusammen  und  demnach  sind  QX^^  QYf  entsprechende  Gerade  in 
den  Systemen  2^^,  E^.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  auch  —  voraus- 
gesetzt, P  sei  nicht  imaginär  — ,  dass  PX^  und  PF,  entsprechende  Gerade 
in  diesen  Systemen  sind.  Hiermit  ist,  wenn  die  selbst'entsprechenden  Punkte 
reell  sind,  b^viesen,  dass  dem  Punkte  X^  in  E^  der  Punkt  F,  in  Ey  ent- 
spricht. —  Sind  aber  zwei  selbstentsprechende  Punkte,  etwa  0  und  P,  ima- 
ginär, so  ergiebt  sich  der  Beweis  durch  folgende  Ueberlegnng.  Wir  nehmen 
in  5,  auf  QX^^  und  Q  F,®  resp.  die  Punkte  X\ ,  Y\ ,  welche  auf  einer  durch 
D,  gehenden  Geraden  liegen,  an;  dann  entspricht  in  dem  System  5,  der 
Schnittpunkt  X\  von  O^t  na'^  Ix^'x  cicm  Punkte  X\  und  ebenso  entspricht 
in  diesem  System  der  Schnittpunkt  Y\  von  QY^  mit  /y  Y\  dem  Punkte  Y\, 

Die  in  .den  Systemen  S^ ,  5,   entsprechenden  Strahlenbtischel    Z>,  (^|^  F,^, 

X\Y\,X^Y^,Q.,,)  und  />,  (Z,°  F,«,  X^^,  I^,,ö...)i  deren  Mittel- 
punkte />!,  />,  auf  der  selbstentsprechenden  Geraden,  liefern  die  collinearen 
Ponktreiben  X.^'X', X,Q.,.,  X^^X\ -T, ß. . . ,  F,° F',  F, (?. . . ,  Y^^ Y\Y^O.... 
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anch  X^  nad  f,  aaf*  den  Geraden  QX,"*,  Qf^  entBprechende 
SfstemeD  £t,  2^,  and  folglich  müssen,  da^.,  1^  ebeofallB 
Pnnkte  sind,  die  Geraden  x^xi  n^y  sich  in  einem  Fankle  t 
a.  In  gleicher  Weise  zeigt  sich,  dass  auch  dem  Pnukte  X, 
ntspricht,  nnd  folglich  sind  die  Bahncurven  X  und  y,  welche 
Punkte  X,  X^X^...  and  F,  F,  T, . . .  bestimmt  werden ,  ent- 
ven  in  den  Systemen  E^c,  2y,  welche  die  selbstentsprechen- 
P,  Q  besitzen.  Ist  also  die  Bahncarve  x  eines  Panktes  X  des 
derlichea  Systems  S  und  seine  Lage  A*,  in  einer  Systemphase 
können  wir  leicht  die  Bahncarve  y  einea  beliebigen  andern 
Y,  der  in  S,  die  Lage  F^  einnimmt,  als  die  entsprechende 
den  collinearen  Systemen  constrairen,  die  dnrch  die  selbst- 
Pnnkte  0,  P,  Q  nnd  dnrch  die  entsprechenden  Pnnkte  X„ 
id.  Die  nicht  festen  Pnnkte  einer  selbst  entsprechen  den  Oe- 
sicb,  welche  Bahncnrven  anch  die  anderen  Syatempnokte 
gen,  in  dieser  Geraden j  nnd  die  dnrch  einen  selbstentspre- 
gebenden  nicht  festen  Geraden  amhällen  diesen  Pnnkt. 
nd  Geraden  bilden  demnach  eine  Ansnahme  nnd  daher  wol- 
i  der  Darlegung  der  allgemeinen  Resnltate  aanUchst  aaa- 
s  unseren  Betrachtungen  ergeben  sich  mit  Berücksichtigang 
Beziehungen  die  wichtigen  fundamentalen  Sätze: 
rei  Punkte  eines  \a.  Sind  drei  Gerade  eines 

vertinderlicben  collinear*  verändert  icben 
ems  fest,  so  sind  ebenen  Systems  fest,  so  sind 
rven  der  beweg-  alle  Hüllbahnen  der  beweg- 
.empnnkte  ent-  liehen  Systemgeraden  ent- 
Cnrven  in  col-  sprechende  Onrren  In  col- 
enen  Systemen,  linearen  ebenen  Systemen, 
e  drei  festen  welche  die  drei  festen 
selbstentspre-  Geraden  als  selbstentspre- 
^tö  besitzen.  chende  Gerade  besitzen. 

I  Sätzen  folgt  die  Umknhrbarkeit  der  Bewegung.  Betrachten 
collinear-reränderlichen  ebenen  System  S  mit  drei  festen 
inrve  K  als  Sysleracnrve,  deren  Phasen  Ä*, ,  A*,,  K,...  sind, 
die  Punkte  A,  B,  C,  ...  der  Cnrve  K  die  Bahncnrven  a,  b, 
,  wir  uns  alle  Phasen  Ä', ,  Ä", ,  *",  . .  erstarrt,  so  kSnnen  wir 
;urveD  der  Punkte  einer  Gurre  L  ansehen,  deren  a,  b,c,... 
I  neuen  collinear-veränderlicfaen  ebenen  System  £  angehört, 
>en  drei  festen  Punkte  wie  das  System  S  besitzt.  Da  die 
&*, ,  A*!,  i', ...  und  die  Cnrven  a,  b,c...  dieselbe  Curve  k 
inn  die  HflHbahncarve  x  auf  zweierlei  Weise  erzeugt  werden. 
In  lassen  sich  leicht  viele  interessante  Sätze  ableiten,  von 
lie  wichtigsten  hervorheb  eif. 
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2,  Sind  drei  Pnnkte  eines  2a.  Sind  drei  Gera  de  eines 
eollinear  -  veränderlichen  collinear  -  veränderlichen 
ebenen  Systems  fest  nnd  be-  ebenen  Systems  fest  und  nm- 
wegt  sich  ein  Systempunkt  hüllt  eine  Systemgerade  eine 
auf  einer  Carve  n*®*"  Ordnung,  Curve  n**'  Classe,  so  umhül- 
so  bewegen  sich  alle  beweg-  len  alle  beweglichen  System- 
lichen Systempunkte  auf  Cur-  geraden  Curven  n^^^  Classe 
ven  n^'*'  Ordnung  und  erzeu-  und  erzeugen  an  diesen 
gen  auf  diesen  Punktreihen,  Strahlensysteme,  die  sich  in 
die  sich  in  collinearen  Syste*  collinearen  Systemen  ent- 
men  entsprechen,  welche  die  sprechen,  welche  die  drei 
drei  festen  Punkte  entspre-  festen  Geraden  entsprechend 
chend  gemein  haben.  gemein  haben. 

Wenn  wir  in  jedem  Punkte  einer  Systemphase  die  Tangente  an  die 
betreffende  Bahncurve  ziehen ,  so  sind  auch  alle  diese  Tangenten  entspre- 
chende Gerade  im  collinearen  System,  welche  die  festen  Punkte  und  die 
festen  Geraden  entsprechend  gemein  haben;  und  daraus  folgen  die  Sätze: 

3.  Das  D  opp  el  verhält-  3  a.  Das  Doppelverhält- 
niss  des  Berührungspunktes  niss  der  Tangente  an  einem 
einer  Tangente  einer  Bahn-  Punkte  einer  Bahncurve  und 
curve  und  ihrer  drei  Schnitt  -  seiner  drei  Verbindungsgera- 
punkte  mit  den  festen  Ge-  den  mit  den  festen  Punkten 
raden  ist  constant  für  alle  ist  constant  für  alle  Tangen- 
Berührungspunkte,  welche  ten,  welche  die  Bewegungs- 
die  Lagen  der  Systempunkte  richtung  der  Systempunkte  in 
in  einer  Systemphase  ein-  einer  Systemphase  angeben, 
nehmen. 

Ist  in  einem  Punkte  einer  Systemphase  die  Tangente  an  der  Bahncurve 
bekannt,  so  können  wir  leicht  in  jedem  andern  Punkte  dieser  Systemphase 
die  Tangente  seiner  Bahncurve  als  die  entsprechende  Gerade  von  jener 
Tangente  construiren. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  eines  collinear-veränderlichen  ebenen  Systems 
mit  drei  festen  Punkten  oder  Geraden  auf  einem  Kegelschnitte,  so  bewegen 
sich  alle  beweglichen  Punkte  auf  Kegelschnitten ;  wenn  einer  dieser  Kegel- 
Bchnitte  durch  einen,  zwei  oder  durch  alle  drei  der  festen  Punkte  geht,  so 
gilt  dies  von  allen  Kegelschnitten,  und  wenn  einer  dieser  Kegelschnitte  eine, 
zwei  oder  alle  drei  der  festen  Geraden  berührt,  so  gilt  dasselbe  von  allen 
Kegelschnitten. 

Nehmen  wir  an,  es  bewege  sich  ein  Systempunkt  auf  einem  Kegel- 
schnitte, der  zwei  selbstentsprechende  Gerade  in  je  einem  selbstentspre- 
chenden Pnnkte  berührt,  so  bewegen  sich  alle  beweglichen  Systempunkte 
aaf  Kegelschnitten ,  welche  jene  Gerade  in  denselben  Punkten  berühren. 


!1S6  Kini^miitiecb- geometrische  Unters 

Die  Oeflsmmtheit  aller  BahDcarven  bilden  in  di 
Kegelschnitten,  welehe  zwei  selbstentsprechend 
entspre  eben  den  Punfcte  berttbren,  and  die  drii 
obenden  Geraden  ist  die  gemeinschaftliche  Poli 
den  dritten  festen  Pankt  ala  Pol.  Da  ein  Kegel 
ten,  die  Berübrangspnnkte  und  einen  Punkt  l 
B ah nkegel schnitte  aller  Sfsteupnnkte,  die  aul 
liegen,  in  diesem  zuBammenfellen,  and  wenn  ' 
Uittbeilnng,  die  selbstentsprecbendeu  Punkte  d 
selbstentBprechenden  Geraden  die  Collineationi 
halten  wir  den  Satz: 

4.  Alle  Kegelschnitte,  welche  swe 
in  je  einem  CoUineationspol  berttbrei 
einförmigen  Bewegung  eines  collinea 
neu  Systems  in  sich  selbst  aber,  wenn 
auf  einem  solchen  Kegelschnitte  bew( 

Neben  diesen  Sats  kann  man  den  reciproki 
die  BerUbriingspnnkte  oder  die  beiden  betreffe 
ginär  und  Fallen  dieselben  mit  den  unendlich  fern 
zusammen,  dann  werden  die  genannten  Kegelsc 
welche  den  dritten  reellen  Collioeatioaspol  als 
pnnkt  haben,  und  die  Bewegung  gebt  über  in 
ebenen  Sj'stems  am  diesen  Mittelpunkt.  Wenn 
bezüglich  der  collinear-verliaderlichen  ebenen  S 
Bewegung  Collinearrotatioa  and  den  dritten  Co) 
centrum  nennen,  so  können  wir  sagen: 

5.  Bei  der  Collinearrotation  bew< 
punkte  in  Kegelschnitten ,  welche  zw( 
in  je  einem  Collineatiooapol  berühr« 
dritte  CoUineationspol,  das  Kotationsi 
Collineationsgerade   beziehungsweise 

Herr  Klein  bat  diese  specielle  einförmigi 
verSnderlicben  ebenen  Systems  die  „Bewegung 

Bewegt  sich  ein  Systempankt  auf  einer  Ge 
hewegticbe  Systpmpnnkt  bei  der  einförmigen  B 
und  die  Punkte  der  verschiedenen  Sy^^tempbase 
collineare  Punktreihen.  Gebt  eine  Babogerade 
pol,  so  geben  alle  durch  denselben;  alle  diese  C 
betrachtet,  bewegen  sieb  in  sich  selbst  und  die  ai 
geraden  umhttllen  Punkte,    welche   eich   anf  d 


*  Klein,   Ueber  die  sogenannte  mcbtenklldUc 
Bd.  IV,  8.  B02J. 
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isgeradsn  befinden.  Nehmen  wir  einen  8y- 
eiden  anderen  CollineatioDSgeraden  in  den 
len  herühit,  dann  bewegen  sieb  im  letzten 
IschniUes  anf  den  Strahlen  eines  Büschels, 
Ilineationapol  ist;  nnd  für  alle  Kegels chnilt- 
ol  und  die  gegenüberliegende  CoUineations- 
d  Polare.  Fallen  die  beiden  Coli  ine  «tions- 
;alschaitt  berührt,  mit  den  anendlicb  fernen 
imen,  dann  gebt  das  collineat-veränderlicbe 
jrstem  Über,  dessen  Punkte  sich  auf  Geraden 
lichkeitspol  geben,  und  jene  Kegelschnitt- 
Icbe  den  Aebniichkeitspol  als  gemeinschaft- 
ihmen  wir  wieder  einen  Systemkegel schnitt, 
I  je  einem  Collineationspol  berührt,  an  und 
iD  anf  einer  beliebigen  Geraden  g  fortschrei- 
aren  beweglichen  Punkte  des  Systemkegel- 
enten an  der  Kegel schnittphase  sind,  welche 
'base  begrenzt  das  Gebiet  der  Ebene,  über 
ilschnitt  hinwegstreift, 

n,  dasB  die  Kegelschnitte,  welche  zwei  Col- 
illineationspol  berühren,  sich  in  sich  selbst 
t  anf  einem  solchen  Kegelschnitt  fortscbrei- 
,ss  es  noch  andere  Syetemcnrven  giebt,  die 
lg  eines  collinear- veränderlichen  ebenen 
1.  Die  Punkte  einer  solchen  Cnrve  beschrei- 
ser  Curve  zusammenfallen,  die  Pbasen  einer 
ve  selbst  ein,  and  demnach  können  wir  sie 

Die  Herren  Klein  ond  Lie  haben  diese 
liandlnng  (F-Cnrven  genannt  und  ihre  wicb- 
i-geometrisch  abgeleitet. 
Q  ein  reeller  Collineationspol,  g  eine  reelle 
an  Kegelscbnilt  k  in  zwei  imaginären  Pnnk- 
beiden  imagin&ren  CoUineations  pole  (Q,  P) 
in  noch  zwei  Punkte  A, ,  ^,  beliebig  an  ,  so 
S, ,  Sf  eines  einförmig  bewegten  collinear- 

S  bestimmt]  betrachten  wir  A^  zu  S,  ge- 
demgemäss  mit  ß, ,  dann  entspricht  diesem 
irch  die  in  Fig.  1  angegebene  GoQstrnction, 
,  bestimmt  haben.  Sehen  wir  jetzt  B^  als 
;eichnen  ihn  als  solchen  mit  C, ,  dann  ent- 

St  o.  8.  w.  Die  so  erhaltenen  Punkte  A,, 
1  Polygon,  welches,  an  5,  gehörend  betrach- 


FCinemaliBch-geometrieche  IjDtersi 

bst  übergeht,  wenn  A,  nach  B,Af 
I.  f.  üenket]  wir  aus  die  Polygo 
ine  BystemcDTTe  •^i^i^i . .. ,  weit 
1  rebschreit  et,  in  sieb  selbst  Ubei^el 
lunkte  darchlanfeu  dann  auch  Seil: 
len,  weDD  zwei  Calliueatioaspole  : 
Igen  nm  den  reellen  ColiineatioDsp 
a  die  imaginären  Collineationspol 
eispaakten  zusammen,  dann  istd« 
id  die  Selbsthtillcarven  sind  logar 
eitspol  als  gemeiaschaftlichen  asyi 
mischen  Spiralen  schneiden  alle 
aden  unter  gleichem  Winkel  nnd  i 
ie  beliebig  angenonTroenen  Punkt 

der  zwei  CoUineationsgeraden  ii 
sind  die  SelbsthilUcarven  die  oben 
ahncnrven  aller  anf  einer  SelbatI: 
punkte  mit  der  SelbstbUllcurve  z 

3a  die  folgenden  Sfttze: 
ioppelTerb&ltniss  6  a. 

ingspanbtes einer       niss    de 
siner    Selbslbitll-       Punkte 
ihrer    Schnitt-       undsei 
len  ColIineatioDS-       den    m 

coDStant.  polpn  i 

mmtheit  aller  SelbsthallcnrTen,  wi 
lee  coUinear  -  veränderlichen  ebei 
]e  SelbsthUllcnrvenschaar.  üie  C 
ir  in  den  CoUineationspolen  sehne 
te  einer  beliebigen  Systemcurve  i 

dieser  Sj'stemcurre  eine  zQ  de 
o;  denn  dieselbe  HllUbabn  wird 
elbBthlillcorveu  sind,  nmhUllt,  ab 
e,  die  nmhtllUe  selbst,  bei  der  U 
I  mit  imaginärer  Berttbrung  auf. 
t  aas  den  Orundbeziehungen  der 
Selbstbüllcnrren  einer  Scbaat  en 
men  sind,  welche  die  CoUineatioi 
iss  jede  Selbsthttllcorve,  wenn  wir 
inkte  in  collinearen  Systemen,  v 
|[emein  haben,  betrachten,  hineich 

selbst  entspricht. 
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Bewegt  sich  bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  collinear- veränder- 
lichen ebenen  Systems  ein  Systempankt  auf  einer  Geraden,  so  bewegen  sich 
alle  beweglichen  Systempunkte  auf  Geraden.  Betrachten  wir  eine  bestimmte 
Systemphase  ^| ,  so  entspricht  jedem  Punkte  dieser  Phase  eine  durch  ihn 
gehende  Bahngerade,  und  jeder  als  Bahngerade  angesehenen  Geraden  ein 
auf  ihr  liegender  Punkt  der  Phase  S^.  Nur  die  Collineationspole  und  Col- 
lineationsgeraden  bilden  eine  Ausnahme.  Bestimmen  wir  zu  jeder  durch 
einen  Punkt  gehenden  Bahngeraden  den  auf  ihr  liegenden  Punkt  der  System- 
phase S^ ,  so  liegen  diese  Punkte  auf  einem  durch  die  Collineationspole 
gehenden  Kegelschnitte.  Demnach  entspricht,  wenn  wir  die  Collineations- 
pole ausscbliessen ,  jedem  Punkte  A  ein  durch  diesen  Punkt  und  durch  die 
Collineationspole  gehender  Kegelschnitt  X  und  umgekehrt  jedem  durch  die 
Collineationspole  gehenden  Kegelschpitt  X  ein  auf  ihm  liegender  Punkt  A^ 
durch  den  die  Bahngeraden  gehen,  auf  de^en  sich  die  Punkte  dieses  Kegel- 
schnittes bewegen.  Betrachten  wir  nun  die  Tangenten  einer  beliebigen 
Curve  S  als  Bahngerade,  so  bilden  die  auf  diesen  Tangenten  liegenden  ent- 
sprechenden Punkte  eine  Curve  6,  deren  Punkte  sich  auf  diesen  Tangenten 
bewegen  und  deren  Phasen  die  Curve  S  umhüllen.  Denken  wir  uns  ferner 
au  den  Punkten  A  der  Curve  6  den  durch  die  Collineationspole  gehenden 
entsprechenden  Kegelschnitt  a  bestimmt,  so  müssen  auch  diese  Kegel- 
schnitte die  Curve  9  umhüllen ,  weil  zwei  unendlich  nahe  liegende  Tangen- 
ten sich  in  den  Punkten  A  der  Curve  6  schneiden.  Die  Kesultate  dieser 
Darlegungen  lassen  sich  noch  in  folgender  Weise  verallgemeinern.  Die 
Punkte  einer  Systemcurve  A.,  deren  Phasen  einerseits  einen  Punkt  A  umhül- 
len, bewegen  sich  auf  Bahncurven  /,  welche  denselben  Punkt  A  umhüllen, 
also  durch  ihn  hindurchgehen.  Denken  wir  uns  einen  Büschel  solcher  Bahn- 
curven /,  die  durch  einen  Punkt  A  gehen  und  entsprechende  Curven  in  col- 
linearen  Systemen  sind ,  welche  die  Collineationspole  entsprechend  gemein 
haben,  construirt,  so  entspricht  einer  jeden  dieser  durch  A  gehenden  Bahn- 
CQrve  /  ein  auf  ihr  liegender  Punkt  L  der  Systemcurve  A.;  dem  Punkte  A 
entspricht  demnach  die  Curve  A,  und  umgekehrt  entspricht  jeder  andern  mit 
A  in  jenen  Systemen  collinearen  Curve  ein  auf  ihr  liegender  Punkt  A* 
Nehmen  wir  an ,  eine  Curve  ß  sei  von  einer  Schaar  von  Bahncurven  i  um- 
hüUt,  so  entspricht  jeder  Curve  i  ein  auf  ihr  liegender  Punkt  T  und  diese 
Punkte  T  bilden  eine  Curve  9,  deren  Punkte  sich  auf  den  Bahncurven  i 
bewegen  und  deren  Phasen  die  Curve  6  umhüllen.  Da  wir  jeden  Punkt  A 
der  Curve  S  als  einen  Schnittpunkt  von  zwei  unendlich  nahen  Curven  t 
ansehen  können,  so  entspricht  jedem  Punkte  A  eine  Curve  A.,  welche  die 
Curve  0  berührt. 

Um  unsere  Darlegungen  an  einem  einfachen,  interessanten  Beispiel  zu 
erläutern,  nehmen  wir  an,  es  sei  in  Fig.  3  durch  den  Bahnkreis  a,  dessen 
Mittelpunkt  a^  ist,  und  durch  den  Aehnlichkeitspol  0  die •  kreislinige  Be- 
wegung eines  ähnlich- veränderlichen  Systems  S  bestimmt,  dessen  eine  Phase 
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6  Dorchmeaser  -  Endpunkt e.„£^  k"  dnrch  die  Be- 

i":t'0  =  h"u^:h"0  =  ia^UO 

X"u  durch  die  Ithnlichen  Dreieck«  Ot"l"o  ood  OiJ, 
gegooen.  i^a  a&a  juiHeipnDktsystdm  /o,  ^*,,  ...  x"a  dem  Pnnktsyatem  T',, 
T"i, ...  il"g  äfaultcb  ist,  80  berührt  nach  der  Kreis  »"  die  Corve  /„<",...  in 
dem  Punkte  f',.  Die  Dnrchmesser-  ßadpnakte  i,  ■", . . .  der  Kreiee  »',  x",  . . . 
liegen  anf  einer  der  Cnrve  0  Sbulichen  Cnrve;  das  Gleiche  gilt  demnach 
von  den  Mittelpunkten  l\,  i",, . . .,  und  da  in  nnserer  Figur  S  ein  Kreis,  so 
folgt  hierans,  daes  das  cartesische  Oral  ancb  als  die  H&Ilbahn  eines  Kreises 
1  des  Systems  S  angesehen  werden  kann,  dessen  Mittelpunkt  lg  einen  Kreis 
dnrcblSaft.    Unsere  Betrachtung ea  liefern  daher  den  allgemeineren  Satz: 

Eine  Systemcurve  0  eines  kreislinig  bewegten  ähnlicb- 
verftoderlichen  Systems,  welche  einerseits  eine  HUllb&hn  S 
ersengt,  ist  selbst  wieder  die  H&Ubabn  eines  Systemkreiaes, 
der  in  einem  ähnlich- veräuderlicbeu  System  liegt,  von  dem 
ein  Pnnkt  sich  auf  der  Curre  6  bewegt. 

Die  Kreise  ^,  (", . . ,,  welche  die  Cnrve  B  einerseits  berühren,  umhüllen 
aodererseits  noch  eiue  zweite  Carre  W,  für  welche  dieselben  Beziehungen 
gelten,  die  wir  hinsichtlich  der  Oorve  S  erkannt  haben.  Die  BerUhraugs- 
paukte,  welche  die  Kreise  /,  C,...  mit  ^bilden,  können  wir  leicht  bestim- 
men.  Ziehen  wir  z.B.  die  Tangente  d' I  &a  0  und  die  Tangente  f",i  an  den 
Kreis  x  nud  beschreiben  über  I(\  als  Durchmesser  einen  Kreis  e,  üo  gebt 
dieser  durch  j^  nnd  dnrcb  den  Aehnlicbkeitspol  0,  weil  die  Winkel  OA'l, 
'^'"g/ gleich  sind,  und  schneidet  andererseits  f"  in  dem  Paukte  jff^,  in  welr 
ehern  der  Kreis  ('  die  nicht  gezeichnete  Curve  ^berührt,  deren  Tangente 
U°  ist. 

In  der  aweiten  Mittheilnug,  Bd.  19,  S.  4aS,  haben  wir  die  Bestimmung 
der  CollineatioDapole  für  die  Phasen  bei  der  allgemeinen  Bewegung  eines 
collinear-Teränderlichen  ebenen  Systems  abgeleitet  und  damit  die  Construc 
lion  der  Colljnealionspolbahn  und  der  Collineationspotcurve  angegeben. 
Für  SbnHch-Teräjiderliche  ebene  Systeme  wird  diese  Bestimmung,  wie  wir 
iu  der  ersten  Mitthoilnng,  Bd.  19  S.  167,  gezeigt  haben,  einfach  und  diese 
Constrnction  leicht  ansfährbar. 

Um  nun  die  wichtigen  Beziehungen  zwischen  CoUineationspoIbahn  und 
Collineationupolcurve  und  die  Umkehrbarkett  der  allgemeinen  Bewegung 
eines  collinear-verSnderlichea  ebenen  Systems  klar  darzulegeo,  betrachten 
wir  in  Fig.  5  einen  concreten  speciellen  Fall,  die  allgemeine  Bewegung  eines 
Sbnlich-veränderlichen  ebenen  Systems;  es  wird  dadurch  die Uebersicbtücb- 
keit  der  Darlegungen  ohne  BeschrUnkung  der  Allgemeiobeit  gefSrdert. 

Die  allgemeine  Bewegung  eines  ähnlich  -  verSnderlichen  ebenen  Sy- 
Btema  S  ist  bestimmt,  wenn  wir  in  Fig. 6  zwei  beliebige  Curven  a  und  (J  als 
R.k IQ  zweier  Systempuukte  A^  B  nnd  eine  dritte  beliebige  Cnrve  i 
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t1n(l!Btti)(XS.^dei  Sf  stemgeradeD  A  i 
u,§,  t  mit  nvadlicb  Tielen  uc 
B^Br,  BtB,,  ..''.  und  B'B",  E" 
a  Bewegung  dea  Sjrstems  S  ans  au 
aigea  Bewegaogen  zasammeDgesel 
ebalichkeitspoie  fUi  die  durch  ^,  J 
en  S,,  S,,  S,, ...,  80  bleibt  0»  1 
Bewegung  vod  ^,  S,  bis  ^  £| ,  eb 
5,  Q.  B.  w.  Die  Pnokte  0',  0',0' 
Vieleck  mit  uaendlicb  vielen  ane 
amen  wir  die  Punkte  (ß,0^,Ö^, 
A(fl   A,B,r<jAO'. 


Iden  die  Pnnkte  0*,  0",  »m^ ...  di 
leck  mit  nuendlicb  kleinen  Seiten 
is  JtBt  gelangt  (fiO'^  nacb  O'O*. 
bt  OD^om  in  O'O»  über  n.  s.w.  Df 
veränderliche  PolcQrve  u 
lee  Xbnlicb-TerSnderlichei 
n  Polbahn  o  und  diese  ist 
rve  dt. 

.  6  sind  drei  Sj'Stempbeaen  S, ,  S 
en  System^  S,  dessen  Sjstempan 
,  dessen  Systemcurve  £"  die  HUlI 
den  Pnnkte  0',  Q\  Cf;  <fi,  0°,  0™ 

n  wir  an,  es  sei  in  Fig.  6  die  Syst 
I  Punkten  ^, ,  ß,  fest  nnd  die  Cm 
'ftiiderlichen  ebenen  System  2  8j 
en  0,  A*,  und  die  Pnnkte  'f , ,  £,  i 
£t,£f,...  dieses  Systems,  wem 
,  die  wir  demgemtlss  mit  a, ,  ß,, 

A,B,K,0^    ti,ß,x,>^A,B,j 

J,  B,K,<mutßtKt(^  A^Bt. 


r.  t>.  BnRXSSTBS. 


sasammeti.   Die  Cnrvenphaaen«, ,  «1,  n,,.,. 

IllIeDTesp.diepDiikte^,,/',  nod  dieCnrvef,. 

'O,  weil  süccesBive  O'O*  mit  Of^Ö'^,  O'O'  mit 
0^0"^  a.  8,  w.  snsammentltllt,  nod  die  Ptinkte  des  8; stema  2  bewegen  sich 
anf  B^bncarven ,  die,  als  SyBtemcnrveu  zd  S  gehörend,  feste  Paukte  Dtn- 
httlleii.  Die  erhaltenen  Reanltnte  nnaerer  Betrachtungen  gelten,  wenn  wir 
bei  der  Entwickelnng  statt  der  Aehnlichkeit  die  CoUineation  in  Betracht 
lieken ,  sQcb  fot  collJaear  verSaderlicbe  ebene  Systeme ;  nnd  demnach 
ergeben  eich  die  Sätse: 

7.  Bei  der  Bewegnng  eines  colliaear  -  veränderlichen 
ebenen  Systems  rollt  dieColHneationspolcurTe  anfderCol- 
lineatioDspolbabn. 

8.  Eine  Phase  K,  einer  in  einem  colHaear  -  verlnder- 
lichen  ebenen  System  S  liegenden  CarveJC,  welche  eine  HtllK 
bahncarve  x  erzengt,  kann  als  die  HUIlbahncnrve  von  der 
einem  collinear-veränderlinhen  ebenen  System  S  zngewie- 
Benen  Cnrve  »  angesehen  werden;  dabei  bewegen  sich  die 
Punkte  des  Systems  £  anf  solchen  Cnrven,  die,  wenn  sie 
den  System  5  angehörten,  Punkte  umhüllen  nnd  die  Phase  o, 
der  bei  der  ersten  Bewegung  anf  der  Collineationspolbahn  a 
rollenden  Collineationspolcurve  o  des  Systems  S  ist  bei  der 
■  weiten  Bewegung  die  ColÜneationspolbahn,  anf  der  die 
Onrve  u  des  Systems  2  rollt*. 

Dieses  wichtige  Princip  der  Umkehrnng  gilt  aber  nicht  nur  fttr  die 
Bewegnng  collinear- veränderlicher  ebener  Systeme,  sondern  auch  für  die 
Bewegnng  rational -Teränderlicher  ebener  Systeme  nnd  ist  daher  für  die 
kinematische  Methode  von  der  höchsten  Bedentnng. 

Dm  die  Anwendung  dieses  Princips  in  einem  einfachen  Falle  zn  zeigen, 
betrachten  wir  beispielsweise  die  geradlinige  Bewegung  eines  Systemkreises 
in  einem  ähnlich  ■  veränderlichen  ebenen  System  S.    In  diesem  Falle  wird 


*  Herr  Banleaiix  hält  es  in  seiner  „Theoretischen  Kinematik"  S.  &95  fOr 
dDrehaDS  Dothwendig,  bei  «tarren  Sjstemen  die  Polcurve  „bewegliche  Polbahn"  eq 
nennen,  weil  durch  die  Umkehrung  der  Bewe^ng  Polbaho  and  PoIcutt«  in  Wecbsel- 
Jeiiehang  treten.  Wir  bebalten  aber  die  Benennung'  Polcurre ;  denn  die  Consequeni 
Uiaes  Grundes  ist  ubsolnt  undurchfährbar.  Wir  därfen  dann  anch  nicht  Systempunkt 
Dnd  Bahncurre ,  nicht  Syetemcnrve  und  Hiitl  bahn  cnrve  sagen ;  denn  beide  Paare  ver- 
tiiuchen  bei  der  Umkebrang  der  Bewegnng  ihre  Bulle.  Man  dürfte  demnach  z.B.  aach 
eicht  Multiplican das  und  Maltiplicator  eines  Prodnctes,  nicht  Anfang  nnd  Ende  einer 
Seraden  Btrecke,  nicht  Orundriss  and  Anfriss  eines  Gegenstandes,  nicht  Bild  nnd 
■original  bei  einer  perspectlviach  dargestellten  ebenen  Fignr  sagen;  kurz,  bei  den 
mKnulchfoltigenWechselbeziehnngen,  welche  in  der  Mathematik  anftreten,  müsse  die 
uiachnidige,  das  Teritäadniss  fordemds  Yersohiedenheit  der  Benennungen  beseitigt 
'erden. 
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die  Polbabn  und  Polcnrve  dureh  den  Aehnlichkeitspol  repräsentirt.  Bewog^ 
sieh  (Fig.  7)  der  Mittelpankt  M  eines  Systemkreises  Ky  dessen  Phasen  iCjg^ 
Kyy  ...  sein  mögen,  anf  einer  Geraden  fi,  so  ist  nach  der  ersten  Mittheilaog^ 
S.  163  die  Hüllbahncarve  x«  ein  Kegelschnitt,  dessen  einer  Brennpunkt  d^r 
Aehnlichkeitspol  0  ist  Bei  der  geradlinigen  Bewegung  umhüllen  alle  durch 
0  gehenden  Systemkreise  Punkte  und  dem  Punkte  C^,  in  welchem  die 
Phase  £x  ^^^  Kegelschnitt;  x«  berührt,  entspricht  Tangente  y  als  Bahn» 
gerade ,  die  Ky  in  Cy  trifft.  Kehren  wir  die  Bewegung  um ,  so  bleibt  der 
Punkt  0  der  Aehnlichkeitspol  für  ein  neues  ähnlich -yerICnderliches  System 
Sy  in  dem  %  eine  Systemcurve,  %g  eine  Phase  derselben  ist,  und  dessen 
Punkte  sicK  auf  Bahnkreisen  bewegen,  die  durch  0  gehen.  Jede  beliebige 
Kreisphase,  etw^  Ky ,  können  wir  als  die  Hüllbahncurve  des  Kegelschnittes 
X  des  Systems  2  betrachten ;  der  durch  0  Cx  Cy  gehende  Kreis  e  ist  der  Babn- 
kreis  .eines  Punktes  C  des  Systems  2  und  berührt  als  solcher  den  Kreis  J^y 
in  Cy*   Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

Bei  der  speciellen  kreislinigen  Bewegung  eines  ähnlich- 
veränderlichen  ebenen  Systems  umhüllt  ein  Systemkegel- 
schnitt, dessen  einer  Brennpunkt  der  Aehnlichkeitspol  ist, 
einen  Kreis, 

Wenn  der  Systempunkt  C  von  C^  in  Cy  übergeht,  tritt  k  aus  der  Phase 
Kx  in  Xy,  welche  A'y  in  Cy,  Dy  berührt.  Die  beiden  Tangenten  MCx,  SD^ 
nehmen  die  Lage  hCy^hDy  ein.  Der  Punkt  h  liegt  aber  stets,  weil  MgOH 
ein  rechter  Winkel  ist,  auf  einer  Geraden  Op^  die  in  0  auf  OMy  senkrecht 
steht;  demnach  geht  die  Verbindungsgerade  Cy  Dy  der  Berüh- 
rungspunkte, welche  eine  Phase  des  Kegelschnittes  x  mit 
Ey  bildet,  durch  einen  festen  Punkt  /y,  den  Pol  der  Geraden 
Op  in  Bezug  auf  den  Kreis  Ky.  Bestimmen  wir  in  Beziehung  auf  die 
Kreisphasen,  wie  z.  B.  für  Fx,  den  Pol  Px  der  in  0  auf  ^^0  senkrechten 
Geraden,  so  liegen  diese  Pole  auf  einer  zu  fi  parallelen  Geraden  und  die 
durch  diese  Pole  zu  (i  senkrechten  Geraden,  wie  z.  £.  C^a./>«,  treffen  die 
Kreisphasen  in  den  Berührungspunkten ,  welche  sie  mit  der  Hüllbahncurve 
bilden.  Die  grösste  Phase  x^  des  Kegelschnittes  x  tritt  ein,  wenn  der 
Systempunkt  C  auf  dem  Bahnkreise  c  in  den  Punkt  Cg  gelangt,  der  0  dia- 
metral gegenüberliegt,  und  daraus  folgt,  dass  alle  über  den  Brenn- 
strahlen eines  Kegelschnittes  als  Durchmesser  beschriebe- 
nen Kreise  den  Kreis  umhüllen,  dessen  Durchmesser  die 
Hauptaze  des  Kegelschnittes  ist 

Nehmen  wir  an,  es  sei  in  Fig.  8  der  Kegelschnitt  x«  die  Hüllbahncurve 
einer  Systemgeraden  K  eines  kreislinig  bewegten,  ähnlich  -  veränderlichen 
ebenen  Systems  Sy  dessen  Aehnlichkeitspol  0  ist,  und  ^,  6  seien  die  Bahn- 
kreise  zweier  Systeropunkte  C,  />,  welche  resp.  in  den  Lagen  Cx^  Cy  und 
Dxf  I>y  die  Phasen  Kxy  Ky  der  Systemgeraden  bestimmen«,  so  umhüllen  alle 
Systemkreise  von  S^  bei  denen  das  Verhältniss  des  Badius  zum  Abstand 
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Lehnlichkeitspol  gleich  dem  aoalvgen  Vc 
Punkte. 

regUDg  nm,  so  kfinoeD  wir  jede  PbsBo  de 
ie  Httllbahneorve  des  EegelscbDittes  x  ei 
Dnd  der  darch  Cx  gehende,  die  Gerade 
er  Babnkreis  des  Pankteg  C  im  System  2. 
□n  das  erwAhnte  Verhältniss  beateheo,  an 
se,  auf  denen  sieb  die  Systempankte  d 
;eD  auf  einem  dem  x  ahnlichen  Regelschii 

ligen  Bewegung  eines  äbnlich-ve 
ims  amhallt  ein  SystemkegeUchn: 
Aehnlicbkeitspol  ist  and  desse 
Mittelpnnkt-Abstand  vom  Bren 
B  Bahnkreises  zam  Hittelpankt-, 
)ol  verhält,  einereeits  eine  Gera 
in  beiden  Umkebrnngsfällen  kreislinige  ] 
ee.  EineneneUmkehmngclieserBewegnn 
;nng  eines  ähnlich  veränderlichen  ebenen 
[i  fortgesetzte  Umkebrang  der  Bewegung 
gangsformen.  Ansser  der  in  dem  leu 
iflllen  die  Phasen  des  Kegelschnittes  and 
Kreise  nocn  eine  unr^e,  und  wenn  diese  wieder  als  fiyatemcnrve 
wird,  deren  Pnnkte  sieb  anf  Bahnkretsen  oder  BahnkegelschnitteD 
M  entstehen  wieder  nene  Bewegnagsformen. 

B.    Collineftr-Teränderliolie  räamliolie  Systeme. 

Zwei  coUineare  rSnmli che  Systeme  sind  dnrch  TUnf  Paare  enl 
der  Pankte  bestimmt.  Nehmen  wir  vier  Pnnkte  0,  P,  Q,  R  als 
inkte  sweier  eolltnearen  räumlichen  Systeme  S^ ,  • 
iysteme  anch  die  Kanten  nnd  Ebenen  des  durch  < 
ifliten  Tetraeders  entsprechend  gemein.  Weisen  ' 
I,  einen  entsprechenden  Paukt  ^,  in  S,  au,  so  sind  dii 
wir  können  an  jedem  andern  gegebenen  Pankte  Y, 
a  Paukt  Ff  in  5^  in  Tolgender  Weise  bestimmen. 
m  selbstentsprechenden  Punkte,  etwa  von  R,  aas  d 
r  die  gegen Uberliegende  Ebene  OPQ  nach  X,°,  T,* 
Ilinearen  Systemen  OPQZ,"  and  OPQX^  constraire 
,  angegeben  wnrde,  zn  ?',*  den  entsprechenden  P 
gesuchte  Punkt  F,  anf  der  Geraden  RF,',  In  gleic 
ne  zweite  Gerade,  auf  der  F,  liegt,  wenn  wir  die  P 
lem  a&dem  selbstentspreobenden  Pnnkte  tnf  die  g 
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liegende  Ebene  pTOJicireu.  Diese  Bestimmnng  d< 
ff  bebHIt  ihre  Giltigkeit,  wena  auuh  zwei  selbste 
0,  P,  auf  einer  selbstentsp  rech  enden  Geraden  g 
existiren  ansser  den  reellen  eelbatentsprechendf 
beiden  gegenflberliegenden  reellen  selbstentspn 
Die  Beslimmang  dea  Punktes  V^  in  S, ,  der  dem 
fuhrt  in  letzter  Instanz  auf  dieaelbe  Constraction, 
'  collinearen  ebenen  Systemen  kennen  gelernt  habe 
hier  die  analogen  Folgerangen;  hier  müssen  wir 
alle  vier  Punkte  0,  P,  Q,  R  imaginttr  sind,  aasBcl: 
bis  jetzt  unseren  consirnctiven  Bestimmungen  eni 

Nehmen  wir  an,  ein  collinear-Terflnderlicl 
welches  dnrcb  die  Funkte  0,  P,  Q,  R,  X  bestim 
Phasen  OPQRX,,  OPQRX^,  OPQRX^,...,  we 
bezeichnen,  und  der  Syslempunkt  X  bewege  si 
Xt,  ...  übergehend,  anf  einer  Babncnrve  x,  so  1 
r,,  F,,  ...  eine  Bahncurve  y,  anf  der  sich  der  Sj 

Betrachten  wir  nun  0,  P,  Q,  B,  X,  und  0,  P, 
Pnnkle  zweier  collinearen  ränmlicben  Systeme  . 
Punkte  Xt  in  £,  auch  der  Punkte  y,  in  2^.  et 
Punkt  y,  u.  s.  f.  Demnach  sind  die  Bahncnrv 
durch  die  Punkte  X, ,  i",,  A",, ...  und  F,,  F„  F„ 
sprechende  Cnrven  In  den  Systemen  £,,  £g,  wel 
den  Punkte  0,  P,  Q,  B  besitzen.  Ist  also  die  Bai 
des  collinear  -  Teränderlicbeo  räumlichen  System 
einer  Systemphase  S,  gegeben,  so  können  wir  dti 
bigen  andern  Syatempunktes  y,  der  in  S,  die  L 
entsprechende  Curve  von  x  in  den  durch  die  eni 
Q,  B,  X,  und  0,  P,  Q,  R,  Y,  bestimmten  collinearen 
und  als  solche  construlren.  Die  nicht  festen,  in  > 
Ebene  liegenden  Sjstempnnkte  bewegen  sich,  we 
anderen  Syetempunkte  durchlaufen  mSgen ,  stets 
festen  Syslemgeraden  und  Systemebeuen,  welche 
chenden  Punkt  geben,  nmhuUen  diesen  Punkt,  nn 
ebenen,  welche  durch  eine  selbstentsprechende 
diese  Gerade. 

Diese  besonderen  Punkte,  Geraden  und  Et 
Ausnahme  nn''  daher  wollen  wir  sie  bei  unseren 
als  ausgeschlossen  betrachten. 

Die  abwickelbare  FlSche,  welche  durch  Bew 
wird,  wollen  wir  die  abwickelbare  Hüllbabn 
ihre  Cnspidalkante  die  Hullbahncarve  dieser  ] 
welche  von  einer  beweglichen  Geraden,   deren  s 


soll  die  Hailbahncarve  dieser  Geraden 

folgen  demnach  mit  Berücksichtignng  der 
btigeu  fandamentaleD  SStze: 
DBB  9a.  Sind  vier  Ebenen  eines 

len  collinear- veränderlichen 
so  rSnmIicfaen  Systems  fest,  so 
der  sind  alle  Htlllb  ah  neu  rren  der 
kte  beweglichen  Systemebenen 
!ol-  entsprecbcDde  Cnrven  in  col- 
te-  linearen  räumlichen  Syste- 
teu  men,  welche. die  rier  festen 
re-        Ebenen      als     selbatentspre- 

chende  Ebenen  besitzen. 
ZQ    dreien   in   vier   Pankten  schnei- 
linear •  veränderlichen    räamlicben 
gt    eine    bewegliche    Systemgerade 
rzeagen  alle  beweglichen  System- 
welcbe    entsprechende    Cnrven    in 
l^stemen  sind,  diejene  sechs  festen 
Behende  Gerade  besitzen. 
Lte  einer  Systemcurve  eines  bewegten  col- 
en  Systems  erfüllen  die  durch  die  Phasen 
dieser  Syatemcnrve  gebildete  FUche,   welche   die  Bahnfläche  dieser 
Systemcurve  hei ssen  soll.    Die  besondere  Bewegung  eines  collinear- ver- 
änderlichen räumlichen  Systems ,  bei  der  vier  Systemptinkte  fest  bleiben, 
wollen  wir  die  einförmige  Bewegung  desselben  nennen.    Wir  erbalten 
dann  mit  Rücksicht  auf  obige  Darlegungen  den  folgenden  Satz,  der  die 
Omkehinng  der  einfUcmigen  Bewegung  in  sich  schliesst: 

II.  Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  C 
eines  einfSrmig  bewegten  collin  ear-verSnderlichen  räum- 
lichen Systems  S  kSnnen  als  die  Phasen  einer  Systemcurve 
reines  einförmig  bewegten  collinear-verSnderlicben  räum- 
lichen Systems  £  angesehen  werden,  welches  dieselben  vier 
festen  selbstentspr Bellenden  Punkte  enthält,  die  das  System 
Sbesitst,  und  dessen  auf  F  liegende  Pnnkte  die  erstarrt  ge- 
dachten Phasen  der  Cnrve  C  durchschreiten;  und  die  Phasen 
der  in  .2?  liegenden  Systemcurve  F  erzeugen  dieselbe  Babn- 
flXcbe,  welche  durch  die  Phasen  der  in  5  liegenden  Syatem- 
eurve  C  gebildet  wird. 

Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemfläc he  eines  bewegten  col- 
linear  -  veränderlichen  räumlichen  Systems  müssen,  wie  sieb  nas  der  An- 
schauung ergiebt,  die  von   den  Phasen  der  Sy^temflächr  umliüllte  Fläi-he, 
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Httllbahnfläche  derselben  nennet 
11  eintreten,  daes  nicht  alle  Babncnr 
llbahnääche  eingehen,  nnd  von  diesi 
sie  die  genannte  FUche  imaginflr  be 

'ie  Bahncorven  der  Pankte  e 
förmig  bewegten  collinäar-v 
Btems  S  ktinnen  als  die  Phase 
införmig  bewegten  collinear-' 
BtemaS  angesehen  werden,  wi 
Ibstentsprechenden  Pnnkte  en 
,  nnd  dessen  anf  J  liegende 
;edachteD  Phasen  der  Fläche 
er  in^  liegenden  Systemcnrve 
le,  welche  von  der  in  S  Hege 
wird, 
esen  allgemeinen  fundamentalen  Säia 

Beziehangen  nnd  SStae  entnehmen 
im  Folgenden  herTorheben, 
d  vier  Pnnkte  eineR  13a.  8 

r-ver&nderlicben  coli  ine 
in  Systems  fest  nnd  ränmlic 
cheinSystempnnkt  nmhUllt 
Raumcnrve  n'"' Ord-       eine  Ka 

bewegen   sich   alle       sonmhtt 
len      Systempnnkte       Systeme 
cnrven  *)'"■  Ordnnng      n'*'  Clai 
Ingen  anf  diesen       diesen 
den,  die  sich  in  col-      sich    in 

iftnmlicfaen  Syste-  chen  Sy 
irecben,  welche  die  welche i 
an  Pnnkte  entspre*  entsprei 
mein  haben. 

t  sich  ein  Syatempnnkt  anf  einer  Ger 
1  Syetempnnkte  anf  Geraden  and  d: 
ar;  dreht  sich  eine  Systemebene  um  e 
ichen  Systemebenen  am  Gerade  nnd 
1  coUinear.  Bei  der  ersten  Bewegung 
nlichen  Systems,  welche  wir  geradli 


>r  Dsrlegang  und  aus  diesen  SiUzen  i 
HIc'b  Jonrnal  Bd. 74,  8. Sand  13, 
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It  jede  bewegliche  Systemebene  eine  Rauracarve  drit- 
die  vier  festen  Ebenen  SchmiegangeebeDen  sind,  and 
:  Babngeraden  bilden  einen  Strahlen  comp!  ex  zweiten 

Bewegang  einea  coli inear  -  veElnderli eben  rXnmIiehen 
jeder  bewegliche  Syatempnnkt  auf  einer  Ranmcnrve 
ihe  durch  die  vier  festen  Punkte  geht,  nnd  die  Ge- 
len, welche  von  den  Systemebenen  nmhtillt  werden, 
loomplez  aweiten  Qrades.     Ferner  können  wir  den 

)t  eine  Systemgerade  eines  einförmig  be- 
-  verSnderlichen  rSnmlichan  Systeme  eine 
)rdnang,  so  beschreiben  alle  beweglichen 
istentsprechenden  Ebenen  liegenden  Oe 
en  b"'  Ordnnng. 

geraden  entsprechender  Punkte  zweier  Phasen  5,,  S, 
rgten  collinear  •  veränderlichen  rSnmlichen  Systems  S 
dieses  Systems,  welche  einen  Strahlen  comp  lex  zwei- 
ind  entsprechende  Gerade  in  collinearen  Systemen, 
wegnng  fest  bleibenden  vier  Systemebenen  als  selbst- 
D  besitzen.     Wir  erhalten   demnach  die  bekannten 

verhSltniss  15a.     Das    Ooppelverhtilt- 

oerTierx-uuKiu,  in  denen  die  niss  der  vier  Ebenen,  welche 
Geraden  eines  Strablencom-  dnrch  Gerade  eines  Strah- 
plexes  zweiten  Grades  die  lencomplexes  zweiten  Gra- 
Bbeuen  des  festen  selbstent-  des  nnd  die  Eckpunkte  des 
sprechendenTetraederstref-  festen  selbslentspreehenden 
f  en,  ist  constant.  Und  umge-  Tetraeders  gehen,  ist  con- 
kehrt:  Ist  das  Doppelver-  stant.  Und  umgekehrt:  I  t 
biltnisB  der  vier  Punkte,  in  das  Doppelverb8ltniss  der 
denen  Gerade  die  Ebenen  vier  Ebenen,  welche  Gerade 
eines  Tetraeders  schneiden,  mit  den  Ecken  eines  Tetra- 
constant,  so  bilden  diese  eders  verbinden,  constant. 
Geraden  einen  Strablencom-  so  bilden  die  Geraden  einen 
plex  zweiter  Ordnnng.  Strahlencomplex     zweiter 

Ordnnng. 
Wir  führen  diese  von  Herrn  H.  Mttller  in  den  Math.  Annalen  Bd.  I, 
S.  407  mitgetheilen  Sätze  nar  an,  um  zn  zeigen,  dass  sie  als  besondere  Be- 
ziehungen aas  unseren  Hauptsätzen  nnd  Darlegungen  hervorgehen.  Die 
kmmmlinige  Bewegung  eines  collinear- veränderlichen  räumlichen  Systems 
kann  ans  unendlich  kleinen  unendlich  vielen  geradlinigen  Bewegungen 
xDsam mengesetzt  angesehen  werden,  nnd  demnach  bilden  die  Tangenten 

87* 
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an  den  Bahncarven  in  deu  Funkten  einer  Systemphase  einen  Strahlencom- 
plex  zweiten  Qrades.  Ist  bei  einer  einförmigen  Bewegang  eines  collinear- 
verKndeiliehen  ranmlichen  Systems  die  Tangente  an  der  Babncarre  eines 
Systempunktes  in  einer  Systemphase  bekannt,  so  kann  man  alle  flbrigeit 
Tangenten  als  entsprecbendo  Gerade  in  coUinearen  Systemen ,  welcbe  die 
festen  Punkte  als  selbstentsprecbende  Punkte  entbalten,  bestimmen,  nnd 
alle  l'angenten  erfüllen  die  in  obigen  Sfttsen  ausgesprochenen  Beziehungen ; 
anaserdem  sind  die  dnrcb  die  vier  von  jeder  Tangente  mit  den  festen  Te- 
traederfläcben  eraengten  Schnittpunkte  und  den  Berilhrnngspankt  gebildeten 
Fanfpnnktigen  Würfe  collinear. 

Bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  collinear  -  verXnderlicben  rlom- 
lichen  Systema  entspricht  jedem  Systempnokte  eine  darcb  ihn  gehende 
Bahngerade,  nämlich  die  Verbindnngagerade  der  homologen  Pankte  zweier 
Systemphasen j  alle  Bahngeraden,  welcbe  dnrcb  einen  Punkt  geben,  bilden 
eine  KegelEScIie  zweiter  Ordnung  nnd  die  entsprechenden  Systempnnkte, 
die  sich  anf  diesen  Babngeraden  bewegen,  liegen  auf  einer  Sanmcnrve  drit- 
ter Ordnung,  deren  Phasen  die  EegelfiSche  ernillen  nnd  durch  die  vier 
.  festen  Punkte  und  durch  die  Kegelspitae  gehen.  Hiernach  erbalten  wir  mit 
Beachtung  der  Umkebmug  der  Bewegung  die  Sätze: 

16.  Bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  collinear- ver- 
Snderlichen  rHnmIichen  Systems  bewegen  sich  die  Punkte 
einer  durch  die  vier  festen  Punkte  gebenden  Systemranm- 
cnrve  dritter  Ordnung  anf  den  Mantellinien  einer  Kegel- 
flSche  zweiter  Ordnung,  alle  Cnrvenphasen  liegen  auf  dieser 

'  Regelfl&cbe  nnd  schneiden  sich  in  den  vier  festen  Fnnkten 
nnd  in  der  Spitze  dieser  KegelfiScbe. 

17.  Bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  coli  inear- ver- 
inderlichen  rSumlichen  Systems,  dessen  Punkte  sich  anf 
Bahncurven  dritter  Ordnung  bewegen,  die  dnrcb  die  vier 
festen  Punkte  geben,  erzengt  jede  Systemgerade,  i^elcbe 
nicht  in  den  festen  Ebenen  liegt,  eine  KegelfiScbe  zweiter 
Ordnung,  die  durch  die  vier  festen  Punkte  geht  und  deren 
Spitze  der  fünfte  gemeinsame  Schnittpunkt  der  auf  ihr  lie- 
genden, von  den  Punkten  der  Geraden  beschriebenen  Ranm- 
carven  dritter  Ordnung  ist. 

Da  sich  erforderlichenfalls  neben  den  abgeleiteten  Sätzen  die  recipro- 
ken  SStze  von  selbst  ergeben,  so  wollen  wir  dieselben  nicht  mehr  besonders 
hervorheben. 

Betrachten  wir  die  Kegelfläche  K^,  welcbe  von  den  durch  einen  Pnnkt 
Di  gehenden  Bahngevaden  gebildet  wird  nnd  auf  der  die  Ranmcnrve  dritter 
Ordnung  6«  liegt,  deren  Punkte  die  genannten  Geraden  durchlanfen,  als 
Phase  einer  zu  dem  veründerlichen  System  gehörenden  SystemkegelflKche 
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K,  80  ist  die  Banmcnrve  S,  die  Cnrve»  in  der  die  Kegelfläche  K^  die  darch  K 
erzengte  Hüllbahnfläche  berührt. 

Eine  Systemgerade  erzengt  bei  der  geradlinigen  Bewegung  eine  Regel- 
fläche zweiter  Ordnung,  deren  eine  Regelschaar  durch  die  Phasen  der  Sy- 
stemgeraden,  deren  andere  durch  die  Bahngeraden  der  Punkte  der  System- 
gebildet  wird;  und  diese  Regeischaaren  vertauschen  ihre  Rolle  bei  der 
ümkehrnng  der  Bewegung.  Die  erzeugte  Regelfläche  zweiter  Ordnung 
schneidet  jede  der  vier  festen  Ebenen  des  Tetraeders  in  zwei  Geraden  und 
berührt  demnach  diese  Ebenen;  denn  wenn  in  einer  Phase  ein  Systempunkt 
der  beweglichen  Geraden  in  eine  Tetraederebene  gelangt,  so  fällt  die 
bewegliche  Gerade  in  diese  Ebene. 

Die  Gesammtheit  aller  durch  eine  Gerade  g  gehenden  Bahngeraden 
berühren  bekanntlich  eine  Gomplexfläche *,  und  die  Systempunkte,  welche 
Bich  auf  diesen  Geraden  bewegen,  erfüllen  eine  durch  die  vier  festen  Punkte 
gehende  Regelfläche  zweiter  Ordnung.  Denn  betrachten  wir  dfe  Gerade  g 
SQ  einer  Systemphase  S^  gehörend  und  bezeichnen  wir  sie  demgemäss  mit 
g^j  so  entspricht  dieser  in  einer  andern  Systemphase  S^  eine  Gerade  g^. 
Legen  wir  durch  g^  eine  Ebene  e^  und  bestimmen  zu  dieser  die  Ebene  Ci  in 
5,  und  zu  der  Schnittgeraden  Vj  von  Cf  und  e^  in  e,  die  entsprechende  Gerade 
Py,  so  sind  die  Verbindungsgeraden  der  entsprechenden  Punkte  von  v^  und 
0iy  welche  einen  Kegelschnitt  umhüllen ,  die  in  e^  liegenden  Bahngeraden, 
auf  denen  sich  die  Punkte  der  Systemgeraden  t^  bewegen.  Legen  wir  ferner 
durch  die  Gerade  g^  die  Ebenen  e, ,  e'\y,,,^  dann  erhalten  wir  in  gleicher 
Weise  die  betrefi'enden  Geraden  v\  ,  v\ , . . .  und  diese  erfüllen  eine  Regel- 
fläche zweiter  Ordnung,  die  durch  g^  und  g^  geht. 

Daraus  folgt  der  Satz : 

18.  Bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  collinear- ver-^ 
änderlichen  räumlichen  Systems  bewegen  sich  die  Punkte 
einer  die  vier  festen  Punkte  enth^altenden  Regelfläche  zwei- 
ter Ordnung  auf  Bahngeraden,  die  durch  eine  Gerade  g 
gehen;  alle  Phasen  dieser  Regelfläche  gehen  durch  die  Ge- 
rade g  und  umhüllen  eine  Complexfiäche,  für  welche  g  eine 
Doppelgerade  ist. 

Diese  Regelfläche  zweiter  Ordnung  geht  in  eine  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung  über,  wenn  die  Gerade  g  selbst  eine  Bahngerade  ist;  und  es  lassen 
sfch  noch  leicht  viele  interessante  Beziehungen  für  besondere  Lagen  der 
Geraden  g  ableiten. 

Bei  der  einförmigen  krummlinigen  Bewegung  eines  collinear-veränder- 
lichen  räumlichen  Systems  entspricht  jedem  Systempunkte  eine  durch  ihn 
gehende  Bahncurve;  alle  diese  Bahncurven  sind  entsprechende  Curven  in 
coUinearen  räumlichen  Systemen ,  welche  die  vier  festen  Punkte  als  selbst- 


*  P lück  er,  Neue  Qeometrie  des  Ranmes,  Tbl.  I,  S.  163  §  3. 
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entsprechende  Punkte  besitzen,  nnd  bilden  in 
Carvencomplex.  Ferner  entspricht  jedem  als  Fest 
Kaames  eine  durch  ihn  gehende  Systemcurre ,  d( 
umhtlllen.  Diese  Beziehung ,  welche  in  der  Lie 
halten  ist,  fahrt  zu  wichtigen  kinematisch  -  geome 
gedenken  die  weiteren  Entwickeinngen  der  eollinc 
liehen  Systeme  in  einer  andern  Abhandlung  mitz 
nur  noch  die  bekannten  SSlie  tiber  die  in  sich  bi 
eben  in  Kürze  ans  nnseren  HanptsXtzen  ableiten. 
Legen  wir  durch  vier  Kasten  des  festen  Ti 
nnd  durch  einen  beliebigen  Punkt  H,,  eine  FUche 
diese  in  den  Tetraeder  ecken  von  den  Tetraedereb 
den  nicht  auf  dieser  Fläche  liegenden  Tetraedei 
conjngirte  Polaren  dieser  FUche.  Nehmen  wir 
noch  eined  beliebigen  Pnnkt  Hg  au ,  so  entspricbl 
den  beiden  dnrch  die  entsprechenden  Punkte  OP 
stimmten  collinearen  räumlichen  Systemen ,  nnd  d 

19.  Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eit 
ten  collinear-verSoderlichen  ränmliche 
dnrch  vier  selbstentsprechonde  Oerad 
zweiter  Ordnung,  so  bewegt  sich  jeder 
gende  Systempunkt  auf  derselben,  ud 
SystemfUche  betrachtet,  bewegt  sich  ii 

20.  Bei  der  einförmigen  Bewegung 
Knderlichen  ränmlichen  Systems  beweg 
zweiter  Oidunng,  welche  dnrch  diese 
sprechendeii  Geraden  gehen,  in  sich  s 
stempnnkt  sich  auf  einer  solchen  Pl8chi 

Bewegt  sich  ein  Systempunkt  auf  einer  Gera< 
Tetraederkanten  gehenden  Fläche  aweiter  Ordnu 
auf  dieser  Fläche  liegenden  Systempunkte  auf 
diese  Gerade  gehört,  nnd  die  Geraden  dieser  Reg 
den  angesehen,  bewegen  sich  in  sieb  selbst,  vi 
schaar  wandelnd  in  sich  selbst  tibergeht.  Daaselb 
selben  vier  Telraederkanten  gebenden  Flächen  zwe: 
wegen  eich  in  diesem  Falle  alle  Systempunkte  anl 
ben  beiden  gegen  tiberliegenden  Tetraederkanten  t 
heit  aller  Geraden ,  die  swei  andere  gegenttberl 
schneiden,  gebt  in  sich  selbst  über.  Bewegt  sich  t 
Bahngeraden,  welche  zwei  feste  gegentiborliegendi 

*  Lie,  Ueber  Compleie,  insbesondere  Linien-  und 
dang  auf  die  Theorie  partieller  Differential  gleichnngea ;  Matb.  Äqualen  B 
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det,  aad  belrachtea  wir  eine  durch  die  vier  anderen  festen  TetTKederkaateu 
gehende  FUcbe  zweiter  Ordnung  als  SystemäSche ,  so  bilden  die  Phasen 
dieser  Fläche  ein  Fläch enbti seh el  zweiter  Ordnnng,  nnd  anf  jeder  Bahn- 
geraden  sind  die  Scbnittpankte ,  welche  dieselbe  mit  den  erstgenannten 
Tetraederkantea  und  einer  Fläcbenpbase  bildet ,  vier  harmonische  Fnnkte, 

Nehmen  wir  zwei  unendlich  nahe  Fonkte  A, ,  J,  im  Ranme  an ,  dann 
siod  durch  diese  nnd  durch  die  festen  Pankte  OPQR  zwei  unendlich  nahe 
Phasen  Si,  S^  eines  einförmig  bewegten  coUinear- veränderlichen  rSnmtichen 
Systems  S  bestimmt.  Betrachten  wir  4t  ^b  einen  zu  5,  gehörenden  Pnnkt 
und  bezeichnen  wir  ihn  demgemäas  mit  £, ,  dann  entspricht  diesem  ein 
nnendlieh  naher  Punkt  B^  in  St\  sehen  wir  jetzt  B^  als  zn  5,  gebUrend  an 
and  bezeichnen  wir  ihn  als  solchen  mit  0,,  dann  entspricht  diesem  in  S^  ein 
anendlicb  naher  Pnnkt  C,  u.  s.  w.  Die  so  erhaltenen  Pnnkte  ^,,  Bt'A,, 
CfBf,  DfCx,  ...  bilden  eine  EanmcuTre,  welche,  zu  S,  gehörend  angesehen, 
in  sich  selbst  übergeht,  wenn  der  Syetempunkt  J  die  Lagen  J,,  B,At, 
CiBff ...  einnimmt  nnd  S  aus  der  Phase  Si  in  S^,  S^  n.  s.  w.  gelangt.  Be- 
wegt sich  ein  Systempnnkt  von  S  auf  einer  solchen  Bahncnrve,  die,  als 
Systemcurve  betrachtet,  sich  in  sich  selbst  bewegt,  so  bewegen  sich  alle 
Systempnnkte  anf  solchen  Gurven  nnd  eine  Systemcnrve  erzeugt  w&hrend 
dieser  Bewegung  eine  BabnflScbe,  die,  als  Syslemflfiche  angesehen,  sich  in 
sich  selbst  bewegt. 

Diese  Curven  und  FlScben,  welche  sich  als  Folgerungen  unserer  Haupt- 
sStze  ergeben,  wnrden  von  den  Herren  Klein  und  Lie*  zuerst  behandelt 
und  als  fT-Cntven  nnd  ^-Flächen  bezeichnet;  wir  wollen  sie  ihrer  Ent- 
stehung gemäss  Selbstbtillcurven  nnd  Selbsthüllflächen  nennen. 
Die  Tangenten  einer  Selbsthüllcnrve  sind  Qerade  eines  Strahle ncomplexes, 
dessen  Geraden  die  festen  Tetraederebenen  in  vier  Punkten  treffen,  die  ein 
constantes  Doppetverhältniss  bilden;  denn  eine  unendlich  kleine  krumm- 
linige Bewegung  kijnneu  wir  als  eine  geradlinige  und  die  Pnnkte  einer 
Selhsthülleurve  als  Systempunkte  in  einer  bestimmten  Systemphase  lie- 
gend ansehen.  So  lassen  sich  in  gleicher  Weise  alle  projecti vischen 
Eigenschaften  der  Selbsthilllcurven  und  SelbsthUllflächeD  aus  den  oben  auf. 
gestellten  Hauptsätzen  ableiten.  Wenn  wir  statt  der  beiden  unendlich  nahen 
Punkte  J,,  At  zwei  anendlich  nahe  Ebenen  e, ,  e,  nehmen,  dann  erhalten 
wir  durch  analoge  Behandlung  die  reciproken  Beziehungen. 

Nehmen  wir  die  beiden  unendlich  nahen  Punkte^,,  A^  anf  einer  durch 
vier  feste  Tetraederkanten  gebenden  Fläche  zweiter  Ordnung  an,  die  nach 
Obigem  eine  specielle  Selbstbällääche  ist,  so  erhalten  wir  eine  auf  dieser 


*  Sur  «ne  certaint  fandlte  de  courba  el  de  nafaaet,  Compta  Ttndta  1870,  /,  p.  1228, 
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FlScbe  liegende  SelbsthUllciirTe ,  welche  Herr  LiodemaDn*  eine  projec- 
liviscbe  SchraabenÜDie  nennt.  Eine  auf  eioer  solchen  Selbsthailflftche 
liegende  Ranmcnrve  dritter  Ordnung,  welche  zwei  Geraden  einer  Regel- 
schaar,  etwa  die  Geraden  PR  «nd  QO  (Fig.  9),  resp.  in  den  Punkten  ß  nnd  O 
berührt,  ist  dnrcb  noch  einen  Pnokt  X,  der  Selbstballflllche  sweiter  Ordunng 
bestimmt,  nnd  nehmen  vir  anf  dieser  Baumcurve  dritter  Ordnung  einen 
Punkt  Xj  an,  dann  ist  dieselbe  eine  selbstentsprecbende  Curve  in  den  durch 
die  entsprechenden  Punkte  OPQRX^  nnd  OPQRX^  bestimmten  collinearsn 
Sj^stemen.nnd  demnach  eine  specielle  Selbstbtlllcnrve. 

Legen  wir  durch  eine  nicht  auf  jener  Selbstbttllfl&cbe  liegende  feste 
Tetraederkante ,  etwa  durch  OR,  eine  Ebene  E,  so  ist  der  Kegelacbnitt  v, 
den  sie  mit  derFUche  bildet,  ein^Selbstbtillcnrre;  denn  nehmen  wir  auf  w 
zwei  beliebige  Paukte  f,  nnd  T,  als  entsprechend  an,  so  entspricht  der 
Kegelschnitt  ff  und  die  Ebene  E  sich  selbst  in  den  collinearen  Systemen 
OPQRF,  und  OPQRFj.   Hieraas  folgt: 

Bewegt  sieb  ein  Systempunkt  eines  einförmig  bewegten  collinear  -  ver- 
änderlichen  rXamlichen  Systems  auf  einem  Kegelschnitt,  der  dnrcb  swei 
selbstentsprecbende  Funkte  einer  festen  Telraederkante  geht  und  bei  dem 
diese  Kante  zagleieb  die  Polare  des  von  der  Kegel  seh  nittebene  mit  der 
gegenäberliegenden  Tetraederkante  gebildeten  Punktes  ist,  so  bewegen  sich 
eile  Systempunkte  auf  solchen  Kegelschnitten  und  die  Ebenen  derselben, 
welche  alle  durch  jene  Tetraederkante  geben ,  bewegen  sich  in  sich  seibat. 

Bei  einem  starren  rAnmlichen  System  ist  das  Analogon  dieser  Bewegung 
eine  Drehung  um  eine  Aze,  auf  der  die  in  sich  selbst  bewegten  Ebenen 
senkrecht  stehen;  jene  Kegelschnitte  werden  dann  durch  Kreise  and  jene 
speciellen  SelbsthüllflScben  durch  coaiiale  KreiscylinderflScben  vertreten. 

Nehmen  wir  in  einem  einförmig  bewegten  collinear- verSnderlicben 
System  5  einen  Strablencomplex  C  an,  dessen  Gerade  mit  dem  festen  Te- 
traeder ein  constantes  DoppelverhSltniss  bilden,  und  betrachten  wir  swei 
Gerade  g,,  g^  des  Strahlencomplexes  als  entsprechende  Gerade  sweier 
Systemphasen  S,,  S^,  dann  decken  sich  die  Phasen  C,,  C,  des  Strahlencom- 
plexes C,  und  demnach  geht  derselbe  wandelnd  in  sich  selbst  Über.  Die 
Geraden  j;, ,  g^  bilden,  weil  sie  zu  dem  Strablencomplex  gehören,  gleiche 
Doppel  Verhältnisse  mit  dem  festen  Tetraeder,  und  demnach  gilt  dasselbe 
von  allen  Geraden  der  beiden  Complexphasea  C, ,  C^.  Wir  erhalten  hieraus 
den  Satz: 

20.  Bewegt  sich  eine  Syatemgerade  eines  einförmig  be- 
wegten collinear-verfinderlichen  räumlichen  Systems  so, 
dass  sie  mit  Geraden  eines  Strahlencomplexes  zusammen- 
fällt, welche  mit  dem  festen  Tetraeder  ein  constantes  Dop- 
pclverhSltniss  bilden,  so  geht  dieser  Strablencomplex,  wenn 


r 
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er   au  dorn  System  gehörend   angesehen  wird,  in  sich  selbst 
über*. 

C.    Xreisverwandt- veränderliche  ebene  Systeme. 

Zwei  ebene  Systeme  heissen  kreis  verwandt**,  wenn  jedem  Pankte  des 
einen  Systems  ein  Pnnkt  des  andern  dergestalt  entspricht,  dass  von  je  vier 
Pnnkten  des  einen  Systems,  welche  in  einem  Kreise  liegen,  die  vier  ent- 
sprechenden im  andern  gleichfalls  in  einem  entsprechenden  Kreise  liegen 
and  dass  der  Winkel ,  nnter  dem  sich  zwei  Kreise  in  einem  System  schnei- 
den, in  Grösse  und  festgestelltem  Sinne  gleich  dem  Winkel  ist,  welchen  die 
entsprechenden  Kreise  im  andern  System  bilden. 

Nehmen  wir  in  den  kreisverwandten  Systemen  5,,  Sf  (Fig.  10),  welche 
in  einer  Ebene  liegen,  drei  Paare  entsprechender  Punkte  ^,,  Bty  C^  und 
^t,  Bfj  C,  an,  so  sind  die  Systeme  nach  der  gegebenen  Definition  bestimmt 
ond  wir  können  zu  jedem  vierten  Punkte  Z>i  den  entsprechenden  B^  bestim- 
men. Wir  beschreiben  durch  Ji  B^  Cy  und  A^  B^C^  resp.  die  Kreise  k^  und  Ar,, 
femer  die  Kreise  A, ,  t, ,  welche  beziehungsweise  durch  Jj  C^  Bf  und  B^  C^  D* 
gehen,  ziehen  den  durch  A^  C^  gehenden  Kreis  h^ ,  der  Ar,  unter  dem  Winkel 
schneidet,  dessen  Grösse  und  Sinn  gleich  dem  von  A,  und  Arj  gebildeten 
Winkel  ist.  In  gleicher  Weise  bestimmen  wir  den  Kreis  t,,  der  t,  ent- 
spricht, dann  ist  der  nicht  auf  Ar,  liegende  eindeutig  bestimmte  Schnittpunkt 
D^  der  Kreise  A,,  t,  im  System^S',  der  entsprechende  Punkt  von  B^  im  Sy- 
stem St»  Aus  dieser  Construction  folgt,  dass  die  Winkel,  welche  die  Kreis- 
paare A|  f,  und  A,t,,  sowie  die  durch  A^B^B^  und  A^B^Bf  gehenden  Kreise 
mit  den  entsprechenden  anderen  Kreisen  bilden,  in  Grösse  und  Sinn  in  bei- 
den Systemen  beziehungsweise  gleich  sind;  dadurch  ist  dann  die  Realität 
der  in  der  Definition  gegebenen  Kreisverwandtschaft  bestätigt.  Da  jeder 
durch  drei  unendlich  naheliegende  Curvenpunkte  gehende  Kreis  ein  Krüm- 
mangskreis  der  Curve  ist,  so  sind  die  Krümmungskreise  entsprechender 
Pnnkte  zweier  kreisverwandter  Curven  entsprechende  Kreise  in  den  kreis- 
verwandten Systemen,  denen  diese  Curven  angehören,  und  der  Winkel, 
nnter  dem  sich  zwei  Curven  in  einem  System  schneiden,  ist  gleich  dem 
Winkel ,  unter  welchem  sich  die  entsprechenden  Curven  im  andern  System 
treffen. 


*  Lie,  lieber  die  Reciprocitätsverhältnisse  des  Reye*6chen  Complexes,  Qöt- 
tinger  Nachrichten  1870,  II. 

**  Mob  in  8-,  Ueber  eine  neue  Verwandtschaft  zwischen  ebenen  Figuren  (Be- 
richte ober  die  Verhandlungen  der  Qesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig  1853, 
4.  14).  Möbins,  Theorie  der  Kreisverwandtnchaft  (Abhandlungen  der  mathemat. 
Classe  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig  Bd.  II,  S.  531).  Magnut ^ 
SouoeUe  mithode  pour  dicouorir  des  thioremeM  de giomitrie  (Grelle 's  Journal  Bd.  8). 
Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie, 
1833,  Bd.  I,  S.  236  und  290. 
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Liegt  der  Punkt  Z^j  (Fig.  10a)  auf  dem  Kreise  Ar, ,  dann  erhalten  wir 
SQ  jedem  vierten  Punkte />|  auf  Ati  wegen  des  eindeutigen  Entsprechens  den 
entsprechenden  Punkt  Z)^  auf  Ar^  mittels  zwei  perspectivisch  liegender  Strahlea- 
büschel,  deren  Mittelpunkte  5|  und  s^  in  den  Schnittpunkten  liegen,  welche  eine 
Verbindungsgerade  entsprechender  Punkte,  etwa  A^^  J,,  mit  den  Kreisen  Atj, 
Arg  bildet.  Liegt  ein  Punkt  üi  des  Systems  S^  im  Unendlichen,  dann  sind  die 
durch  ilj  C|  üi  und  J9,6',  üf  gebenden  Kreise  Aii  t|  Gerade,  Kreise  mit  unendlich 
grossem  Radius,  und  die  entsprechenden  Kreise  A,,  i,  liefern  im  System  S^ 
den  im  Endlichen  liegenden  Punkt  Uf^  der  üi  entspricht.  Diese  Bestim- 
mung gilt  aber  für  jeden  andern  Punkt,  der  einem  unendlich  fernen  Punkte 
entspricht;  demnach  entspricht  allen  im  Unendlichen  liegenden  Punkten 
des  Systems  S^  der  eine  Punkt  ü^  im  System  5^,  und  umgekehrt  entspre- 
chen dem  Punkte  üf  in  S^  alle  unendlich  fernen  Punkte  in  5(,  also  nicht  ein 
einziger  Punkt.  Da  aber  nach  unserer  Definition  jedem  Punkte  ein  Punkt 
entsprachen  soll,  so  wollen  wir  sagen :  allen  unendlich  fernen  Punkten  in  Sg 
entsprechen  die  Punkte  eines  unendlich  kleinen  Kreises  ü^  in  S^ ,  den  wir 
den  Gegenpunkt  kreis  nennen.  Darnach  entsprechen  den  unendlich  fer- 
nen Punkten  in  einem  System  die  Punkte  des  Gegenpunktkreises  im  andern. 
Jeder  Geraden  in  einem  System  entspricht,  weil  sie  einen  unendlich  fernen 
'^..  Punkte  enthält,  im  andern  System  einem  durch  den  Gegenpunktkreis  oder 

Gegenpunkt  desselben  gehenden  Kreise.  Hieraus  folgt,  dass  jedem  durch  den 
Gegenpunkt  eines  Systems  gehenden  Kreise  eine  Gerade  im  andern  System 
entspricht,  und  dass  ebenso  jeder  durch  den  Gegenpunkt  eines  Systems 
gehenden  Geraden  eine  Gerade  im  andern  System  entspricht.  Die  entspre- 
chenden Punktreihen  auf  entsprechenden  Kreisen  und  Geraden  sind  wegen 
des  eindeutigen  Entsprechens  collinear. 


Es  seien  in  Fig.  11  in  den  Systemen  S^ ,  S^  die  Punkte  Vi ,  ü^  die 
Gegenpnnkte  und  ^i,  g^  entsprechende,  durch  die  Gegenpunkte  gebende 
Gerade,  auf  denen  A^ ,  A^  entsprechende  Punkte  sind.  Ziehen  wir  durch  Ff 
in  Si  eine  zweite  Gerade  g\  und  bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  gig\ 
bilden ,  mit  v,  so  entspricht  derselben  in  S^  eine  durch  27,  gehende  Gerade 
g\ ,  die  mit  g^  denselben  Winkel  v  einschliesst.  Die  entsprechenden  Punkt- 
reihen  auf  g^  und  g^  sind  durch  die  drei  Paare  entsprechender  Punkte  Af^ 
Tj,  Ui  und  Af^V^yU^y  von  denen  17,,  F,  im  Unendlichen  liegen,  bestimmt, 
und  zu  einem  vierten  Punkte  ^j  auf  g^  erhalten  wir  auf  bekannte  Weise 
den  entsprechenden  Punkt  B^  auf  g^.  Beschreiben  wir  durch  AiBf  und 
durch  einen  beliebigen  Punkt  A\  auf  g\  einen  Kreis  Ar,,  dessen  zweiter 
Schnitt  mit  g\  der  Punkt  y,  sein  möge ,  so  liefert  der  entsprechende  Kreis 
k^j  der  durch  J,,  B^  geht  und  die  Gerade  g^  unter  demselben  Winkel  wie  A:, 
die  Gerade  ^,  schneidet,  auf  g\  die  Schnittpunkte  ^s,  ^g,  welche  den 
Punkten  i^, ,  ^,  entsprechen.  Da  nun  bekanntlich  bei  den  collinearen 
Punktreihen ,  deren  Gegenpunkte  F, ,  27,  sind : 
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'leinhuDgeD 

b  lllaltiplication  der  beiden  letzteo  und  mit  Beachtung 
ihnngen 

'j^i  _  P,  A    r,  fl,     p,y, 

eiecke   ViJ,jf,   und   Ut^^J^,  sowie   F,  S,  fi',   und 

Beziehungen  kOnnen  wir  sebr  leicbt  entspteobende 
Iten  Systemeo  S,,  S,,  in  denen  die  Gegenpnnkte  K,, 
inde  Punkte  ^i ,  -it  gegeben  siad  und  der  Sinn  eines 
Ilt  ist,  conatrniren.    Wir  erbalten  z.  B.  in  Fig.  11  sn 
len  entsprechenden  Pankt  ß*,  in  St,  indem  wir  doa 
tmiren ,  welches  dem  Dreieck  V,  A,  ffi  Shnlich  ist. 
V  ist  hierbei  noch  willkürlich  anzunehmen;  sobald 
I  ist,  sind  die  entsprechenden  kreisver wandten  Sy - 
In  gleicher  Weise  erhalten  wir  zu  einem  Punkte 
C,  in  S,  den  entsprechenden  C^  in  5,,  wenn  wir  das  Dreieck  UtC^jit  ähnlich 
dem  Dreieck  F,  A,  C,  machen.    Ans  dieser  Bestimmung  folgt,  dass  jedem  um 
F,  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise  in  S,  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
17,  ist,  in  S,  entspricht  und  dass  allen  Punkten,  welche  in  einem  System 
innerhalb  eines  solchen  Kreises  liegen ,  im  andern  System  Pnnkte  entspre- 
chen, die  ausserhalb  des  entsprechenden  Kreises  liegen. 

Sind  A,  B,  C,  D,  ond  A,  B^  (7,  D^  entsprechende  Punkte  in  den  kreisver- 
wandten  Systemen  S,,  S^,  deren  Gegenpcnkte  F,,  f,  sind,  so  folgt  aus  den 
Shn liehen  Dreiecken 

V,A,B,  ~  U^B^A,,  AiBi:rtB,='B,At:Ü^At, 

F,  B,C,  fsj  0,C,ß,,  V,B,:B,C,  =  ütCt-.CtB,, 

y.CtD,  r^  U,BtC„  C,BrViB,  =  BtC^:UtCtt 

r,0,A,<^  UtA^B,,  V,B,-DiA,  =  UjA^-.AjBt, 

and  diese  Proportionen  liefern  die  Gleichnng 

A,B,.C,B,_AtB^.CtDt 
B,C,.ß,A,~BtCt.DtA' 
welche  die  Gleichheit  der  durch  vier  Paare  entsprechender  Punkte  zweier 
kl  eis  verwandter  Systeme  bestimmten  Doppel  Verhältnisse  ausdrückt. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  in  den  kreis  verwandten  Systemen  S,,  &, 
(Fig.  13)  g, ,  g^  zwei  entsprechende  Gerade,  welche  resp.  durch  die  Gegen- 
pDokte  F, ,  Uf  dieser  Systeme  gehen;  dann  umbtillen  die  Verbindung  agera- 
den entsprechender  Punkte  dieser  Geraden  einen  Kegelschnitt  i,  dessen 
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Brennpunkte  wir  mit  0  and  P  bezeichnen  wollen.  Verbinden,  wir  nan  den 
einen  Brennpunkt,  etwa  0,  mit  den  Gegenpankten  V^ ,  Ü^  nnd  mit  zwei  ent- 
sprechenden Punkten  A^ ,  A^  der  Geraden  ^i ,  g^\  dann  sind  die  Dreiecke 
Fi  AiQ  und  Ü^O Af  ähnlich.  Da  F|  und  TJ^  Gegenpunkte  der  auf  ^j,  g^  lie- 
genden entsprechenden  collinearen  Punktreihen  sind,  so  ist  die  Kegel- 
schnittstangente V^f  parallel  g^  und  die  Kegelschnittstangente  U^f  parallel 
^j,  die  Punkte  F,,  Uf  liegen  auf  einem  Durchmesser  des  Kegelschnitts  t  und 
Oü^  ist  paralleler,  und  demnach  ist  Winkel  PF,  {^OU^A^^OV^  A^.  Ziehen 
wir  Otc  parallel  g^^  dann  ist  Winkel  OA^  üf  ^=»nOA^'^  und  da  bekanntlich  der 
Winkel  V^On^A^OAt,  so  folgt,  dass  auch  Winkel  V^OA^=^V^A^O  ist. 
Damit  ist  die  Aehnlichkeit  der  obengenannten  Dreiecke  bewiesen.  In  glei- 
cher Weise  ergiebt  sich,  dass  auch  die  Dreiecke  F,  A^  P  und  27,  PA^  ähnlich 
sind  und  folglich  sind  die  Brennpunkte  0  und  P  des  Kegelschnittes  s  selbst- 
entsprechende Punkte  der  kreisverwandten  Systeme  Si ,  S^,  Zwei  kreisver- 
wandte, in  gleichem  Sinne  liegende  Systeme  können  nur  zwei  selbstentspre- 
chende Punkte  besitzen,  denn  wenn  drei  solcher  Punkte  vorhanden  sind,  so 
tritt  Deckung  der  Systeme  ein.    Wir  erhalten  demnach  den  Satz : 

21.  Die  beiden  Belbstents|)rechenden  Punkte  zweier 
kreisverwandter  ebener  Systeme  sind  die  Brennpunkte  des- 
jenigen Kegelschnittes,  der  von  den  Verbindungsgeraden 
zweier  entsprechender  gerader  Punktreihen  der  Systeme 
umhüllt  wird. 

Nach  diesem  Satze,  den  Herr  Siebeck  (Grün.  Archiv  1859,  S. 470) 
mitgetheilt  hat,  können  wir  die  beiden  selbstentsprechenden  Punkte  zweier 
kreisverwandter  Systeme  stets  bestipimen*.  Ist  der  Kegelsc^hnitt  f  eine 
Parabel,  dann  liegt  der  eine  Brennpunkt  im  Unendlichen  und  in  diesem 
Falle  geht  die  Kreisverwandtschaft  in  Aehnlichkeit  über.  Ein  ebenes 
System,  welches  sich  in  seiner  Ebene  derart  ändert,  dass  alle  seine  Phasen 
kreisverwandt  sind,  wollen  wir  ein  kreisverwandt* veränderliches 
ebenes  System  nennen. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  0,  P  die  selbstentsprechenden  Punkte  der 
kreisverwandten  ebenen  Systeme  S^y  /$,,  /S*,,  ...,  und  weisen  wir  einem 
beliebigen  Systempunkte  A^  in  /S*,  die  beliebigen  entsprechenden  Punkte  A^^ 
A^y  ...  beziehungsweise  in  /S't ,  «S*, ,  . . .  zu ,  so  sind  diese  Systeme  bestimmt 
und  wir  können  zu  jedem  vierten  Punkte  ß,  in  S^  die  entsprechenden  B^^ 


*  Anch  von  Herrn  Bella  vi  tis  ist  eine  fast  gleichartige  Bestimmung  der  selhst- 
entsprechenden  Pankte  angegeben.  Wenn  man  den  Kegelschnitts  -  Mittelpnnkt  M  in 
Fig.  12  mit  dem  Durchschnitte  der  Geraden  gig^  verbindet  and  aaf  dieser  L  so  be- 

simmt,  dass  Mt^  =  Fi  A^ .  O^A^  ist,  so  sind  ML  und  MO^  conjugirte  Halbmesser  eines 
Kegelschnittes,  dessen  Brennpunkte  0,  P  die  selbstentsprechenden  Pankte  repräsen- 
tiren.  Exposition  de  la  mithode  de»  äqtdpoUences par  Giusto  Bellaviti$,  traduU  de 
f  Halten  par  Laisani,  Paris  1874,  §  25.  Ferner  in  Nouvelies  Annales  de  Maihimatiques 
1873,  p.  542. 
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^j,  . ..  In  ^,  iSy, ...  in  der  oben  angegebenen  Weise  bestimmen.    Betrach- 
ten  wir  diese  Systeme  iSj ,  5, ,  5, ,  . . .  als  Phasen  eines  kreisTerwandt  •  ver* 
Snderlichen  ebenen  Systems  S,  in  dem  die  beiden  Systempnnkte  0,  P,  die 
wir  Yerwandtschaftspole  nennen,  fest  sind;  nnd  nehmen  wir  an,  ein 
Systempnnkt  A  bewege  sich  anf  einer  Bahncnrve  a ,  so  durchschreitet  auch 
jedei*  andere  nicht  feste  Systempankt  B  eine  Bahncurve  b.-  Denken  wir  ans 
die  Gesammtheit  aller  Systemphasen  S^^  S^^  S^^ ,»,  durch  Inversion  (reci- 
proke  Radien)  in  Bezug  auf  einen  der  selbstentsprechenden  Punkte  oder 
Verwandtschaftspole,  etwa  P^  als  Inversionscentrum  in  die  verwandten 
Systeme  ^i,  S\,  S\,  ...  verwandelt,  so  haben  alte  diese  Phasen  den  ent- 
sprechenden Punkt  (/  von  0  und  die  unendlich  ferne  Gerade ,  welche  dem 
Paukte  P  entspricht,  entsprechend  gemein;  demnach  können  wir,  da  die 
Winkel  durch  Inversion  nicht  geändert  werden,  die  Systeme  S\,  S\^S\j ... 
als  Phasen  eines  einförmig  bewegten  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems 
S'  ansehen,  in  dem  der  Punkt  (/  der  Aehnlichkeitspol  ist.    Hiernach  können 
wir  die  Beziehungen,  welche  bei  der  Bewegung  des  ähnlich-veränderlichen 
Systems  S'  auftreten,  auf  die  Bewegung  des  kreisverwandt •  veränderlichen 
Systems  S  übertragen ;  und  wir  wollen  auch  hier  die  Bewegung  des  Systems 
Sf  bei  dem  zwei  Punkte  fest  sind,  die  einförmige  Bewegung  desselben 
nennen.    Da  bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen 
ebenen  Systems  alle  Bahncurven  ähnliche  Curven  in  ähnlichen  Systemen 
sind,  welche  den  Aehnlichkeitspol  entsprechend  gemein  haben;  und  da  die 
Verbindungsgeraden  aller  Punkte  einer  Phase  eines  ähnlich-veränderlichen 
ebenen  Systems  mit  dem  Aehnlichkeitspol  der  Phase  gleiche  Winkel  mit 
den  Tangenten  der  Bahncurjren  dieser  Punkte  bilden,  so  erhalten  wir  durch 
Debertragung  die  Sätze: 

22.  Sind  zwei  Punkte  eines  kreisverwandt  -  veränder- 
lichen ebenen  Systems  fest,  so  sind  alle  Bahncurven  der 
beweglichen  Systempunkte  entsprechende  Curven  in  kreis- 
verwandten Systemen,  welche  diese  festen  Punkte  als  selbst- 
entsprechende Punkte  besitzen. 

23.  Alle  Kreise,  welche  durch  die  beiden  Yerwandt- 
schaftspole und  durch  die  Punkte  einer  Systemphase  gehen, 
schneiden  die  Bahncurven  dieser  Punkte  unter  gleichem 
Winkel. 

Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  bewegten  kreisverwandt- 
veränderlichen  Systems  auf  einem  Kreise,  so  bewegen  sich  alle  beweglichen 
Bystempunkte  auf  Kreisen  und  erzeugen  auf  diesen  projectivische  Ponkt- 
reihen.  Diesen  besondern  Fall  der  einförmigen  Bewegung  wollen  wir  die 
kreislinige  Bewegung  des  kreisverwandt- veränderlichen  Systems  nennen. 
Unter  jenen  Bahnkreisen  können  auch  Gerade ,  d.  h.  Kreise  mit  unendlich 
grossem  Radius  vorkommen.     Geht  ein  Bahnkreis  durch  einen  oder  beide 
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Verwandtschaftspole,  so  gehen  alle  Bahnkreise  durch  den  dinen  oder  darcb 
beide. 

Um  uns  von  der  kreislinigen  Bewegung  eines  kreisverwandt-veränder- 
liehen  Systems  eine  klare  Vorstellung  zu  bilden ,  betrachten  wir  zunlichst 
die  kreblinige  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen  Systems  S^.  Es  sei 
in  Fig.  13  a  (/  der  Aehnlichkeitspol  dieses  Systems,  k'  ein  Systemkreis,  des- 
sen Mittelpunkt  M'  sich  auf  dem  Bahnkreise  m'  bewegt;  dann  besehreiben 
alle  Systempunkte  des  Kreises  Ar' Bahnkreise ,  und  die  Curve,  welche  die 
Phasen  des  Kreises  k'  umhüllen,  wird  auch  von  diesen  Bahnkreisen  umbttllt 
Diese  Httllbahneqrve,  die  wir  mit  x'  beieichnen,  ist,  wie  Quetelet^  be- 
wiesen hat,  die  unter  dem  Namen  Cartesisches  Oval  bekannte  Garve. 
Ist  ^g  eine  beliebige  Phase  des  Kreises  A:^,  so  erhalten  wir  die  beiden 
Punkte  jfg^  B^xj  in  denen  k'^g  die  Curve  k  berührt,  nach  der  in  der  ersten 
Mittheilung  ^*  angegebenen  Construction,  wenn  wir  in  M'g  an  den  Bahnkreia 
m\  dessen  Mittelpunkt  m^  ist,  eine  Tangente  ziehen  und  einen  durch  €^  und 
M's  gehenden  Kreis  t'«.,  dessen  Mittelpunkt  auf  dieser  Tangente  liegt,  be- 
schreiben. Dieser  Kreis  schneidet  k'^  in  den  Berührungspunkten  ^^^  B'xi 
die  Tangente  an  M'^  in  einem  Punkte  r;  und  die  Geraden  A^^gr^  ^«r  sind 
die  Tangenten  in  diesen  Punkten  an  dem  Cartesischen  Oval  »'.  Die  Kreise 
ig^  welche  auf  den  Kreisphasen  Ar'«  die  Berührungspunkte  bestimmen,  bil- 
den ,  weil  sie  den  Bahnkreis  m'  rechtwinklig  schneiden  und  durch  ff  gehen, 
ein  Büschel  von  Kreisen ,  die  sich  in  den  Punkten  0'  und  O'  schneiden, 
welche  auf  der  Symmetralgeraden  (/mo  des  cartesischen  Ovals  liegen  und 
den  Durchmesser  des  Kreises  rn  harmonisch  theilen.  Ziehen  wir  die  Ge- 
rade A's^ofi  diia  O'iUq  in  Sl'  trifft,  so  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  für 
alle  Kreisphasen  die  Geraden  A'x^ »  durch  den  festen  Punkt  iS^'  gehen.  Da 
die  Punkte  0',  O'  den  Durchmesser  des  Kreises  m  harmonisch  theilen ,  so 
ist  das  Verhältniss  (/ M' x*^' M' g  constant;  das  Gleiche  gilt  von  dem  Ver- 
hältnisse  0'^x'^s^'s%  weil  k'g  eine  Kreisphase  ist,  und  demnach  auch 

^^^^-^^^  consu 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  die  Projectionen  M'gi^  M'^h  der  Kreis- 
sehnen M'x  ^'xi  M'gg^'  ftuf  den  Kreisdurchmesser  M'x^  in  constantem  Ver- 
hältniss stehen ,  und  demnach  ist  der  Schnittpunkt  Sl'  der  Geraden  ff^  ^ x 
tLnfO'niQ  ein  fester  Punkt.  Kehren  wir  nun  die  Bewegung  um,  betrachten  wir 
die  Bahnkreise  als  Kreisphasen  und  die  Kreisphasen  Ar«  als  Bahnkreise, 
dann  ist  »  wieder  die  Hüllbahncurve  und  die  Verbindungsgeraden  der  Be- 
rührungspunkte, welche  die  Kreisphasen,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  mit 
m   conc6ntrischen  Kreise  tn"  liegen,   bei  dieser  zweiten  Bewegung  mit  » 


*  Supplement  au  traiU  de  la  Imiikre  de  Jiet^schel,  par  Quetelet.     Tom,  II,  p.  399. 
Paris  1833. 

*«  Zeitschr.  f.  Math  a.  Phys.  Bd.  19,  8.  166. 
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cb  in  gleicher  Weise  darlegen  iSsst ,  duiuh  den^ 
isiscbe  Oval  besteht  ans  zwei  Ovalen,  wie  die  Fig.  13  a 

Erzen gUDgB weise  berührt  das  grosse  nnd  das  kleine 
g  erzeugenden  Kreises  ausserhalb;  bei  der  aweiten 
Ival  die  Phasen  des  erzengenden  Kreises  ausserhalb, 

innerhalb.  Es  ISsst  sich  leicht  nachweisen,  dass  es 
ngnngsweise  gtebt,  bei  der  die  Kretsphasen  nicht  von 
sh  berDhrt  werden,  sondern  erst  von  dem  einen,  etwa 
ein  ansserhalb  nnd  dann  von  dem  kleinen  allein  inner- 
tten  Ersengnugsweise  geht  die  Verbiudnngsgerade  der 
ir  Kreisphasen  dnrch  den  festen  Pankt  0'  nnd  die  Mit- 
iegen  auf  einem  mit  m' cencentrischen  Kreise tn".  Die 
t'  sind  die  drei  Brennpunkte  des  Cartesischen  Ovals*, 
snschaft,  dass,  wenn  p  and  q  die  Entfernungen  eines 
Bweien  diesei  Brennpankte  und  a,  b,  c  Oonstante  be- 

lisse  M'^ff-.M'aZ)  nnd  M'„0':M'k^„  constant  sind, 
von  M'xZf-.M't&t,  nnd  daraus  folgt,  dass  wir  aach 
in  Aebnlicbkeitspol  eines  ähnlich  -  verSaderlichen  Sy- 
en,  in  dem  der  Systemkreis  k'  die  Hiili bahnen rve  x' 
ittelpnukt  den  Kreis  m  dnrchlänft.  Bei  der  ersten  der 
Dgungsweiaen  des  eartesischea  Ovals  %  kSnnen  wir 
punkte  0',  O'  als  Aebnlicbkeitspol  betrachten;  ebenso 
der  zweite»  Erz  eng  nngs  weise  jeder  der  Brennpunkte 
ritten  jeder  der  Brennpunkte  O',  A'  als  AehalichkeitB- 
n  kann. 

i2'  an  Kreis  Ar',  eine  Tangente  ^'7*,  dann  tst 
'  =  SiÄ,  .  a'B'^  =  ä'O'.  ß'0'=  consU , 
in  alle  Kreisphasen  k't  den  nm  £1'  mit  dem  Radios  Sl'T 
i  rechtwinklig.   Demnach  können  wir  das  Cartestsche 
I  Enveloppe  eines  verHnderlichen ,  des  Kreis  i  recht- 
1  Kreises  k'  betrachten,  dessen  Mittelpunkt  sich  auf  den 
Kreis  m  bewegt.   Der  zweiten  der  obgenannten  Erzengungs weise  entspricht 
in  dieser  Binsicht  in  unserer  Figur  ein  imaginXrer  Kreis  i  und  der  dritten 
wieder  ein  reeller  Kreis  t',  dessen  Mittelpunkt  0'  ist. 

Uebertragen  wir  die  kreislinige  Bewegung  des  betrachteten  tthoücb- 
veränderlichen  Systems  S'  durch  Inversion  ftlr  einen  beliebigen  Punkt  P  als 
Inversionscenlrnm,  so  erhalten  wir  die  kretslinigeBewegnng  eines  kreis- 

*  ChasUs,  Gesohiehle  der  Geometrie,  deutsch  von  Sohncko.  1S39.   B.  373. 
**  SalmoD,  HShero  CüTveii,  deatach  von  Fiedler.    Leipiig  1873.    S.81I. 
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etänderlichen  Systems  S,  und  nmget 
larch  Inversion  stets  in  die  kreislinige  B 
len  Systems  umwandeln ,  wenn  vir  eiae 
als  Inversionscentrnm  nehmen.  Bei  dei 
erlicben  Systems  S'  in  das  kreisverwam 

Cartesischen  Oval  x'  eine  kteisTervam 

bicirculare  Carre  vierter  Ordnung  ist  i 
rersionsoval  nennen  wollen*.  Die  £ 
rennponkten  (/,  O',  i2'  des  Cartesiscbei 
^  anf  einem  Kreise  and  sind  anch  Brei 
rsionsoTsl  x.     Zu  diesen  tritt  noch  d« 

der  Cnrve  x,  denn  P  nnd  0  sind  die  \ 
swegten  kreisrerwandt  -  verSnderlichen 
sie  der  Bewegang  dieses  Systems  in  Bei 
gleicher  Beaiehnng  sn  der  Cnrve  k  st< 

den  Sats: 
li  der  kreialinigen  Bewegang  eii 

icben  ebenen  Systems  ist  die 
temkreiaes  k  ein  Cartesisches  Ii 
trennpnnkte  0,  O,  Sl,  P  desselbe 

trachten  die  Punkte  0,  P  (Fig.  18a)  a 
nig  bewegten  kreisverwandt-  verKnderlii 
mkreis  ist ,  dessen  einer  l'nnkt  C  sicl 
regt,  und  nehmen  eine  Kreisphaee  tc„  an 
nf  C  an  und  beaeichnen  die  bbtreffend 
st  die  kreislinige  Bewegung  des  kreisve 
lestimmt,  und  wir  erbalten  durch  luven 
wa  auf  P,  in  Fig.  \Sb  ein  entsprechendes 
lessen  Aebnlicbkeitspol  O'  der  entsprech 
[lankt  C  sieb  anf  den  Bahnkreis  c  ben 
nd  dessen  Phase  S'^  der  Phase  S,  enti 
Übertragbaren  Beziehungen,  welche  bei 
Igen  Bewegang  eines  ähnlich  -veritnderli 
sn  wir  zor  näheren  Erkenntniss  der  kre 
dt -veränderlichen  Systems  S, 


Ulbahncurven  «'and  m  gehSren  in  den  an  all 
)elaaonrnerie(Liouv.  JonroallBSS,  S.  37 
Carveu  Bind  die  Hfillbahncurven  eines  verän 
ich  auf  einer  fealen  Carve  bewegt  and  der  eii 
idat;  demiincli  gehen  die  anallagmatiBcbeii  Ci 
sten  Kreises  In  siob  selbst  Über. 


Von  Dr.  L.  BtaM88TER.  4l3 

noch  eine  SysteoipbaBe  S'„,  deren  Punkte  mit  den 
der  Phase  ^s  auf  Oeradeu  liegen,  die  dnrcb  den 
i;  solche  zwei  Phasen,  deren  es  unendlich  viele 
ingeordnete  Phasen  nennen,  and  in  je  zwei  xa- 
>recben  die  dnrch  den  AebnlichkeiUpol  gehenden 
1  diesen  Phasen  zeichnen  sich  zwei  Paare  dadurch 
eiden  Phaeenpaare  in  eine  Phase  zasammenfKllt. 
iwei  aaf  einer  beliebigen  dnrcb  O'  gebenden  Ge- 
itsprechende  Pnnkte  C'm,  €'••  und  S'«,  C'm  der  zu- 
Ic'g,  k'„  Kreise,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt, 
P,  gehen ,  so  achneiden  sich  diese  Kreise  noch  in 
Punkte  F',  der  fttr  alle  durch  O'  gebende  Gerade 
e  Kreisphasen  derselbe  ist;  denn  es  ist  (Hi  jede 
I  und  für  jedes  Paar  zugeordneter  Kreisphasen 
P=0'e'-.0'C',  =  0'(7',.0'e',. 
Babnkreise  als  Kreisphasen  und  die  Ereispfaasen 
t  dieselbe  Beziehung  statt,  und  ferner  zeigt  sieh, 
£te  O'.  Sl'  anf  einem  durch  F',  P  gebenden  Kreise 

lenden  Kreisen  entsprechen  in  der  Fig.  136  Gerade, 
die  durcb  den  auf  (7  f  liegenden  Paukt  F,  der  F"  entspricht ,  geben.  I>em- 
nacb  ist  F  der  gemeinsebaftlicbe  Aebnlicbkeitspnnkt  fttr  je  zwei  zugeord- 
nete Kreisphasen  i„,  k,  im  kreisverwandt-verftnderlicben  System  S  und  fUr 
je  zwei  als  zugeordnete  Kreisphasen  betrachtete  Bahnkreise  c  nnd  c,  deren 
entsprechende  Punkte  anf  Kreisen  liegen,  die  durcb  die  Verwandtscbafts- 
pole  0,  Pgehen.  Je  zwei  der  zugeordneten  Kreisphasen  schneiden  jeden  der 
der  dnrch  0,P  gehenden  Kreise  unter  gleichen  Winkeln;  denn  in  den  zugeord- 
neten Systempbasen  entsprechen  die  durcb  Oi'  gehenden  Kreise  sieb  selbsL 
Zu  beiden  Seiten  der  Symmetralgeraden  (/O' giebt  es  (Fig.  18a)  in 
dem  Hhnlich- verSnderlicben  System  S'  unendlich  viele  congmente  System- 
phasen, die  wir  beigeordnete  Phasen  nennen,  and  in  je  zwei  beigeord- 
neten Phasen  entsprechen  die  um  den  Aehnlichkeitapol  &  als  Mittelpunkt 
beschriebenen  Kreise  sich  selbst.  Von  diesen  beigeordneten  Phasen  fallen 
zwei  in  der  grössten  nnd  zwei  in  der  kleinsten  Systempfaase  zusammen. 
Wenn  wir  von  P  auf  O'O'  eine  Senkrechte  Pn  ziehen,  anf  dieser  ffn  =  Pa 
machen  und  Kreise  beschreiben ,  *welche  durch  G',  P  gehen ,  so  schneiden 
diese  je  zwei  der  beigeordneten  Kreisphasen  in  Punkten,  die  zu  der  Ge* 
raden  (/O'  symmetrisch  liegen.  In  dem  kreisverwandt-verllnderlicben 
System  5  entsprechen  diesen  Phasen  unendlich  viele  beigeordnete  Kreis- 
phasen, für  welche  der  dem  Punkte  G'  entsprechende  Punkt  G,  der  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises  OPSl!ö  zusammenfUllt,  gern  eins  cbaftlicb  er  Aebn- 

EdUobrift  L  lUUiuiwtlk  n.  Fhyilk,  XX,  8.  SS 
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lichkeitspQDkt  ist;  und  dasselbe  gilt  von  den  als  beigeordnete  Kreisphaseo 
angesehenen  Bahnkreisen^  Jedes  Paar  beigeordneter  Kretsphasen  schneidet 
jeden  Kreis  des  Kreisbüschels,  für  den  0^  P  Grenzpnukte  sind,  gleichwink- 
lig; denn  dieser  Kreisbüschel  entspricht  den  nm  0' beschriebenen,  sich  selbst 
entsprechenden  Kreisen  in  S\  Zwei  zugeordnete  Systemphasen  zeichnen 
sich  dadurch  ans,  dass  ihre  Gegenpnnkte  anf  der  Verbin dungsgeraden  der 
Verwandtschaftspole  0,  P  liegen  und  gleiche  Entfernung  von  der  Mitte  der 
Strecke  OP  haben;  zwei  beigeordnete  Systemphasen  zeichnen  sich  dadurch 
aus,  dass  ihre  Gegenpunkte  anf  der  in  der  Mitte  auf  OP  senkrecht  stehen- 
den Geraden  liegen  und  gleichen  Abstand  von  dieser  Mitte  besitzen.  Im 
ersten  Falle  ist  die  Gerade  OP  eine  selbstehtsprechende ,  im  zweiten  diese 
senkrechte  Gerade  eine  selbstentsprechende  Gerade,  und  in  jedem  Falle 
haben  die  Gegenpunkte  zweier  Systemphasen  gleichen  Abstand  von  dieser 
Mitte,  weil  die  Gegenpunkte  nach  S.  408  gleiche  Entfernung  von  dem  Mit- 
telpunkte des  Kegelschnittes  besitzen,  dessen  Brennpunkte  0,  P  sind.  In 
zwei  zugeordneten  Phasen  schneiden  sich  die  durch  die  Gegenpunkte  gehen 
den- entsprechenden  Geraden  in  der  in  der  Mitte  auf  OP  senkrecht  stehen- 
den Geraden,  bei  zwei  beigeordneten  Systemen  aber  in  der  Geraden  OP. 
Durch  die  Betrachtung  der  zugeordneten  und  beigeordneten  Kreis- 
phasen  gelangen  wir  zur  Kenntniss  des  geometrischen  Ortes  der  Mittel- 
punkte aller  Kreisphasen  eines  Systemkreises  k  eines  kreislinig  bewegten 
kreisverwandt- veränderlichen  Systems  und  dea  geometrischen  Ortes  der  Mit- 
telpunkte aller  von  den  Punkten  des  Systemkreises  k  beschriebenen  Bahn- 
kreise. Der  Punkt  C  des  Systemkreises  k  bewegt  sich  auf  dem  vorgeschrie- 
benen Bahnkreise  c  (Fig.  136),  dessen  Mittelpunkt  mit  Cq  bezeichnet  ist  und 
der  den  durxih  OP  und  Cx  gehenden  Kreis  je  unter  einem  Winkel  v  in  C« 
und  C,v  schneidet;  die  gegebene  Kreisphase  kx  trifft  den  Kreis  j^  ausser  in 
6^r  noch  in  einem  Punkte  (S^x  und  die  Yerbindungsgerade  ^xCw  schneidet  die 
Gerade  OP  in  dem  Aehnlichkeitspunkte  F.  Hiernach  können  wir  anabhängig 
von  der  Fig.  13a  den  Bahnkreis  c  des  Systempunktes  €  erhalten,  indem  wir 
C'so  bestimmen,  dass  sein  Mittelpunkt  Cq  auf  c^F  liegt  und  dass  er  mit  dem 
Kreise  je  in  (S«  den  Winkel  v  bildet.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  zu  der 
Kreisphase  k^y  deren  Mittelpunkt  kP^  ist,  die  zugeordnete  Kreisphase  k^^ 
indem  wir  den  Kreis  k„  so  construiren,  dass  sein  Mittelpunkt  A^,»  auf  der 
Geraden  Ar^^i^  liegt  und  dass  er  den  Kreis  je  in  C^  unter  demselben  Winkel 
schneidet ,  welchen  k^  mit  je  bildet«  Die  Kreise  c  und  kn,  schneiden  den 
Kreis  je  andererseits  noch  in  dem  gemeinscfhaftlichen  Punkte  (Ewy  der  mit 
Cx  auf  einer  durch  den  Aehnlichkeits{)unkt  F  gehenden  Geraden  liegt. 
Ziehen  wir  durch  OP  einen  beliebigen  Kreis  j/),  dessen  Schnittpunkte  mit 
kx  und  kfp  resp.  Dx^a  und  2>»^»  sind,  so  erhalten  wir  die  Bahnkreise  d,  b, 
welche  den  Punkten  D«.,  S«  entsprechen,  indem  wir  die  Kreise  </,  b  so  be- 
stimmen, dass  sie  den  Kreis  jj)  beziehungsweise  in  den  Punkten  DxDmy 
S)«^w  unter  demselben  Winkel  treffen,  welchen  der  Kreis  c  mit y^  bildet; 


Von  r>r.  L.  BuRMBBTER.  415 

Ale  Miltelpnnkte  von  d^,  b^voD  d,  b  liegen  Aüün  auf  eiuei  durch  /'gchcndcu 
Geraden.  Aar  dieee  Weise  kann  man  Icicbt  den  Ort  der  Mittelpunkte  C(,,Co,  i^g, 
bg,. ..  der  Babnhrcise  der  auf  Ar  liegenden  SfSlempunktecDnatractiv  bestimmen. 

Die  Verbin dnngBgeraden  C^l^xt.l^x'^^,  ■■  ■  achneiden  sich,  weil  die 
Kraiae  je,  jß  dnrch  Of  gehen,  in  einem  Punkte  f  •  der  Geraden  OP,  und 
MUH  demselben  Grunde  schneiden  sich  dieVerbindungageraden  C«^,  /'«^■d 
in  einem  Punkte  F*  dar  Geraden  OP.  Betrachten  wir  nnr  das  Strahleu- 
bBBcbel  F",  so  entspricht  jedem  Strahl  C.6„,  />,S)",  ...  ein  Strahl  c^, 
d^ici  ••■  des  Strahl enbUschels  Fund  demnach  sind  die  Strahlenbiischel  F" 
nnd  Fcollinear.  Die  Kreise,  welche  die  durch  C/*geheudeiI  Kreise  veoht- 
winklig  schneiden,  stehen  zn  den  beigeordneten  Phasen  in  derselben  Be- 
ziehung, wie  die  durch  OT  gehenden  Kreise  zn  den  zugeordneten  Phasen; 
wir  erbalten  demnach  in  gleicher  Weise  hinsicbilich  der  beigeordneten 
Kreisphaaen  /c^,,  k„  die  analogen  collinearen  Strahlenbüschel  G"  und  G, 
deren  Mittelpunkte  aof  der  Cbordale  liegen,  welche  in  der  Mitte  von  OP 
auf  OPaenkrecht  steht.  Den  auf  dem  Kreise  A.  liegenden  Schniltp)inkteii 
der  Strahlen  des  BQschels  F"  nud  G"  entsprechen  die  Bahnkreia- Mittel- 
punkte, in  denen  sich  die  cntaprechendeu  Strahlen  der  Büschel  F  und  G 
treffen.  Der  Ort  fi"  der  Mittelpunkte  der  Bnbnkreise  und  der  Kreia  k^  sind 
demnach  entsprechende  Curven  in  collinearen  Syatemen  und  folglich  ist  fi." 
ein  Kegelschnitt.  Durch  die  Umkebrung  der  Bewegung  folgt,  dass  auch 
der  Ort  ^'  der  Mittelpunkte  der  Kreisphasen  ein  Kegelschnitt  ist.  Statt  der 
Kreispbase  k„  können  wir  von  joder  beliebigen  andern  Kreisphaae  fe^  aus- 
gehen und  demnach  sind  auch  n"  und  k^  entsprechende  Curven  in  collinearen 
ebenen  Systemen,  nnd  wenn  wir  einen  beliebig  gewählten  Bahnkreis  e  als 
Kreisphaae  betrachten,  so  sind  auch  fi'  und  e  entsprechende  Curven  in  col- 
linearen Systemen.  Dnrch  diese  collinearen  Beziehungen  lässt  sich  auch 
ohne  Schwierigkeit  nachweisen,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  ft,  ft"  con- 
focal  sind.    Hiernach  erballen  wir  den  wichtigen  Satz: 

25.  Bei  der  kreielinigen  Bewegung  eines  kreisverw  andt- 
verXuderlichen  ebenen  Systems  bewegt  sich  der  Mittelpunkt 
eines  S^stemkreisea  anfeinem  Kegelschnitt;  die  Mittelpunkte 
der  Bftbnkreiee,  auf  denen  sich  die  Punkte  des  Systemkrei- 
sea  bewegen,  liegen  auf  einem  Kegelachnitte,  und  beide 
Kegelschnitte  sind  confocal. 

Da  alle  Phasen  des  Systemkreiaes  k'  in  dem  ähnlich- veränderlichen 
ebenen  System  S'  den  Kreis  ('/dessen  Mittelpunkt  Sl  ist,  rrchtwinklig 
schneiden,  so  schneiden  auch  alle  Phasen  des  Systemkreises  k  in  dem  kreia- 
verwnndt- veränderlichen  ebenen  System  S  den  entsprechenden  Kreis  t  von 
f  rechtwinklig.  Wir  können  datier  das  Cartesi.scbe  Inveraionsoval  auch  als 
die  Envsloppe  eines  veränderlichen,  den  Kreia  (  rechtwinklig  schneidenden 
Kreises  k  ansehen,  dessen  Mittelpunkt  sich  auT  dem  Kegelschnitte  fi  bewegt. 
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Die  BerÜhrnngspnnkte  Äg^  S^x^  welche  eine  Kreisphase  1c x  mit  der  Garve 
x'  bildet,  liegen,  wie  wir  S.  410  bewiesen  haben,  auf  einer  durch  den  festen 
Punkt  Sl'  gehenden  Geraden  und  auf  einem  durch  die  Punkte  (f^  O'  gehen- 
den Kreise;  folglich  liegen  auch  die  Berährungspunkte  Ax^Bx^  welche  eine 
Kreisphase  kx  mit  der  Curve  x  bildet,  auf  einem  durch  52,  P  gehenden  und 
auf  einem  durch  0,  O  gehenden  Kreise;  darnach  ist  der  gemeinschaftliche 
Schnittpunkt  der  drei  Kreissecanten  Pi2,  OO»  AgBx  der  Mittelpunkt  t^  des 
Orthogonalkreises  i  und  jede  Verbindungsgerade  der  beiden  Berührungs- 
punkte, welche  die  Phasen  des  Kreises  Ar  mit  x  bilden,  geht  durch  den  festen 
Punkt  ^Q.  Die  Verbindungsgerade  der  Mittelpunkte  der  sich  in  Axy  B^ 
schneidenden  Kreise  AxBgSlP^  AgBxDO  muss  den  Kegelschnitt  f*'  in  dem 
Mittelpunkte  l(9x  des  Kreises  kg  berühren;  denn  schnitte  diese  Gerade  (t,'  in 
zwei  Punkten,  so  müsste  jeder  dieser  Punkte  ein  Mittelpunkt  einer  die 
Curve  X  in  Ax^  Bx  berührenden  Kreisphase  sein;  es  kann  aber  nur  eine 
solche  Kreisphase  geben. 

Auf  Grund  dieser  Beziehungen  kann  man  das  Cartesische  Inversions- 
oval  X  leicht  in  folgender  Weise  construiren.  Wir  ziehen  in  einem  Punkte 
l^x  ^^  den  Kegelschnitt  |ü'  eine  Tangente,  fällen  auf  diese  von  dem  Mittel- 
punkte t^  des  Orthogonalkreises  i  eine  Senkrechte  und  beschreiben  den 
durch  Sit  ^>  oder  durch  O,  0  gehenden  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Tangente  liegt;  dann  schneidet  dieser  Kreis  die  Senkrechte  in  den  beiden 
Punkten  Ax^  B,  der  Curve  x. 

Betrachten  wir  die  Bahnkreise,  deren  Mittelpunkte  auf  dem  Kegel- 
schnitte fi"  liegen,  als  Kreisphasen,  so  zeigt  sich  durch  analoge  Dar- 
legungen, dass  die  Verbindungsgeraden  der  Berührungspunkte,  welche  die 
Phasen  mit  der  Curve  x  bilden,  durch  den  Mittelpunkt  tg  des  in  diesem  Falle 
imaginären  Orthogonalkreises  t  gehen,  dass  dieser  Punkt  t  der  Durchschnitt 
der  Geraden  P£)y  OSl  ist  und  dass  die  genannten  Berührungspunkte  auf 
einem  durch  iPO  und  auf  einem  durch  OSl  gehenden  Kreise  liegen.  Dieser* 
zweiten  Erzeugungsweise  entspricht  eine  der  oben  angegebenen  analoge 
Cpnstruction. 

Blicken  wir  auf  die  Bewegung  des  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen 
Systems  S'  zurück,  so  können  wir  bei  der  ersten  Erzeugungsweise  des  Car- 
tesischen  Qvals  %  (S.  410)  auch  £)'  als  Aehnlichkeitspol,  bei  der  zweiten  Sl! 
als  solchen  ansehen ,  und  demnach  können  wir  bei  der  ersten  Erzeugungs- 
weise der  Curve  x  auch  P,  O,  bei  der  zweiten  auch  P,  Sl  als  Verwandt- 
schaftspole betrachten.  Wir  haben  bei  der  Bewegung  des  ähnlich- veränder- 
lichen Systems  S^  noch  eine  dritte  Erzeugungs weise  der  Curve  %  kennen 
gelernt,  bei  der  die  Verbindungsgeraden  der  Berührungspunkte  durch  ff 
gehen  und  für  welche  einerseits  0^  andererseits  Sl'  als  Aehnlichkeitspol 
angesehen  werden  kann.  In  diesem  Falle  giebt  es  einen  reellen  Orthogonal- 
kreis t',  dessen  Mittelpunkt  0'  ist.  Diesem  entspricht  ein  Orthogonalkreis  t, 
dessen  Mittelpunkt  tq  mit  dem  Punkte  F,  der  auch  der  Schnittpunkt  der 
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usammen fallt,  und  durch  den  die  Verbindungsgeiaden 
,  welche  die  neuen  dieser  dritten  Erzeiigangsweise 
ftaen  mit  der  Ctirve  x'  bilden.  Je  zwei  dieaer  Be- 
auf  einem  durch  0,  P  und  auf  einem  durch  A,  O 
die  Mittelpunkte  der  uenen  Kreiephasen  liegen  auf 
r  Fignr  nicht  gezeichneten  Kegelschnitte  fi'".  Dieser 
)richt  eine  dritte  Construction  der  Curre  x,  die  den 
strnctionen  analog  ist, 

ihasen  des  ähnlich -veränderlichen  Systems  S'  durch 
lo  gehen  auch  die  Bahnkreise  durch  diesen  Punkt; 
irve  x'  wird  dann  durch  diesen  Punkt  S'  repräsenürt 
3ht  in  die  Paacal'sche  Curve  oder  Schnecke  {Lima- 
Falle  ist  die  Gesammtheit  der  Kreisphaaeu  mit  der 
kreise  identisch  und  die  Brennpunkte  O'i  lA'  fallen  in 
aea.  Nach  der  dritten  Erzeugunga  weise  der  Curve  x' 
Falle  auch  3'  als  den  Aehnlichke itapol  des  äbnlich- 
8  5*  betrachten  und  demnach  ist  die  Paacarsche 
hocnrve  eines  System kreisea,  dessen  Punkte  sich  anf 
die  durch  den  Aehnlichkeitspol  3  geben.  Durch 
System  S  folgt:  Wenn  die  Kreisphasen  des  kreisver- 
Syatems  S  durch  einen  Punkt  S' gehen,  so  wird  das 
X  durch  den  Punkt  3  vertreten,  und  das  grosse  Oval 
irsionscurre  einer l'ascal'schea  Curve  ansehen,  die 
ir  kurz  eine  Pasc  al'ache  Inversionscurve  nennen  wollen. 

Gebt  ein  Babnkreis  des  kreisverwandt- veränderlichen  Systems  5  durch 
BD  ode^  durch  beide  Verwandtschaftspole  0,  P,  so  gehen  alle  Bahnkreise 
iebnngeweise  durch  einen  oder  beide  Verwandtscbaftapole.  Liegt  ein 
rwandtschaftapol  innerhalb  oder  ausserhalb  eines  Bahnkreiaes,  ao  liegt 
jer  innerhalb  oder  auaaerbalb  aller  Bahnkreiae. 

Durch  Uebertragung  der  übertragbaren  Beziehungen,  die  bei  der  Be- 
;nng  einee  ähnlich  -  veränderlichen  Systems  auftreten,  auf  ein  kreisver- 
idt- verSnderlichea  System  können  wir  leicht  eine  Reihe  interessanter 
>B  hinschreiben,  welche  apecialisirt  zu  einer  Fülle  neuer  Eigenschafleu 
ren.    Wir  wollen  nur  die  wichtigsten  dieser  Sätze  hervorheben. 

Alle  äystemkreise  eines  kreislinig  bewegten  ähnlich -veränderlichen 
tems,  die  so  liegen,  dass  aie  in  ähnlichen  Systemen,  welche  den  Aehnlich- 
;spul  gemein  haben,  einem  Bahnkreise  entsprechen,  umhüllen  einerseits 
ikte,  andererseits  Pascal'sche  Cnrven.  Hiernach  eihalteu  wir  dann 
entsprechenden  Satz : 

26.  Alle  Systemkreise  eines  kreialinig  bewegten  kreis- 
-wandt-veränderlichen  Systems,  welche  so  liegen,  dass  sie 
kreiaverwandten  Systemen,  welche  die  Verwandtschafts- 
e    gemein    haben,     einem    Bahnkreise    eutaprechen,     am* 


418  Kinematisch -geometriscbe  Untersuchn 

hüllen  eineraeits  Punkte,  andererseits  ] 
sionscurveo. 

Bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  äbnlich-^ 
ambUUt  jeder  Systemlcreis,  je  nacbdeui  derselbe  dnr 
Aebniicbkeitspol  geht,  einen  Punkt  oder  einen  K 
folgt: 

27.  Bei  der  Bewegnag  eines  kreisve 
liehen  Systems,  dessen  Bahnkreise  dnr 
wandtecbaftspol  gehen,  ambüllt  ein  Syst 
dem  derselbe  durch  oder  nicht  durch  den 
Hcbaftspolgeht,  einen  Punkt  oder  eine  Inv 
Kegelscboittes. 

Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  eiorörmig  1 
Systems  auf  einer  durch  den  Aebniicbkeitspol  geh 
wogen  sich  alle  Systempunkte  auf  Geraden,  die  durt 
geh^n,  nnd  diese  Geraden,  als  Systemgeraden  betri 
sich  selbst. 

28r  Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eine 
verwandt-veränderlichen  Systems  anf  eil 
den  Verwandtsehaftspole  gehenden  Kreis 
alle  Systempunkto  auf  Kreisen,  die  dm 
irchaftspole  gehen,  nod  diese  Kreise,  als 
trachtet,  bewegen  sich  io  sich  selbst. 

Ein  Systemkreis  k  eines  kreisverwandl-veränt 
zwei  dnrch  die  Verwandtsehaftspole  gehende  Kreisi 
diese  Kreise,  wenn  ein  Systempunkt  sich  auf  einei 
achaftspole  gehenden  Kreis  bewegt.  Die  Hüllbahncn: 
rirt  in  diesem  Falle  zu  den  beiden  Kreisen  a,  b\  die  ] 
pbasen  bilden  einen  durch  die  Verwandtsehaftspole  | 
dessen  Brennpunkte  die  Mittelpunkte  o,,  b^  der  Kr 
Verbind ungsgeraden  der  Bertthrnngs punkte,  welebi 
a,  b  bild-en,  gehen  durch  einen  auf  der  Geraden  o^bg 
fg,  den  Mittelpunkt  des  Orthogonalkreises  (  der  Kn 
punkte  der  Bahnkreise  der  Systempunkte  von  . 
Strecke  a^b^. 

Bewegt  sich  ein  Syatempankt  eines  einfCrmig 
Snderlieben  Systems  auf  einem  Kreise,  dessen  Mit 
keitspol  ist,  so  bewegen  sich  alle  Systempunkte  auf 
und  diese  als  Systemkreise  angesehen,  bewegen 
Dieser  besondere  Fall  ist  mil  der  Kotation  eines  sta 

29.  Bewegt  sich  ein  SystempunkL  eine 
ten  kreis  verwandt- verKnderlicben  System 
dessen  Dtircbmesser  von   den  Verwandtsc 


r 
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nisch  getheilt  wird;  so  bewegen  sich  alle  Systempunkte  auf 
solchen  Kreisen,  und  diese,  als  Systemkreise  angesehen, 
bewegen  sich  in  sich  selbst. 

Bin  Systemkreis  k  eines  kreisverwandt  -  veränderlichen  Systems,  der 
swei  Kreise  a,  6,  deren  Durchmesser  von  den  Verwandtschaftspolen  har- 
monisch getheilt  wird,  berührt,  umhüllt  diese  Kreise,  wenn  ein  Systempunkt 
sich  auf  einem  derartigen  Kreise  bewegt.    Die  Hüllbabncurve  x  (Fig.  136) 
degenerirt  in  diesem  Falle  zu  den  beiden  Kreisen  a,  6;  die  Mittelpunkte  der 
Kreisphasen  bilden  einen  Kegelschnitt,   dessen  Brennpunkte   die  Mittel- 
punkte a^,  6o  der  Kreise  a,  b  sind,  und  die  Verbindungsgeraden  der  Be- 
rührungspunkte, welche  die  Phasen  von  k  mit  a,  h  bilden,  gehen  durch  einen 
auf  agfr^  liegenden  festen  Punkt  t^^  den  Mittelpunkt  des  Orthogonalkreises  / 
der  Kreisphasen.    Die  Mittelpunkte  der  Bahnkreise  der  Systempunkte  auf 
k  erfüllen  die  gerade  Strecke  a^h^.    Das  Kreisbüschel,  dessen  Grundpunkte 
die  Verwahdtschaftspole  sind,  sowie  das  Kreisbüschel,  dessen  Grenzpunkte 
die  Verwandtschaftspole  sind,  geht  bei  der  einförmigen  Bewegung  des  kreis- 
verwandt-veränderlichen  Systems  wandelnd  in  sich  selbst  über  und  die  ima- 
ginären Schnittpunkte  oder  Grundpunkte  des  letzteren  Kreisbüschels  kön- 
nen wir  als  zwei  imaginäre  selbstentsprechende  Punkte  oder  zwei  imaginäre 
Verwandtschaflspole  ansehen.    Fallen  die  beiden  Verwandtschaftspole  0,  P 
in  einem  Punkte  ^^  zusammen,  dann  berühren  sich  die  Kreise  des  ersten  wie 
des  letzten  Kreisbttschels  in  diesem  Punkte  ^F. 

Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  bewegten  ähnlich -ver- 
änderlichen Systems  auf  einer  logarithmischen  Spirale,  deren  asymptotischer 
Punkt  der  Aehnlichkeitspol  ist,  so  bewegen  sich  alle  Systempunkte  auf  sol- 
chen congruenten  Spiralen,  und  diese,  als  Systemcurven  betrachtet,  bewegen 
sich  in  sich  selbst.    Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

30.  Bewegt  sich  ein  Systempunkt  eines  einförmig  beweg- 
ten kreisverwandt- veränderlichen -Systems  auf  einer  loga- 
rithmischen Doppelspirale*,  deren  beide  asymptotische 
Punkte  die  Verwandtschaftspole  sind,  so  bewegen  sich  alle 
Systempunkte  auf  solchen  logarithmischen  Doppelspiralen 
und  diese,  als  Systemcurve  angesehen,  bewegen  sich  in  sich 
selbst. 

Bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  kreisverwandt -veränderlichen 
Systems  sind  also  alle  Kreise  des  durch  die  Verwandtschaftspole  als  Grund- 


*  Herr  Holz mü  11  er  liat  in  einer  schönen  Abhandlung  („Ueber  die  logarith- 
mische  Abbildung  und  die  aus  ihr  entspringenden  orthogonalen  Curveusysteme*', 
Zeitflchr.  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  16  S.  269)  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  lognrith- 
mischen  Doppelspirale  zuerst  abgeleitet;  und  man  wird  leicht  erkennen,  dass  alle 
^sese  interessanten  Eigenschaften  auch  in  der  natürlichsten  Weise  aus  unseren  kin^- 
matiBcben  Darlegungen  hervorgehen. 
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pankte  bestimmten  Kreisbttschels,  and  alle  Kreise  des  d 
scbaftspole  als  Grenzpnnkte  bestimmteo  Kreiabfiachela 
miacbeo  Doppelspiralen,  deren  asymptotische  Pankte  die  Verwandtschafta- 
pole  sind,  SelbsthUllenTTeD.    Die  Schaar  der  logarithmiachen  Doppel«  ■ 
Spiralen,  anf  denen  sieb  die  Systempankte  bewegen,  wenn  ein  Systempnokt 
eines  einfSrmlg  bewegten  kraiaverwandt- veränderlichen  Syatems  eine  vod 
jenen  logarith mischen  Doppelspiralen  beschreibt,  gebt,  sn  einem  kteisrer- 
wandt-veränderlicben  System  gehörend,  hei  der  einförmigen  Bewegung  des- 
selben wandelnd  in  sich  salbst  Über.     Alle  diese  logarithmiacben  Doppel- 
spiralen  werden  von  den  dnrcb  die  Verwand tscbaftapole  gehenden  Kreisen 
und  von  den  Kreisen,   deren  Durchmesser  von  den  Verw and tachaftsp ölen 
harmonisch  getbeilt  werden,  unter  gleichem  Winkel  geschnitten.     Jede 
Systemenrve  eines  einförmig  bewegten  kreisverwandt- veränderlichen  Sy- 
stems nmhtlllt,  wenn  ein  Syetempunkt  eine  von  jenen  logarith mischen  Dop 
pelspiralen  durchläuft,  eine  logarithmische  Doppelspirale,  welche  mit  der 
ereteren  an  derselben  Sohaar  gehört. 

Jadem  beweglichen  Syatempunkte  eines  kreisverwsndt-verXndeiliobeD 
Systems  entspricht  ein  dnrcb  ihn  gebender  Babnkreis  und  jedem  Bahnkreise 
ein  auf  ihm  liegender  Systempunkt.  Die  krelslinige  Bewegung  eines  kreia- 
verwandt  -  veränderlichen  Systems  5,  dessen  Verwand  tschaftspole  (Fig.  U) 
Oi'  sind  ,  ist  durch  einen  Babnkreis  a,  auf  den  sich  ein  Systempunkt  J,  der 
in  der  Phase  S^  den  Punkt  ji^  einnimmt,  bewegt,  gegeben.  Um  den  Babn- 
kreis b  eines  beliebigen  Systempnnktes  B,  der  in  Sm  dnrcb  Bx  gegeben  ist, 
an  bestimmen,  mttssen  wir  beachten,  dass  o  nnd  b  entsprechende  Kreise  in 
den  dnrcb  die  entsprechenden  Pankte  OPA^,  0 />£,  bestimmten  Systemen 
sind.  Der  Babnkreis  a  schneidet  den  Kreis  OPA^  nocb  in  einem  zweiten 
Pankte  %r,  an  diesem  erhalten  wir  den  entsprechenden,  auf  dem  Kreise 
OPB:,  liegenden  Punkt  ÜB,,  wenn  wir  die  Schnittpunkte  a,  ß,  welche  die 
Gerade  As  Bi  resp.  mit  den  Kreisen  OPA^,  OPÜ^  andererseits  bildet, 
bestimmen  und  « $(,  ziehen,  die  OP  in  einem  Pnnkte  6  trifil;  dann  schneidet 
Qß  den  Kreis  OPS,  andererseits  in  dem  entsprechenden  Funkte  16^.  Der 
Bahnkreis  b  ist  hiernach  so  an  constmiren,  dass  er  durch  die  Pankte  B;,'^^ 
gebt  nnd  den  Kreis  OPB^  unter  demselben  Winkel  schneidet,  den  der  Kreis 
a  mit  dem  Kreise  OPA^  bildet.  Nehmen  wir  an,  es  seien  A^,  B^,  C„, ... 
Pankte  einer  Phase  einea  Systemkreises  k,  dann  liegen  nach  dem  Satz  S.  415 
die  Mittelpunkte  a^,  b^,  Cg,  . . .  der  Bahnkreiae  a,  b,  c, ...  dieser  Pnnkte  auf 
einem  Kegelschnitte. 

Die  auf  S.  408  abgeleitete  Bestimmang  der  beiden  reellen  selbstent- 
sprechenden Punkte  wird  unbrauchbar,  wenn  die  Systempbaeen  nneodlich 
nahe  liegen.  Wir  müssen  daher  noch  eine  Bestimmung  dieser  Pnnkte  an- 
geben, die  auch  für  diesen  Fall  ihre  Giltigkeit  bewahrt.  Sind  in  den  beiden 
Syetemphasen  S^ ,  S^  eines  kreisverwandt-veränderlichen  Systems  S  (Fig.  16) 
kf,  kg  swei  sich  schneidende  Kreisphasen,  auf  denen  4,£xCx,  A^BgCg  ent- 
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sprechende  Punkte  sein  mögen,  so  können  wir  die  beiden  reellen  selbstent- 
sprecbenden  Punkte  von  S^^  Sy  erbalten,  wenn  wir  den  einen  Scbnittpunkt  ' 
B  der  Kreise  Ar^,  k^  als  Inversionscentrnm  betracbten  und  für  diesen  das 
entsprecbende  Inversionsgebilde  construiren;  den  Kreisen  k,^  ky  entspre- 
chen dann  die  Geraden  U^y  k'y,  den  Punkten  AgB^Cx^  Ay  ByCy  resp.  die 
Punkte  A'jp  B ^  C>,  Äy  B^yCfy.  Bestimmen  wir  nun  die  Brennpunkte  0',  P 
des  Kegelschnittes,  dessen  Tangenten  k'^gy  k'y,  Ä^^yy  ß x^'yt  G'mC\  sind, 
und  ermittelt  zu  O',  P  rückwärts  die  entsprecbenden  Punkte  0,  P,  dann  sind 
diese  Punkte  die  reellen  selbstentsprecbenden  Punkte  der  Systempbasen 

Die  allgemeine  Bewegung  eines  kreisverwandt  > veränderlichen  ebenen 
Systems  ist  bestimmt,  wenn  die  zweitbeilige  Hüllbabncurve  eines  System« 
kreises  bekannt  ist  und  die  drei  Babncnrven  dreier  auf  diesem  Kreise 
liegender  Sjstempunkte  gegeben  sind.  Nehmen  wir  an,  die  Pbasen  eines 
Systemkreises  k  umbüllen  die  Curven  d,  t  (Fig.  16)  und  die  drei  Punkte  A^ 
By  C  dieses  Kreises  bewegen  sich  resp.  auf  den  gegebenen  Bahncurven  a,  6, 
c,  80  ist  die  Bewegung  bestimmt  und  die  oben  angegebene  Ermittelung  der 
selbstentsprecbenden  reellen  Punkte  gilt  auch  in  dem  Falle,  wenn  die 
SjBtemphasen  S^g,  Sy  und  mit  diesen  die  beiden  Kreispbasen  kg^  ky  unend* 
lieb  nahe  liegen.  Die  Berührungspunkte  i7,  /,  welche  k^  mit  6,  t  bildet, 
repräsentiren  die  Schnittpunkte  der  Kreise  A:«,  ky]  die  unendlich  nahen 
entsprechenden  Punkte  AxAy^  B^eByy  CgCy  liegen  resp.  auf  den  Tangenten, 
welche  die  Bahncurven  a,  6,  c  in  den  Punkten  ^^r»  ^«.  C^  berühren.  Be- 
trachten wir  nun  den  einen  der  Berührungspunkte  if,  7,  etwa  J7,  als  Inver- 
sionscentrum,  so  entsprechen  den  unendlich  nahen  Kreisen  A:^,  ky  die  un- 
endlich nahen  Geraden  A:'^,  k'yy  welche  sich  in  dem  Punkte  l\  der  /ent- 
spricht, schneiden  und  die  wir  als  in  k'x  zusammengefallen  ansehen.  Auf 
k'x  bestimmen  wir  die  Punkte  ^xB^xO'xy  welche  den  Punkten  Aa-B^gCsg  ent- 
sprechen, und  ziehen  durch  Aig^  B'^y  C' x  die  Geraden  a,  b,  c,  so  dass  sie 
resp.  mit  k'x  dieselben  Winkel  bilden,  unter  denen  die  Bahncurven  a,  by  c 
den  Kreis  kg  schneiden.  Den  unendlich  kleinen  als  geradlinig  angesehenen 
Strecken  Ax  Ay^  ^x^yi  CxCy  entsprechen  dann  die  unendlich  kleinen 
Strecken  Ax^yy  B'xB^yy  C*xC'y  auf  den  Geraden  a,  b,  c.  Hiemach  sind 
die  Punkte  0,  Py  welche  den  Brennpunkten  O',  P  des  Kegelschnittes  ent- 
sprechen, der  die  Gerade  k'x  in  1'  und  ausserdem  die  Geraden  a,  b»  c 
berührt,  die  reellen  selbstentsprechenden  Punkte  der  unendlich  nahen 
Systemphasen  5«,  Sy,  Die  so  erhaltenen  Punkte  sind  die  reellen  Verwandt- 
schaftspole für  die  unendlich  kleine  Bewegung  des  kreisverwandt-veränder- 
lichen Systems  Sy  welche  eintritt,  wenn  dieses  System  aus  der  Phase  Sx'm 
die  unendlich  -nahe  Phase  Sy  übergeht.  Wir  wollen  die  Punkte  OP  dem- 
nach die  Verwandtschaftspole  der  Phase  Sx  nennen.  Bestimmen  wir  in  der 
angegebenen  Weise  für  die  verschiedenen  Systemphasen  die  zugehörigen 
Verwandtschaftspole,  so  bilden  diese  in  der  festen  Ebene  eine  im  Allgemei- 
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nen  zweitheilige  Carve,  die  Verwandtschaftspolbahn.  Comitrairen 
wir  dann  zu  den  Verwandtschaftspolen  der  verschiedenen  Systemphasen 
in  einer  als  Aasgangsphase  betrachteten  Systemphase  S^  die  entsprechenden 
Punkte ,  so  erhalten  wir  in  Sf^  eine  im  Allgemeinen  zweitheilige  Carve ,  die 
Verwandtschaftspolcarve. 

Darch  die  stereographische  Projection  eines  kreisverwandt  -  veränder- 
liehen  ebenen  Systems  ergiebt  sich  die  Bewegung  eines  kreis  verwandt- ver- 
änderlichen Systems  auf  der  Kugelfläche ,  und  wenn  wir  alle  Punkte  eines 
solchen  kreisverwandten  sphärischen  Systems  mit  dem  Kugelmittelpunkte 
geradlinig  verbinden,  so  ergiebt  sich  ein  Analogon  zu  der  Bewegung  eines 
starren  Systems,  welches  um  einen  festen  Punkt  schwenkt. 

Die  ^reis Verwandtschaft  ist  ein  specieller  Fall  der  Verwandtschaft 
zweiten  Grades.  Denken  wir  uns  ein  kreisverwandt- veränderliches  ebenes 
System  perspectivisch  abgebildet,  so  stehen  die  erhaltenen  Systemphasen 
in  Verwandtschaft  zweiten  Grades;  es  wird  daher  die  nächste  Folge  sein, 
die  Bewegung  eines  solchen  veränderlichen  ebenen  Systems  vom  allgemei* 
nen  Gesichtspunkte  aus  zu  untersuchen.  Damit  wird  dann  auch  der  Weg 
zur  Auffindung  der  kinematischen  Beziehungen  derjenigen  veränderlichen 
ebenen  Systeme  gebahnt,  deren  Phasen  in  Cromo  na*  scher  Verwandtschaft 
stehen.  Die  Begrenzung  dieser  dritten  Mittheilung  und  die  Weiterentwicke- 
lung unserer  Darlegungen  erfordert,  dass  wir  uns  die  allgemeine  Bestim- 
mung der  Erümmungsmittelpunkte  der  Babncurven  und  Hüllbahncurven 
der  bisher  betrachteten  veränderlichen  Systeme  noch  vorbehalten  müssen, 
und  wir  verweisen  vorläufig  auf  die  interessanten,  von  Herrn  Grouard 
{VInsiiiut,  Journal  universel  1870,  jp.  27,  84,  124, 171)  leider  ohne  Beweis  mit- 
getheilten  Sätze,  welche  für  ähnlich-veränderliche  ebene  Systeme 
zur  Bestimmung  jener  Krümmungsmittelpunkte  führen. 


xvn. 

Theorie  des  KrümmnngemasBeB  von  Mannigfa 

höherer  Ordnung, 

Von 

Dr.  R.  Beez, 

Profesaor  an  der  Realschale  zu  Plauen  i.  V- 


Sind  in  einem  ebenen  Räume  von  n  +  l  Dimensionen  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  eines  Punktes  oPq,  o?! , . . .  o;«  als  Functionen  von  n  unabhängigen 
Parametern  j9j,j9,,  --.Pn  gegeben,  so  drücken  die  n-f  1  simultanen  Oleich- 
nngen 

1)  ^k'=fk{Pi,Ptj"'Pn),     Ar  =  0,  1,  2,  ...  n 

eine  n fache  Mannigfaltigkeit  aus,  welche  in  jenem  Räume  enthalten  ist. 
Bedeuten  nun  J^^  A^^  ,,,  An  die  nach  der  ersten  Hori/.ontalreihe  genomme- 
nen Minoren  der  Determinante 

dpt'     '"     dpi 
dx^  .  dxn 

^Pt'     '"     dpt 


2) 


^0      •^0» 

dx^ 

dp,' 

dx^ 

dpt' 


dx. 


dxi  dxn 

^Pn'  rfPn'       '"       dpn 

und  werde 

3)  ^o*  +  ^i'  +  ..   ^«  =  Ä« 

gesetzt,  dann  lässt  sich,  wie  an  einer  andern  Stelle')  bewiesen  worden  ist, 
das  Raumelement  dw  der  n fachen  Mannigfaltigkeit  durch  die  Gleichung 

4)  dfv=^Hdpx  dpt . . .  dpn 


1)  Ueber  das  Krümmungsmass  von  Mannigfaltigkeiten  höherer  Ordnung,  Math, 
Aunalen  Bd.  VII,  S.  387  flgg. 
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darstflUen.  Die  Oleicbnng  J=0  drückt,  wie  leicht ' 
ebene  Maonigraltigkeit  von  n  DimeasiooeD  ans,  w 
PanktD  X,,  x^,  ...  x.  berührt,  während  der  Mii 
dpi  -Spx.  ■■■  dpu  gewifisermassea  als  die  Frojectioc 

'?■ 

dt ,  welchen  die  Normale  im  Punkte  x^,x,, ...  x^ 

atifgefaast  werden  können.     Das  Linienelement  en 

nigfaltigkeit  nimmt,  wenn  wir  in  die  Gleichung 

■    ds'  =  dx^'-i-3x,*  +  ...  +  Sx' 

die  aus  1)  sich  ergebenden  Differentiale 

dx,         ,  dx,^      ,         ,  de 
8.r.  =  ,-ap,+^8p.  +  ...  +  j-^ 

„       äx,       ,  9ic,  di 


Bubstitoiien  ,  die  Form  a 


worin 

7)  0,1  : 

gesetzt  werden  ist, 

Hit  Hilfe  der  eiis  diesen  Coefficienten  n^t  gebi 


OPi  dpi, 


läset  sich  die  Gitisse  /f  bestimmen ;  denn  es  ist  nac: 
»■  =  4'+ V  +  --.  +  A 
•4,        ■',,    ■■■     *. 


dp, 

:     dp,' 


dp,' 


dpm'     dpa' 
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eichnng  nod  wendet  rechts  die  MaltiplicationGregel 
so  erhalt  man  mit  Racksicfat  aaf  7) 


iD  in  der  Detfrinmante  9)  die  erste  II oriznntal reibe 
,  so  wird  sie  identisch  Null ;  es  Ist  also 


dtvr=yG.Bpi.dpt  ...  dp„. 
die  Form  6)  des  Linienelementes  einer  Mannigfaltig- 
littelbar  ans  derselben  das  Ranmelement  bestimmen, 
ohne  dass  man  nöthig  hat,  auf  die  ursprünglichen  Gleichungen  1)  znräck- 
angehen.  Das  Gleiche  gilt  jedoch  nicht  vom  KrflmmuDgamass,  dessen 
Be2iehiiDg  znm  Linienelement  wir  jetzt  unteranchen  wollen.  Zur  Berech- 
nnng  desselben  benUtseo  wir  die  Oleichnng  40)  der  citirten  Abhaadlung: 
/»„  ...  /)|« 
0„     0„  ...  ßiit 


14) 


B-  +  - 


welche  wir  abgekfirzt  schreiben 

Die  GrSsse  B  hat  die  im  Vorhergehenden  eingegebene  Bedentnng,  während 
die  Di;t  durch  die  Gleichung 


14»*) 


'*    dpi'Spk'^8pi'dpt'^"'^dpi'dpt 


-(^.a- 
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welche  durch  Differentiation  der  Gleichung  11)  nach  dpk  erhalten  wird, 
definirt  sind.  Dass  die  Formel  14)  für  iis=2  in  den  von  Qautfs  gegebeneo 
Ausdruck  für  das  Krümmungsmass  einer  Fläche 

(i4'H-^+C»)« 
übergeht,   erhellt  sofort,  wenn  man  in  derselben  j4q=A^  Ai=B^  Af=  €7^ 
Pi=P>  Pt  =  ö'>  Ai==~"^»  2>„  =  Z>,i  =—/>',  i>2t=— i>"  setzt.   Nennt  man  Ä, 
und  Bf  die  beiden  Hauptkrümmnngshalbmesser  in  irgend  einem  Punkte  der 
Fläche,  so  lässt  sich  bekanntlich  das  Gauss' sehe  Krümmungsmass  in  an- 
schaulicher  Weise  als  das  Product  aus  den  reciproken  Werthen  der  beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser  definiren  und 

setzen.  ^i  •  ^t 

Die  Formel  14)  behält  aber  —  was  ganz  ausdrücklich  betont  werden 
muss  —  auch  für  n=l  ihre  Giltigkeit  und  drückt  in  diesem  Falle  die  Krüm- 
mung einer  ebenen  Curve,  d.  h.  den  reciproken  Werth  des  Krümmungshalb- 
messers aus.   Denn  unter  der  Voraussetzung  ns=l  wird 


Nun  ist 


folglich,  sobald  man  den  Bogen  der  Curve  selbst  als  Parameter  annimmt: 

.-.•H--'=^'=(lf;)"+(lf;)'='. 

also  erhält  man 

16»)  ir=«^  ^-^  £!5 

dp/dpi*      dpt'dpt* 
oder,  wenn  man  Xq  mit  x^  x^  mit  y  und  dpx  mit  ds  vertauscht: 

welches  in  der  That  die  bekannte  Formel  für  den  reciproken  Werth  des 
Krümmungshalbmessers  einer  ebenen  Curve  ist. 

Wenn  nun  noch  der  Nachweis  geliefert  werden  kann,  dass  der  Aus- 
druck 14)  den  reciproken  Werth  der  n  Hauptkrümmungshalbmesser 
einer  it fachen  Mannigfaltigkeit  darstellt,  so  unterliegt  es  wohl  keinem 
Zweifel,  dass  derselbe  als  die  allein  zulässige  Verallgemeinerung  des 
Gauss'schen  Krümmungsmasses  zu  bezeichnen  ist,  während  alle  anderen 
Formeln,  die  für  n  =  2  zwar  auch  den  Gauss 'sehen  Ausdruck  für  die 
Krümmung  einer  Fläche  wiedergeben,  aber  weder  für  n=l  die  Krüm- 
mung einer  Curve,  noch  für  ein  beliebiges  n  das  reciproke  Product  der  n 
Hauptkrümmungshalbmesser  bedeuten,  nur  im  uneigentlichen  Sinne  als  Ver- 
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les  ErftininoiigemnsseB  gehen  können.    £«  möge  daher 
wegen  jener  Nachweis  hier  beigebracht  werden. 
;  der  Normale  ira  Pankle  x^,x,,  ...  x^  der  MaDnigfat- 

==A{P..P.. -■?-),     *  =  0,  I,  a,...n 


ind  des  veränderlichen  Punktes  (n)  von  (x/,),  —  den 

la  angiebt,  welchen  die  Normale  mit  der  Xi,  -  Axe  bildet, 
bbarsch&ft  von  (xt)  gelegenen  Punkte  entapricht  eine 
ie  im  Allgemeinen  die  vorhergehende  nicht  schneidet. 
a  Voraussetzung  aber,  dasa  dieses  der  Fall  ist,  kann  (it) 
t,  Q  als  ein  H aoptkrümm an gsbalbm esaer  angesehen  wer- 
Kndern  sieb  nicht  ffir  den  in  der  Nachbarschaft  von  («») 
Die  Gleichung  lO)  ist  daher  so  zu  differentiiren ,  dass 
nt  betrachtet  werden.   Man  erhält  dann 


r  von  A^ObiB  k=n,  so  findet  man  mit  Rficksickt  anf  7), 

-+(?+%) '-+-+Cf +%-')»—«. 
'.+(t+"#)''-+-+(t+x)''-=°' 

Is  von  einander  unabhängig,  sondern  als  Fnnctioncn  einer 
m  Variabelen  aufgefasst  werden  müssen. 

atioD  der  dp  erhält  man  hiernns  fUr  —  eine  Oleichnng 
9 

eren  erstes  und  letttes  Glied  bezüglich  ~  and  —  sind. 

e"        «" 

1,  so  gebt  durch  Division  mit  n  das  constante  Glied  der 
tir  das  KrBmmungsmass  gerandenen  Ausdrnck  14*) 

man  daher  die  n  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden  Gleich- 
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so  erg^ebt  sich 


ft  ■  Pf  ■  ■  P« 


.-+vß. 


wodurch  erwieaeD  ist,  dass  die  für  das  Krümm ungsmass  aafgestetlte  For- 
mel 14)  zugleich  du  reciproke  Prodact  der  n  HauptkrUminnngshalbmesser 
der  gegebeoen  HaDDigfaltigkeit  ausdrückt.  Hierdurch  wird  sie  mit  voller 
Evidenz  als  Verallgemeinemug  des  Oauss'schen  KrUmmangsmasses  cba- 
rakterisirt.  Wir  legen  dahär  die  Formel  14)  unserer  weitern  Untersucbnng 
zu  Grunde,  die  den  Zweck  bat,  nachzuweisen,  dass  das  KrümmangsmasB 
im  Allgemeinen  nur  ftlr  n=2  eine  reine  Function  der  Goefficienten  an  der 
,u.d„li.ch.o  Form  ^.„a^,,,, 

ist,  fUr  ein  beliebiges  n  aber  vod  den  Derivationen  der  ursprünglichen  Va- 
riabelea  x  in  Bezug  auf  die  Parameter  p  abbSngt  —  mit  alleiniger  Ana- 
nahme  des  Falles,  dass  die  x/,  rationale  Functioneu  des  ersten  und  zweiten 
Grades  der  Parameter  p  sind. 

Betrachten  wir  zunächst  ein  einzelnes  Glied  Du  der  Determinante  in 
14).    Vermöge  14**)  ist 


\     apidpk  opidpk  t 


welches  sich  auch  schreiben  Usst 

dpi  Spi, ' 
ilp,' 
dp,' 


dx. 


aar, 


Qaadrirt  n 


diesen  Ausdruck,  so  kommt 

\dpidpk) '       Spidpj,  0p,' 

d'xi     dxi 
'd^idpk  W,'  "'" 

d'xt     dxi 


dx„ 

Sp„ 


dptdpt  dpn 
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en  a,>,  a^,,  Uik  darstellen;  denn  an 


dx,  dxi 

dpi  dpk 
fl  erste  nacb  dpi,  die  zweite  nach  ( 
die  letzterhaltene  Gleichung  von  d< 

^  =  1  r~  4-  ^^  —  — ^ 
Vdp,      ^Kdpi"^  dpi       dprJ' 

Steffel*)  aur  Abkürzung 

P*  0Pi  SPrJ         I   r    I  ' 

jr  Differentiation  in  Bezng  aaf  dp. 


3p(      dpt  I  r  [  dpidpk  dp,  'dp, 


cienten  an,  und  deren  ersten  und 
)  aus  den  Prodncten  der  ersten  und 
rünglichen  Veränderlichen  x,,as,,  .. 

matioD  der  homogenen  Differentialmisd 

1.70. 

ijiik,  ut,  e. 
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Farametem  p  enthXlt,  also  keine  reine  Fnactior 

Diese  Summe  iKsst  sich  —  sobald  nicht  die  dritten  Differentialqnotieiiten 
selbst  Null  sind  —  nnr  dann  in  Wegfall  bringen,  wenn  es  mSglieh  ist,  die 
Determinante  D  so  amsnformen,  dass  sie  blos  aas  Qliedero 

ansammengesetzt  ist;  denn  man  hat  in  diesem  Falle 


0Pm '         3p» ' 
SpiSpk'dpr  Sp, ' 

"dPrSp/dp,  ' 


d'xp 


8x^ 

dp,' 


dpi 


^    d*xi     Sfi 

dprSp.'dpt' 


Ebenso  ergiebt  sich 

S'x, 


t.     d'xi      dxi  d*xi      dxt 

'Zpidpr'dp,' '"  ^dpidpr'dp. 


p     ICxi      dxi_ 

''SPkdp.'Sp,'  '^'' 

Nnn  ist  mit  RScksicht  nnf  20)  nnd  2t) 

d'xi      dxi       \i/e\  ^x,      dxi 


dpidpi'  dp,' 


opkdp,  '  dpr 
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folglich,  wenn  man  daa  eine  Hai  nach  9p« ,  das  andere  Hai  nach  dpi  diffe- 
rentiirt : 


2S) 


d^Xi        d^Xi 


dpidpk'dprdp^      dps 

2^xi        d^xi  d 

dPk  Sp»  *  dpi  dpr      dpi 


ik 

r 

ks 

r 


-£i 


-£, 


d^xi         dxi 


dpidpkdpa  '  dpr^ 

d^Xi         dxi 

Spk  ^Pa  dpi  '  dpr 


Dnrch  Snhtractiod  beider  Oleichnngen  ergiebt  sich  das  wichtige  Resnltat 


3*iC/         3*j?| 


-21 


?^xi         8»a?| 


d    It^l 


dpi  dpk '  dpr  dps  dpk  dp^  *  dpi  dpr      dp^  I  r 

Folglich  wird ,  wie  man  leicht  findet: 


a  \k$ 

dpt\  r 


dp  Ar 


24) 


1 


2 


ik 
n 


rs 
I 

rs 
2 


a 


I 


II 


•ti 


Oft  •••  ^\n 
Oft  •••  ^2a 


n 


^1     ^2 


•  •  •     Ö»  !• 


0 

ks 
1 

2 


tri 
i 


d  \ks 
dpi\  r 

tri        \ir 

1***1 
2  n 


I) 


a 


11 


'it 


«II      «ft 


«2« 


n 


«Bl        0,12  • 


*•  <ijifi 


Beseichnet  man  mit  Uik  den  Coefficienten  von  o^ik  in  der  Determinante 
a,  so  lägst  sich  die  Gleichung  24)  einfacher,  jedoch  weniger  durchsichtig 
schreiben 


24*) 


+  ^Im  «li 


ir 


^#1 
m 


?: 


Führt  man  die  angezeigte  Differentiation  im  ersten  Gliede  rechts  ans, 
so  erh&lt  man 


26) 


dps 


ki 

r 


dpi 


ks 
r 


*  \dpk  dpM      9pi  dpr     dPr  9ps     dpi  dpk/ 


Nun  kann  die  Determinante  in  14)  auf  sehr  verschiedene  Weise  in  eine 
andere  umgestaltet  werden,  deren  einzelne  Glieder  die  Form  DikDrs-^I^ir^ks 

haben:  stets  wird  aber  noch  der  Factor  -- — ^,  welcher  keine  reine  Func- 

tion  der  Grössen  Oik  ist  und  nur  für  ne=2  auf  1  sich  redncirt,  dazu  treten. 
Die  zunftchst  sich  darbietende  Transformation  ist  folgende.    Man  multipli- 
cire  in  der  Determinante  14)  die  zweite,  dritte,  ...  n^®  Vertikalreihe  mit  D^ 
and  ziehe  die  bezüglich  mit  />,|,  />„,  ...  Dut  multiplicirte  erste  Vertikal- 
reihe ab,  so  kommt  mit  Bücksicht  auf  12) 

29» 


Zur  Theorie  dos  KrUmmungsmaBBi 


M)  Ä-=- 


I  «   2>„' 


Hit  Hilfe  An  Gleichungen  22)  and  24) ,  sovie  21)  nnd  26)  ergeben  sich 
die  Beatandtheile  dieses  Amdrackes,  wie  folgt: 


27)   D„ 


1.     '  Bn.  ' 


*  dp,'     dp, 


-il? 


■   dp,     'dp. 


daui    .Ba„ 

nnd  du  Kllgemeine  Glied  der  Determinante  in  2S) 

...         „     „         .    /  ä"*!     ,     »"a,,        S'oi»       8*0,,  N 


/8oi,    ao4,_8ort'\         /a»!.    a«,.    am\ 


a_n^_   8_»,, 


3Pl  3p«  ' 

'3pi'  'Vapf  "'"ap,  ~ap,/""'\ap,    ap,  "0?.^ 


H87;+87r-air>  "•••        ""• 
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■  der  gewShDlicbe  Atudrack  ttir  die  Kifimmnng 


itet  werden  kenn 

[leich  o„  =  «,  <.„  = 
8p,  =  dp  gesetzt  wird,  findet  man') 

0,,= 

F,  o„  =  e,  8p, 

a«*-          8'Ä        8'fi 
«p.8{     ^df      *dp" 

dF 
»1 

,8«          8C 

29)   (Ea-Fys= 

'!?. 

«,               F 

8r    ,  8« 
8F-*87' 

• 

F,              0 

welches  identisch  ist  mit  der  Gleichnug,  die  GaasB  im  XI.  Artikel  seiner 
Diaqtdtilimes  circa  tuperfiäet  curvas  fHi  das  Krttmmungsmass  einer  Fläche 
gefnoden  bat,  nKmlicb 


•<— )-4if-8^:-g-i-:+(ii)i 

'^      Kdp'dg       dq'dp  dg'dq'^^dp 

^     Idp'dp        dp'dg^KdqJj 

^  '\dg'  dp.dq^dp'J 

Der  ansym metrische  Bau  der  beiden  Fonneln  29)  nnd  30)  —  die  jedoch 
in  sich  selbst  Übergehen,  wenn  man  E  mit  G,  dp  mit  dg  nnd  umgekehrt  ver- 
tauscht —  findet  seine  ErklXrnng  in  der  Beschaffenheit  der  Gleicbnng  20). 
Diese  liefert  n&mlich  fttr  »=2  Ewei  Terme,  Wenn  i=:k  ist,  nnd  nnr  einen, 
sobald  t  oder  k  gleich  r  gesetzt  wird. 

Wegen  der  grossen  Wichtigkeit  der  Gleicbnng  SO)  sollen  noch  einige 
andere  Farmen ,  nnler  denen  das  KiÜmmungsmoBa  dargestellt  worden  ist, 


S)  Nach  einer  Bemerknni^  t 
aiirgestellt.  8.  Salmon-Fiedle 
B.  6S4,  Anni.  17. 


iSalmon  hat  WllUameon  diese  Form  tuerat 
,  Analytische  Qaometrie  des  BanmeB,  2.  Auflage, 
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an  dieser  Stelle  hervorgehoben  werden,   Lioa  ville^)  hat  für  daaselbe  fol- 
genden Ausdruck  gefunden : 

Vertauscht  man  hierin  E  mit  &,  9p  mit  dq  und  umgekehrt,  und  addirt  die 
neue  Formel 


so  kommt 


3P  j/^(?-/^\*8p      ^dq'EJ' 


dp  j/EG^F^^^P       ^     Oq^'E      dq/ 

^*  )  8  1  (^^  WF^  i  ^^iL\ 

dqyEG^rfAdq^^     dp^G      8p/' 

welche  Qleichung  insofern  bemerkenswerth  ist,  als  jedes  der  beiden  Qlieder 
auf  der  rechten  Seite  aus  dem  andern  durch  den  eben  angegebenen  Modus 
der  Vertauschung  hervorgeht. 

Wenn  das  Cnrvenelement  in^die  Form 

8i^  +  8p« 
transformirt  ist,  so  findet  ebenfalls  Liouville^)  das  KrQromungsmass 

worin  h  den  Modulus  des  integrirenden  Factors  der  Gleichung 

JL\Edu  +  {F+il/EG - /*•)  8©}  =  0 

yE 

bedeutet.  Die  Formel  82)  ist  offenbar  einer  analytischen  Verallgemeinerung 
fKhig.    Wenn  man  nämlich  die  quadratische  Form 

8^  SS  £a4fi  dxi  dxk 

nach  der  in  meiner  früheren  Abhandlung^)  angegebenen  Methode  in  swei 
hypercomplexe  Factoren  A  und  J^  aerlegt  und  mit  a  den  integrirenden  Fac- 


4}  Lioaville*8  JoutorI  f.  Math.  Bd.  XIV,  8.  130.  Den  Beweis  für  die  Bichtig. 
keit  obiger  Formehl  geben  Chelini  {AnnaH  discienze  Matematiche  e  Fisiche  comp,  da 
B,  TartoUni,  Oiugno  1861)  und  Beltrami,  Ricerche  di  analm  apptieata  alla  geometria 
XXIV,  NapoH  1866. 

6)  Journal  f.  Math.  Bd.  XU,  8. 201 ,  und  AppHeatUm  de  tmafyse  d  ta  Oiometrie 
par  O,  Monge,  ed.  LiouviUe,  Note  IV. 

0)  Ueber  oonforme  Abbildung  eto.,  diese  Zeitschrift  Bd.  XX. 
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tor  der  Gleichnng  ^sO  bezeichnet,  der  mit  A  in  einer  dnrch  die  reelle 
Axe  X^  gehenden  Ebene  liegen  mass,  falls  das  Problem  überhaupt  lösbar 
aein  soll,  so  stellt 

das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichang 

dar  und  es  lässt  sich 

setzen ,  folglich  wird  analog  der  Gleichung  82) 

£s  liegt  nahe,  die  soeben  aufgestellte  Formel  an  dem  AusdrucI;  zu 
prüfen,  den  Riemann^)  für  das  Linienelement  einer  Mannigfaltigkeit  von 
constanter  Krümmung  gegeben  hat.   Derselbe  lautet 

a4)  '^5= ysdx^i,     /  =  0,  I,  ...  (n  —  l), 

1  +  72:0:«, 
4 

worin  a  das  constante  Krümmungsmass  der  Mannigfaltigkeit  ,,nach  irgend 
einer  FlSchenrichtung*^  bedeuten  soll.    Setzt  man  ass—  ^^  bo  erhält  man 


a«= YEda^i 


1  — — .l^aj«! 
4Ä* 

als  das  Element  einer  Mannigfaltigkeit  von  constanter  negativer  Krüm- 
mung^),  zu  welcher  Kategorie"  auch  nach  Beltrami  der  sogenannte 
„nichteuklidische  Raum"  gehören  würde.   Setzt  man  zur  Abkürzung 

4 
so  wird 

aj:o'  +  aa;i'  +  ...  +  aa:«« 

Ä« 

und  es  lässt  sich  daher  9^  in  die  beiden  hypercomplezen  Factoren 


und 


h   +'*—  +  •  •  +  *-'-* '^ 

dx^      .  3«,  3a:»-»i       ^ 


h        ■   Ä  h 

zerlegen.    Nun  isl  der  integrirende  Factor  beider  Ausdrücke  s=ch^  folglich 


7)  Biemann,  Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  sa  Grande  liegen. 

8)  Beltramif    Teoria  fanäamentale  degK  9pazä  dt  curvatvra  eosUmle,  Annali  di 
molemadßa  Serie  II,  Tom,  II,  p.  212. 
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Es  ist  aber 

folglich,  wenn  man  die  Samme  bildet 

36)  ^^^ 

«a      (^--2)0^ 

=  — H g (*o +*i  +...  +  arii-i), 

welcher  Ausdruck  offenbar  nur  für  n=2  ein  constantes  Krümmnngsmase 
giebt. 

Die  Formeln  31)  und  32)  leitet  Beltrami^)  mit  Hilfe  seines  Differen- 
tialparameters  der  zweiten  Ordnung  ab.  Derselbe  ist  unter  Voraussetsang^ 
der  gewöhnlichen  Darstellung  für  das  Curvenelement 

durch  die  Gleichung 


36)    ^^,9  = 


^  ftfduK  i/EG-'-F*  ^      ^^\  1/EG--F*  ^\ 


j/EG  —  F«  f  ö«  \  ysG  —  F*  ^      S^Sj/IeG 
definirt   Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

worin  h  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  32),  so  wird  das  Krümmungsmass 
einfach  ausgedrückt  durch  die  Formel 

In  einer  spätem  Abhandlung  ^^)  hat  Beltrami,  gestützt  auf  eine 
Arbeit  von  Jacobi^^),  die  Theorie  der  Differentialparameter  auf  n  Varia« 
belo  ausgedehnt.  Jacobi  hatte  bemerkt,  dass  zur  Transformation  der 
La  place 'sehen  Differentialgleichung 

S'U     d^U     d^U  _ 

die  Kenntniss  des  transformirten  Ausdrucks  für  das  Quadrat  des  Linien- 
elements 

allein  schon  hinreichend  sei.  Denselben  Gedanken  führt  Beltrami  unter 
weit  allgemeineren  Voraussetzungen  aus,  indem  er  sowohl  die  Beschrän- 
kung auf  drei  Variabele  fallen  lässt,  als  auch  die  specielle  Form  das  Linien - 


0)  Beltrami,  Ricercke  etc.,  Art,  XV, 

10)  Suüa  teorica  generale  deiparametri  differenziali,  Bologna  1869. 

1 1)  Ueber  eine  particnläre  Lösung  der  Gleichung  des  Potentials ,  Opuse,  maih, 
Bd.  2  und  C  r  e  11  e '  8  Journal  Bd.  36. 


Von  Dr.  B.  BuKZ. 


ie  Hauptmomeute  seiner  Entvickelang  sind  folgende, 
ent 

iBtitntion 

't+Pi'Syt+--  +  Pnrdy„,    r  =  l,2,  ...  n 

rcb  dieselbe  Snbetitation  ancb  der  erste  Differential- 
ircb  die  Oleicbnugen 


d,ü= 

dV   du 

Batk 

a„     a„  ... 

•hl      Ott  ... 

"  = 

Ont    Ons... 

sprecbende  Form 

^^''^Jt. 

..=1 

»11  ' 

wird  das  n  Fache  Integral 

/  Wy^dx^dx,  ...  dx,, 
in  von  X,,  x^,  ...  x^  bedeutet,  durch  die  gleiche  Sub- 

.an  nun       ^^  ^^  p 

;nng,  dass  die  erste  Variation  des  Integrals 

j  JfU.yädx,  dx, ...  dx, 
dem  Verschwinden  des  Ausdrucks 
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r^^^^^•^y^^,^^^/v«^y^^v^^^•^^^^^^^^^/w»*^^^rf■^^^^^^•^^^^v^^^^^.^^•^^^^^^*^^^*'«'^^•« 


87)  ^,U='2,'-^ 

worin  zur  Abkürznog  '^ 


\dXr) 


gesetzt  ist.  Dieser  Ansdrack,  welcher  der  eweite  Differentialpusmeter  der 
Form  Satk^Xidxi,  genannt  wird,  ist  ebenso,  wie  der  erste,  covariant  ra 
derselben.   Für  den  einfachsten  Fall 

-■-(IDV(|,7+G-D' 

welches  bekanntlich  der  erste  und  zweite  Differentialparameter  La  m  ^*8  sind. 
Wenn  demnach  die  Form  HatkdXidXk  in  zwei  hypercompleze  Facto- 
ren  zerlegt  wird  und  h  den  Modulns  des  integrirenden  Factors  derselben 
bedeutet,  so  wird  vom  rein  analytischen  Standpunkte  aus  Nichts  im  Wege 
stehen ,  der  Gleichung 

38)  Ar  =  ^tZ^A 

eine  Ausdehnung  auf  n  Variabele  zu  geben.    Auch  von  dieser  Gleichung 
wollen  wir  eine  Anwendung  auf  das  Ri e m an n ' sehe  Cnrvenelement 

85*= Zdx^i,     /=1,  2,  ...  n 

a 

i  +  j£Xi* 
versuchen.    Es  ist,  wie  sich  aus  87)  und  87*)  ergiebt: 

d      \    (       dlgh.        dlgh  dlgh\ 


+a5;^V"«*  :ä^+"»' asr+-+"^-ai:; 


.    d      l   /       dlgh_.        dlgh.        ,         dlgh\ 


dXny'i 

Setzt  man  daher  in  der  Form  ZaikdXidXk  gejnäss  der  Bezeichnung  in  84*) 

—       —      —        ^  * 

fljj  —  eijj  —  ...  —  ann  ^  ji , 

dagegen 

wenn  t  und  k  verschieden  sind ,  so  kommt 

K«=^«»     aii  =  «ft  =  ...  =  «»»  =  ^jb^  2 
uad 
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für  vingleiehe  i  and  Ar,  folglich  wird 

d      au  dlgh 

und  endlich 

welcher  Ausdruck  bis  auf  das  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  rechts  in 
überraschender  Weise  mit  35)  übereinstimmt« 

Beide  Formeln  33)  sowohl  als  38)  geben  demnach ,  wenn  man  sie  auf 
das  Bie  mann* sehe  Curvenelement  einer  Mannigfaltigkeit  von  constanter 
Krümmung  anwendet,  nur  für  n=2  ein  befriedigendes  Resultat  Hieraus 
kann  jedoch  noch  nicht  geschlossen  werden,  dass  dieForm  des  Rie  mann - 
sehen  Elementes  für  ^^2  unzulässig  sei.  Es  leuchtet  vielmehr  ein,  dass  die 
Formeln  35)  und  38)  nicht  im  geometrischen  Sinne  als  Verallgemeinerungen 
des  Gauss 'sehen  Krümmungsmasses  anzusehen  sind,  was  schon  aus  der 
Thatsache  gefolgert  werden  kann,  dass  sie  zwar  für  n=2  die  Krümmung 
einer  Fläche,  nicht  aber  für  n  =  l  die  Krümmung  einer  ebenen  Curve  an- 
geben. Denn  in  diesem  Falle  wird  A=l  und  folglich  in  beiden  Formeln  ür=0. 

Dieselbe  Bemerkung  gilt  nun  auch  für  gewisse  Differentialausdrücke 
von  Christoffel'  und  Lipschitz,  welche  zwar  in  sehr  naher  Beziehung 
zum  Gaass 'sehen  Krümmnngsmass  stehen  —  wie  dies  ja  auch  von  den 
beiden  soeben  betrachteten  Formeln  zugegeben  werden  muss  — ,  jedoch 
nicht  als  Verallgemeineruogen  desselben  geometrisch  gedeutet  werden  kön- 
nen, da  sie  für  den  einfachsten  Fall  ns=si  keine  Giltigkeit  besitzen.  Um  die 
erwähnten  Ausdrücke  mit  den  von  mir  gefundenen  Formeln  bequemer  ver- 
gleichen zu  können,  will  ich  die  wesentlichsten  hierher  gehörigen  Punkte 
der  Lipschitz 'sehen  Abhandlung  (s.  Cr  eile 's  Journal  Bd.  70)  hervor- 
heben. 

Das  Verschwinden  des  Krümmungsmasses  einer  Fläche  ist  bekanntlich 
das  Kriteriam  dafür,  dass  die  Fläche  in  eine  Ebene  abwickelbar  ist  und  dass 
dem  Curvenelement  die  Gestalt  \ 

gegeben  werden  kann,  worin  />=30,  ^=0  geodätische,  sich  rechtwinklig 
schneidende  Linien  bedeuten.  Für  die  Ebene,  welche  zu  derselben  Gattung 
von  Flächen  gehört,  ist 

und  die  geodätischen  Linien  a?sO,  ^=0  fallen  mit  den  gewöhnlichen  recht- 
winkligen Coordinatenazen  zusammen.   Setzt  man 

worin  Oik  die  Coefficienten  der  quadratischen  Form 
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«11  8i»,*  +  2a„  dx^  dx^  +  o,,  So?,* 

bezeichnen,  so  lässt  sich  nach  Lipschitz  dem  Gans s' sehen  Krümmnngs- 
masse  K  die  Gestalt  geben 

2J\dx^       dx^f 

41)  1 

+  ^^  {^»1  (/*tit  —  /in  A«)  +  «it  (/tu  /iti  —  ^fiuftit  +  /in /m) 

+  «tt(A'm-/iii/;t«)}, 
worin  ^  die  Determinante 


a 


11 


'it 


«ti     «tt 

bedentet.   Diese  Gleichung  kann,  wenn  durch  Jf^  der  Coefficient  von  a^^  in 
der  Determinante  J  bezeichnet  wird ,  kürzer  geschrieben  werden 

41*)     _.«r^=f^«-^J^)  +  i^»  ^Vm.A«-A«A«) 

und  stimmt  dann  genau  überein  mit  der  Formel 


^! 


2_ 


22 
1 


dPt 


21 
1 


+  "5  -^Im  «Im 


21 

l 

21 

m 

— 

22 

/ 

11 

m 

die  man  erhält,  wenn  in  20)  und  24*) 

nc=32,     f=:Ars=2,     r=85=l 

gesetzt  wird.  Nun  gehört,  wie  Lipschits  nachweist,  zu  jeder  wesentlich 
positiven  quadratischen  Form 

f=^\ZaikdXidXk^ 

deren  Determinante  a  nicht  verschwindet,  eine  zweite  Form,  welche  nach 
vier  Systemen  von  Differentialen  der  Variabelen  (C^,  die  mit  da;^,  do?!^, 
dug,  iu}^  bezeichnet  werden  mögen,  quadrilinear,  nach  den  Verbindungen 
dx^ixi-^ix^^dxi  und  du^iu^^iu^duj^  bilinear  und  symmetrisch  ist 
und  deren  Coefficienten  mit  Hilfe  von  einmaliger  und  zweimaliger  partieller 
Differentiation  der  Coefficienten  der  gegebenen  Form  in  Bezug  auf  die 
Variabelen  derselben  gebildet  werden.  Diese  zweite  Form  hat  die  Eigen- 
schaft, sobald  die  gegebene  Form  und  sie  selbst  durch  Einführung  neuer 
Variabelen  transformirt  wird,  sich  mit  der  gegebenen  Form  so  zu  verändern, 
dass  ihre  Beziehung  zu  derselben  unverändert  bleibt.  Das  nothwendige  imd 
hinreichende  Kriterium  dafür,  dass  die  gegebene  Form  in  eine  Form  mit 
Constanten  Coefficienten  und  weiterhin  in  ein  Aggregat  von  Quadraten  der 
Differentiale  verwandelt  werden  kann,  besteht  darin,  dass  die  in  Bede 
stehende ,  ihr  zugehörige  quadrilineare  Form  identisch  verschwindet.  Bei 
den  Formen  von  zwei  Differentialen  gehen  das  Kriterium  der  quadri- 
linearen  Form  und  das  Kriterium  des  Krummungsmasses  in  einander  über. 
Diese  quadrilineare  Form  ist 
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Die  Eatwickelnng  des  «rsten  Gliedes  rechts  giebt 

gAfcfl     .^AbS_     ^"afl      .      ^°b8  ^tfas  ^giig 

a^s        9arj       ^art  aa^s      ^ara  3a-g      d^i  da-g      dx^  8xi 
Da  der  CoeFGcient  ron   du^  du»  Sa^g  da;}  aich   in   den   entgegen  gesetzt  en 
Werth  verwandelt,  sobald  man  entweder  a  mit  b,  oder  g  mit  ^  vertanscht, 
aber  in  aich  selbst  Übergebt,  sobald  mau  gleichaeitig  ä  mit  g,  and  i  mit  ff 
verwechselt,   so  kann  ^  als  bilinesre  Fanction  der  beiden  Systeme  vod 

-^— —    Verbindungen  du^  im  —iu^Suj,   und   SXfSx^  —  iXgdXf,    dar- 
gestellt werden,  so  dass  man  erhält 

*)  +^2~(Aaa/m-A<,tfas)\l.3u^»ut-Su^dut){B<rg8xi 

Für  die  Zahl  von  swei  Variabelen  besteht  ift  nnr  ans  einem  einzigen  Gliede 
nnd  hat  den  Werth 

Es  findet  also  zwischen  dem  Krtlmmnugsmass  £  [41*)]  nnd  der  Form  ^  fUr 
ne=2  die  Besiehung  statt 

45)  il>  =  -2lCJ(8u,iut  —  iu,dut){dx,Sxt  —  Sx,dxt). 
Dieselbe  Form  bat  anch  Christof  fei  nnabhSngig  TOnLipschits  bei  Oe- 
legenheit  einer  Untersuchung  gefunden,  die  ursprünglicb  durch  die  Ans- 
debnuDg  des  Problems  der  anfeinander  abwickelbaren  Flächen  auf  Gebiete 
von  n  Dimensionen  veranlasst  worden  war  (s.  Crelle's  Journal  Bd.  70). 
Sie  ist  in  der  betrefFeuden  Abhandlnng  mit  G^  bezeichnet  nnd  durch  die 
OleichuBg 

46)  G.-(Ba/»y)  =  ^»a(:;ftAOuju*«Ji.J 

definirt.   Der  Coefficient  (ßkht)  bat,  wenn  das  Cnrvenelement  in  der  Gestalt 


«) 


(.»»O-iG-^  +  5^^ 


+  ^f 


\dXkSxt     dXfdXi     ixt^Xi 
E,ß(\ga\hk\      ,,h\\lk 


M 
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und 


dE 
Eap^^ 


E  = 


(Ott 


»2ii 


ö>lil       ««2 


flOmi 


ist.  Vertanscht  man  g^i^  h,  k  bezüglich  mit  t,  r,  Ar,  «,  so  ergiebt  sich  mit 
Rttcksicht  auf  24*)  zwischen  dem  Christof feTschen  Coefficienten  {iskr) 
und  dem  allgemeinen  Gliede  unserer  Determinante  die  einfache  Beziehung 

47»)  I>ihDr.-DurDk.^a{i8kr). 

Wir  wollen  nun  auf  den  speciellen  Fall  ns=8,  den  auch  Christoffel 
ausführlicher  behandelt  hat ,  etwas  näher  eingehen ,  um  an  einem  Beispiele 
den  Unterschied  zwischen  der  Form  ^  oder  G^  und  der  von  uns  für  das 
Krümmungsmass  aufgestellten  Gleichung  deutlicher  hervortreten  zu  lassen. 
Für  ft=3  8  ist  das  Quadrat  des  Linienelements 

0*«  =  a„  öp,«  +  2att  8/),  dpt  +  2fl„  8p,  öp,  +  a^  dp^*  +  2a„  8p,  8p,  +  a^^dp^^ 

Die  zugehörige  Form  ^  oder  C^^  besitzt  in  diesem  Falle  sechs  Coeffi- 
cienten A^  die  folgende  Werthe  haben: 


^"-•«V'8Ka^,-8^--8l^>'"*"**":^j|i 
j         i/^^«t  ■     ^'^ti  yfl»t  8'a^  \ 

" ^  ^\dp^  '^dp,  dp,    dp, dp,    dp, dpj 
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'*    'V^Pt*    8i»iap,    a/>,ap,    ap,ap,/ 
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2dj|2l 
t     U 
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"    *Vap,'"*"a/>.ai»,    a^.ap,    ap,apj 


811131 
k 


3S 

t 


II 

k 


-LT     ««fc)!*^ 

a    ({  t 


23 


12   113 
t     U 


12 

« 

t 


12 

k 


11 
t 


22 

k 


!• 


Demnach  wird 


Von  Dr.  K.  Brbz. 


443 


49) 


C^  =  ^  =  Axx  {du^  AM,  —  ^Wj  iUf)  {dXf  J.r,  —  dx^  8xf) 

+  ^tii'^^ti^t-^^^i  8Uf){dXi  dar,  —8a:,  Äa:,) 
+  -^tt  {^^i  d W|  —  ^«1  iu^)  {dx^  dar,  —  8a:,  dar,) 
+  i^„(3M,  dwj—  8fi,  dM,)(8ar,  da:,  — 8ar,  da:,) 
+  i<„  (8m,  dM,  —  8m,  dM,)  {dXf  dx^  —  8a:,  dar,). 

Dagegen  ergiebt  sich  ans  unserer  Formel  26)  für  nsd  das  Krümmangsmass 

AiA,-^*it»         />„/>« -/)„/>„ 

dnrch  Vergleichang  der  Werthe  der  Grössen  A  mit  dem  Ansdrncke  Du  D, 
--  DirDk9  [s.  24*)  nnd  25)]  findet  man  aber 

At^M  —  ^«  Ai  =      «.4i  I 

^v  ^nAi— AiAf  =  — a.'^is. 

A'i  A«  —  Ai  As  =  —  a .^tst 
Ai  As  —  Ai  ^u  ==      a .  '^ti . 

so  dass  das  Krümmnngsmass  die  Gestalt 


61) 


E^X' 


yTa'D 


11 


'tt 


'18 


annimmt,  in  welcher  es  unmittelbar  mit  der  Form  ^  oder  G^  (Gleichung  49) 
▼erglichen  werden  kann.  Wenn  diese  Form  identisch  verschwindet,  was 
nur  dann  der  Fall  ist,  sobald  die  Coefficienten  J  Null  werden,  so  ver- 
schwindet auch  das  Krümmnngsmass.  Aber  auch  das  identische  Verschwin- 
den des  letzteren,  d.  h.  das  Nullwerden  der  .Glieder  der  Determinante  51), 
zieht  das  Verschwinden  der  Form  ^  nach  sich.  Es  zeigt  sich  nämlich  — 
was,  wie  mir  scheint,  von  Christof  fei  und  Lipschitz  nicht  bemerkt 
worden  ist  — ,  dass  das  Verschwinden  der  Grössen  A  nicht  unabhängig  von 
einander  stattfindet,  sondern  dass,  wenn  eine  bestimmte  Anzahl  derselben 
Null  wird ,  dies  auch  das  Nullwerden  aller  übrigen  zur  Folge  hat  In  vor- 
liegendem Beispiel  genügt  es ,  dass  drei  der  Grössen  A  verschwinden ,  also 
z.  B.  die  in  51)  vorkommenden  Glieder  der  Determinante  A^^  ^,,,  A^^, 
Denn  aus  50)  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  sofort 

/>„/>„ -AtAi^O, 

AiAs-AiAt  =  o, 

woraus  dann  leicht  die  Gleichungen 

^ttAa-AtA8==0, 

AtA»-Ai^ts  =  o, 
^ftAi-Ai^«  =  o 


444        Zar  Tbeorie  des  Krümmnngsmasses  6tc.   Von  Dr.  R.  Beb2. 


>'^.*".^NÄ/%<%<>^*^   '"«'^■^^^^^^^»^^Ärt*»' 


abgeleitet  werden  können.    Wenn  also  A^^  A^^^  A^^  Nnll  werden,  so  mflssen 
auch  —  da  a  nicht  Null  sein  darf —  die  Grössen  A^i ,  A^^^  A^^  verschwinden« 
Das  Erümmungsmass  K  hat  aber  auch  den  Werth  Nnll,  wenn  zwischen 
^tti  4a>  ^8t  ^^^  solcher  Zosammenhang  stattfindet,  dass 

Att  •  ««88  ^  ^  t8  ^^  ^ 

ist.   In  diesem  Falle  verschwindet  die  Form  ^  nicht« 

Wenn  nun  schon  hierin  ein  wesentlicher  unterschied  zwischen  der 
Form  ^  and  dem  Krümmangsmass  ÜT  bemerkbar  ist,  so  hat  man  doch  die 
Haaptdifferenz  in  dem  Umstände  za  Sachen,  dass  die  Coefficienten  der 
Form  ip  reine  Functionen  der  Coefficienten  c^ik  des  Linienelements  sind, 

während  das  Krümmangsmass  K  einen  Factor  •=r—  enth&lt,  welcher  nicht 

aas  diesen  Coefficienten  bestimmt  werden  kann. 

Es  ist  von  Interesse,  za  erfahren,  wie  die  Form  ^  sich  in  dem  Rie- 
mann' sehen  Linienelement  verhält.  Wir  beschränken  ans  hierbei  aaf  die 
Betrachtang  eines  Raames  von  drei  Dimensionen,  legen  also  das  Carven- 
element  in  der  Form 

(l  +  j(a^,*  +  *t*  +  ^.*)) 
SU  Orande.   Die  Formeln  48)  ergeben 

folglich  wird  die  Form 

Also  aach  in  diesem  Falle  —  da  der  Exponent  im  Nenner  rechts  nicht  0, 
sondern  4  ist  —  wird  das  erwartete  Besaltat  nicht  erhalten,  Dass  es  aas 
der  von  ans  aufgestellten  Formel  51)  überhaupt  nicht  abgeleitet  werden 

kann,  geht  daraus  hervor,  dass  der  Coefficient   j--  die  ursprünglichen 

Coordinaten  des  ebenen  Raames  von  vier  Dimensionen  enthält,  aus  welchem 
der  constant  gekrümmte  Raum  von  drei  Dimensionen  ausgeschieden  ist. 

(Fortsetzung  folgt.) 
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xvm. 

Die  Ornndlagen  der  Geometrie. 

Von 

J.  C.  Becker  y 

Professor  am  Gymnasium  in  Mannheim« 


(Hieran  Tafel  VI,  Fig.  1  —  12.) 


Die  üntersnchaDgon  Riemann's  „lieber  die  Hypotbesen,  welche  der 
Geometrie  zu  Grande  liegen"  haben  die  Beantwortung  zweier  sehr  ver- 
schiedener Fragen  zum  Gegenstande,  welche  sich  etwa  in  folgender  Weise 
formnliren  lassen : 

1.  „Welches  sind  die  noth wendigen  nnd  hinreichenden  Voraussetz- 
nngen,  die  wir  Über  den  Ranm  selbst  machen  müssen,  damit  die  Sätze  der 
Geometrie  ohne  weitere  Axiome  begründet  werden  können?*' 

2.  „Woher  schöpfen  wir  nnsere  Ueberzengnng  von  der  Wahrheit 
der  E Q kl id 'sehen  Axiome,  nnd  wie  weit  ist  dieselbe  berechtigt?*' 

Die  vorliegende  Abhandlung  hat  nur  die  Beantwortung  der  ersteren 
Frage  znm  Gegenstande,  und  dürfte,  falls  ihre  Ergebnisse  als  richtig  befan- 
den werden,  künftigen  deductiven  Darstellungen  der  Geometrie  als  Grund- 
lage dienen. 

Denn  es  ist  jedenfalls  eine  schwache  Seite  der  jetzigen  synthetischen 
Geometrie,  dass  sie,  wie  Riemann  sagt,  „von  den  ersten  Grundbegriffen 
nur  Nominaldefinitionen  giebt,  während  die  wesentlichen  Bestimmungen  in 
Form  von  Axiomen  auftreten,  ohne  dass  man  einsieht,  ob  und  inwieweit  die 
Verbindung  jener  Begriffe  mit  diesen  Axiomen  eine  noth  wendige  ist**.  So 
sind  ausser  dem  Parallelenaxiom  insbesondere  die  Axiome  von  der  Geraden 
und  von  der  Ebene  anstössig.  Sollen  die  Eigenschaften  der  geo 
metrischen  Figuren  als  nothwendige  Folgen  der  Natur  des 
Raumes  erscheinen,  was  sie  doch  ohne  Zweifel  sind,  so  dür- 
fen anch  keine  anderen  Voraussetzungen  gemacht  werden, 
als  solche,  welche  sich  auf  den  Ranm  selbst  beziehen. 

Z«itaohfift  f.  MAtheniAtik  n.  FhTiiik,  XX,  6.  30 
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Helm  holt  z  hat  zwar  in  seinen  üntetsuchnngen  „üeber  die  thatsäch- 
liehen  Grundlagen  der  Geometrie**'  sechs  Postniate  aufgestellt ,  welche  den 
Euklidischen  Raum  als  besondere  Art  der  dreifach  ausgedehnten  stetigen 
Mannigfaltigkeiten  charakterisiren.  Er  hat  sich  jedoch  darauf  beschränkt, 
den  Nachweis  zu  liefern,  dass  die  vier  ersten  seiner  Postniate  zu  demselben 
analytischen  Charakteristiken  führen,  worin  auch  Riemann  die  besondere 
Eigenthümlichkeit  des  Euklid  *schen  Raumes  erkennt  und  welches  darin 
besteht,  dass  das  Krümmungsmass  des  Raumes  überall  Null  sei. 

Da  aber  eine  synthetische  Darstellung  der  Geometrie  mit  diesem  Er- 
gebnisse Nichts  anfangen  kann,  ist  damit  für  die  Geometrie  selbst  erst  dann 
Etwas  gewonnen^  wenn  der  Versuch  gelungen ,  aus  den  in  die  Sprache  der 
Geometrie  zurückübersetzten  Postulaten  von  Helmholtz  die  übrigen 
Euklidischen  Axiome  zu  demonstriren. 

Ob  mir  dieser  Versuch  gelungen ,  mögen  Andere  entscheiden.  Uebri- 
gens  muss  ich  bemerken,  dass  meine  Postniate  nur  als  ,, freie"  Uebersetznng 
der  Helmholtz*schen  gelten  können,  da  die  beiden  letzten  wesentlich  von 
dem  Originale  abweichen. 

Ich  setze  zunächst  voraus : 

I.  Der  Raum  ist  ohne  Unterbrechung  und  über  jede 
Grenze  hinaus  ausgedehnt. 

n.  Der  Raum  ist  eine  dreifach  ausgedehnte  stetige 
Mannigfaltigkeit  der  in  ihm  vorstellbaren  ausdefanunga- 
losen  Punkte. 

Ein  in  ihm  Ausgedehntes  ist  also  entweder  eine  Linie,  d.  h.  eine  ein- 
fach ausgedehnte  stetige  Mannigfaltigkeit  von  Punkten,  oder  eine  Fläche, 
d.  h.  eine  zweifach  ausgedehnte  stetige  Mannigfaltigkeit  von  Punkten,  oder 
ein  Körper,  d.  h.  ein  Theil  des  Raumes. 

Die  Grenze  eines  Raumtheiles  (Körpers)  ist  eine  Fläche,  die  eines 
Flächentheiles  eine  Linie,  die  einer  Linie  ein  Punkt. 

IIL  Die  Figur  einer  discreten  oder  stetigen  Mannigfal- 
tigkeit von  Punkten  im  Räume  ist  unabhängig  vom  Orte. 
Dazu  gehört  zunächst,  dass  jede  Linie,  welche  zwei  Punkte  verbindet, 
beliebig  im  Räume  verschoben  werden  kann,  ohne  ihre  Form  und  Länge  zu 
ändern.  Jedes  Punktepaar,  mit  dem  ihre  Endpunkte  durch  Verschiebung  zur 
Coincidenz  gebracht  werden  können,  hat  dann  denselben  Abstand  wie 
diese.  Findet  bei  der  Bewegung  eines  Raumgebildes  keine  Aenderung  der 
Figur  statt,  so  muss  der  Abstand  zwischen  je  zweien  seiner  Punkte  un* 
geändert  bleiben. 

Man  kann  dieses  Postulat  demnach  auch  so  ausdrücken : 

Jede  discrete  oder  stetige  Mannigfaltigkeit  vonPunk- 
ten  im  Räume  kann  nach  allen  Seiten  ohne  Hinderniss  so 
bewegt  werden,  dass  der  Abstand  zwischen  je  zweien  der- 
selben unverändert  bleibt 
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IV.  Wird  eine  Fignr  in  einem  oder  zwei  Punkten  fest- 
gehalten, 80  ist  ihre  Beweglichkeit  nnr  insoweit  be- 
schränkt, als  die  Lage  ihrer  übrigen  Punkte  durbh  ihre 
Distanz  von  den  festen  beschränkt  ist. 

l^un  folgt  zwar  aus  den  beiden  ersten  Postulaten,  dass  der  Ort  aller 
Pankte,  welche  von  einem  gegebenen  denselben  Abstand  haben,  eine  Fläche 
ist,  welche  Überall  zusammenhängt,  und  kann  auch  ohne  weitere  Voraus- 
setzung bewiesen  werden,  dass  diese  Fläche,  die  Kugel  fläche,  alle 
Punkte  einschliesst ,  welche  näher  an  dem  gegebenen  Paukte,  dem  Cen- 
trum, liegen  und  die  weiter  entfernten  ausschliesst.  (Zwei  Punkte  haben 
eine  grössere  Distanz  wie  zwei  andere,  wenn  die  Endpunkte  eines  Theiles 
einer  sie  verbindenden  kürzesten  Linie  dieselbe  Distanz  haben  wie  diese.) 

Wie  jedoch  die  Lage  eines  Punktes  von  seiner  Distanz  von  zwei 
festen  Punkten  abhängt,  lässt  sich  aus  den  drei  ersten  Postulaten  nicht 
erkenne».  Wir  müssen  demnach  noch  zwei  weitere  Postulate  hinzufügen, 
welch^iit  den  vier  ausgesprochenen  zusammen  den  Raum  als  den  charak- 
terisiren,  wie  ihn  unser  Anschauungs vermögen  voraussetzt  (oder  wie  ihn 
nach  der  Meinung  Anderer  die  Erfahrung  uns  kennen  lehrt ,  oder  wie  wir 
ihn  uns  vorzustellen  gewohnt  sind) : 

V.  Durch  je  zwei  Punkte  des  Raumes  geht  eine  nach 
beiden  Seiten  unbegrenzte,  sich  selbst  nicht  schneidende 
Linie,  deren  sämmtliche  Punkte  der  Lage  nach  durch  ihren 
Abstand  von  den  gegebenen  so  bestimmt  sind,  dass  kein 
zweiter  Punkt  dieselbe  Distanz  von  den  gegebenen  Punk- 
ten haben  kann,  wie  irgend  einer  dieser  Linie, 

VL  Ist  die  Lage  eines  Punktes  durch  seine  Distanz 
von  zwei  beliebigen'festen  Punkten  des  Raumes  nicht  be- 
stimmt, so  erfüllen  alle  Punkte,  welche  von  diesen  festen 
Punkten  denselben  Abstand  haben  wie  jener,  mit  demsel- 
ben stetig  eine  einzige  sich  selbst  nicht  schneidende  ge- 
schlossene Linie. 
Die  Linie,  deren  Pankte  durch  ihre  Abstände  von  irgend  zweien  der- 
selben der  Lage  nach  bestimmt  sind ,  ist  die  O  e  r  a  d  e. 

Die  Linie,  welche  alle  die  Punkte  enthält,  die  von  zweien  gegebenen 
Punkten  dieselben  Abstände  haben,  ist  die  Kreislinie.  Die  durch  die 
festen  Punkte  gehende  Gerade  möge  die  Axe  der  Kreislinie  heissen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Summe  der  Abstände  zweier  Punkte 
von  einem  dritten  nicht  kleiner  und  ihre  Dififerenz  nicht  grösser  sein  kann, 
als  der  Abstand  der  Punkte  selbst.  Man  könnte  demnach  das  fünfte  Postu- 
lat auch  durch  das  folgende  ersetzen : 

Die  Lage  eines  Punktes  im  Räume  fst  bestimmt,  wenn 
die  Summe  oder  Differenz  seiner  Abstände  von  zweien 
feston  Punkten  gleich  ist  dem  Abstände  dieser  Punkte. 

80» 
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Eine  Bewegung,  bei  der  ein  Pnnkt  fest  bleibt,  heisst  centrale 
Drehnng  und  der  feste  Punkt  ihr  Centrüm.  Eine  Bewegung,  bei  der 
Bwei  Punkte  fest  bleiben,  beisst  axiale  Drehung  oder  Botation. 
Bei  einer  solchen  bleiben  alle  Punkte  fest,  welche  in  der  durch  die  als  fest 
angenommenen  Punkte  bestimmten  Geraden  liegen,  und  diese  Gerade  heisst 
die  Aze  der  Botation.  Alle  nicht  in  der  Axe  liegenden  Punkte  müssen 
sich  in  den  Kreisen  bewegen,  denen  sie  nach  Axiom  VI  angehören. 

Besteht  die  Figur  blos  aus  einer  Geraden  und  einem  Punkte  ausser- 
halb derselben ,  so  bewegt  sich  nur  dieser  Punkt ,  wenn  zwei  Punkte  der 
Geraden  festgehalten  werden.  Da  aber  dabei  die  Distanzen  zwischen  dem 
bewegten  und  den  festen  Punkten  sich  nicht  ttndern,  so  folgt,  dass  alle 
Punkte  einer  Kreislinie  von  jedem  Punkte  ihrer  Aze  gleich- 
weit abstehen« 

Ausser  dieser  Eigenschaft  der  Kreislinie  und  der  vorher  erwähnten 
Eigenschaft  der  Kugelflttche  ergeben  sich  aus  den  vorstehenden  P«ntulaten 
zunächst  folgende  Lehrsätze :  ^ 

1«  Zwei  Gerade  fallen  zusammen  (decken  einander),  wenn  sie  zwei 
Punkte  gemein  haben.  Geradlinige  Strecken  sind  also  congruent,  wenn 
ihre  Endpunkte  gleiche  Distanz  haben. 

2.  Die  Länge  einer  Geraden  ist  der  Distanz  ihrer  Endpunkte  pro- 
portional und  wächst  mit  dieser  Über  jedes  angebbare  Mass. 

3«  Alle  geraden  Strecken  vom  Centrum  einer  Kugel  nach  ihrer  Ober- 
fläche (Badien)  sind  gleichlang,  und  zwar  länger  als  die,  welche  das  Cen- 
trnm  mit  innerhalb  der  Kugel  gelegenen  Punkten  verbinden,  und  kürzer 
als  die,  welche  es  mit  ausserhalb  gelegenen  Punkten  verbinden. 

4.  Haben  zwei  Kugelflächen  einen  Punkt  der  Geraden  gemein, 
welche  ihre  Centren  verbindet  (ihrer  Centrallinie),  so  haben  sie 
ausser  diesem  keinen  Punkt  mehr  gemein. 

5.  Die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten  ist  die  sie  verbindende 
geradlinige  Strecke. 

Beweis.  Seien  ^^  und  B  (Fig.  1)  die  beiden  Punkte,  6?  ein  nicht  anf 
der  Geraden  j4i9  liegender  Punkt,  und  AB  grösser  wie  die  geraden  Strecken 
AC  und  CB^  so  kann  auf  AB  ein  Punkt  D  so  bestimmt  werden,  dass 
AD:=  AC  ist,  und  D  liegt  dann  mit  C  auf  derselben  Kugelfläche,  welche  A 
zum  Centrum  und  AD  zum  Badius  hat.  Diese  Kugelfläche  hat  mit  derjeni- 
gen, welche  B  zum  Centrum  hat  und  durch  D  geht,  nur  den  Punkt  D 
gemein  und  liegt  mit  allen  anderen  Punkten,  also  auch  mit  C  ausserhalb 
derselben,  d.  h.  CB>DB,  mithin  auch  AC+CB>  AD  +  DB  etc. 

Definitionen.  Eine  aus  zweien  in  einem  Endpunkte  zusammen- 
treffenden geraden  Strecken  bestehende  Figur  heisst  ein  Winkel,  die  ihn 
bildenden  Strecken  seine  Schenkel,  ihr  gemeinsamer  Endpunkt  sein 
Scheitel.  Winkel  heissen  einander  gleich,  wenn  sie  so  aufeinander- 
gelegt werden  können ,  dass  die  Scheitel  zusammenfallen  und  die  Schenkel 
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des  einen  die  des  andern  ganz  oder  theilweise  decken  (d.  h.  von  der  Länge 
der  Schenkel  wird  bei  Vergleichnng  der  Winkel  abstrabirt). 

Ein  Winkel  heisst  ein  gestreckter,  wenn  seine  Schenkel  Theile  der- 
selben Geraden  sind. 

Zwei  Winkel,  welche  einen  Schenkel  gemein  haben,  während  die 
beiden  anderen  nnter  sich  einen  gestreckten  Winkel  bilden,  heissen 
Nebenwinkel. 

Sind  die  Schenkel  eines  Winkels   die  Verlängerangen  der  Schenkel 
eines  andern  Winkels,  so  heisst  er  dessen  Scheitelwinkel. 
Ans  diesen  Definitionen  folgt  aumittelbaiv: 

Jeder  Winkel,  dessen  Schenkel  nicht  einer  Geraden  angehören,  hat 
einen  Scheitelwinkel  und  zwei  Nebenwinkel,  and  ist  selbst  der  Scheitel- 
Winkel  seines  Scheitelwinkels.  Ferner  sind  die  Nebenwinkel  desselben  Win- 
kels anter  sich  Scheitelwinkel. 

Lehrsatz  6.  Zwei  Winkel  sind  gleich,  wenn  sie  gleiche  Schen- 
kel haben  and  die  Distanz  der  nicht  gemeinsamen  Endpankte  der  Schen- 
kel, bei  dem  einen  so  gross  ist  wie  bei  dem  andern. 

Beweis.  Ist  (Fig.  2)  AB^/Bf,  BC^B^C'  und  ÄC^ÄC\  so  kann 
man  den  Winkel  -/^C'  so  verschieben,  dass  B  mit  B  und  C  mit  C  zusam- 
menfällt; dann  liegen  Ä  und  Ä  auf  derselben  Kreislinie,  deren  Axe  BC  ist. 
Dreht  man  demnach  ÄWC'  nm  BC  als  Axe,  so  kann  auch  J"  mit  A  zur 
Deckung  gebracht  werden.  Da  aber  dann  auch  AB  und  j^B"  einander 
decken ,  so  müssen  die  Winkel  einander  gleich  sein« 

Lehrsatz  7.  Jeder  Winkel  ist  seinem  Scheitelwinkel  gleich. 
Beweis.  Sei  ABC  (Fig.  3)  der  gegebene  Winkel,  BE  die  Verlänge- 
rung von  AB,  BD  die  von  CB,  also  EBD  der  Scheitelwinkel  von  ABC^  und 
macht  man  BA=BC=mBD=^BE,  ferner  auf  einer  andern  Geraden 
B^C^=iB^p't=J)B,  bestimmt  endlich  die  Lage  von  A^  so,  dass  I)'A^=DAy 
B^A'^BA,  also  LD'ffA^^LDBA,  so  kann  zunächst  die  FiffSLX  D'ffJC 
so  gelegt  werden,  dass  D'  mit  i>,  B^  mit  B^  Ä  mit  A  zusammenfällt;  dann 
fällt  aber  auch  BlC  in  die  Verlängerung  von  DB  und  deckt  mithin  die  ihr 
gleiche  Strecke  BC  derselben,  d.  h.  die  Winkel  il^C  und  ÄB^C  sind  ein- 
ander gleich.  Andererseits  kann  aber  die  Figur  D'B ^C  auch  so  gelegt 
werden,  dass  ff  mit  A,  ^  mit  B  und  Ä  mit  D  zusammenfällt,  und  dann  fällt 
lElC'  in  die  Verlängerung  von  AB  und  deckt  davon  die  ihr  gleiche  Strecke 
BE\  der  Winkel  ÄB^C  ist  mithin  auch  dem  Winkel  DDE  und  dieser  also 
auch  dem  Winkel  ^J? (7  gleich. 

Hierin  ist  aach  der  Beweis  enthalten  für  den  folgenden  Satz : 

Lehrsatz  8.  Sind  zwei  Winkel  einander  gleich,  so  sind  auch  ihre 
Nebenwinkel  einander  gleich. 

Lehrsatz  9.  Jeder  Punkt  ausserhalb  einer  Geraden  kann  durch 
eine  Gerade  so  mit  dieser  verbunden  werden,  dass  die  entstehenden 
Nebenwinkel  einander  gleich  sind. 


^^ 
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Beweis.  Sei  AB  (Fig.  4)  die  gegebene  Gerade,  C  ein  Pnnkt  aosser- 
halb  derselben,  so  sind  die  Strecken  von  C  nach  Punkten  der  Geraden  AB 
von  verschiedener  Länge,  und  können  alle  Werthe  annehmen  von  einer 
kürzesten  Länge  an  bis  Über  jeden  angebbaren  Werth.  Denn  bewegt  sieh 
ein  Punkt  A  von  einer  Stelle  0  aus ,  in  welcher  er  den  kürzesten  Abstand 
von  Chat,  auf  AB  nach  einer  Seite  fort,  so  wird  sein  Abstand  OA  von  der 
Anfangslage  stets  grosser  und  kann  bis  ins  Unendliche  vergrössert  werden. 
Da  aber  der  Abstand  OA  von  0  immer  kleiner  sein  muss  als  CA'^r  ^^i  ^^ 
mnss  auch  CA  über  alle  Grenzen  wachsen,  und  da  bei  stetiger  Fortbewegung 
eines  Punktes  seine  Distanz  von  einem  festen  Punkte  sich  nur  stetig  ändern 
kann,  so  muss  auf  jeder  Seite  von  0  mindestens  ein  Punkt  auf  der  Geraden 
liegen,  dessen  Abstand  von  C  einen  beliebigen  Werth  zwischen  0(7  und  od 
hat.  Man  kann  also  auf  der  Geraden  unzählige  Paare  von  Punkten  bestim- 
men, die  von  Cgieichen  Abstand  haben.  Sei  nun  ACss^CB  und  M  die  Mitte 
von  AB^  so  hat  CM  die  verlangte  Eigenschaft;  denn  die  Nebenwinkel  AMC 
und  BMC  sind  nach  Lehrsatz  6  einander  gleich. 

Definition.  Bildet  eine  gerade  Strecke  mit  einer  andern  zwei 
gleiche  Nebenwinkel,  so  beisst  sie  ein  Perpendikel  (ein  Loth,  eine  Senk- 
rechte) auf  derselben,  oder  man  sagt,' sie  stehe  auf  derselben  perpen- 
dicnlär  (lothrecht,  senkrecht). 

Lehrsatz  10.     Schneiden  zwei  Gerade  einander  so,  dass  von  den 

■  entstehenden  vier  Winkeln  zwei  Nebenwinkel  einander  gleich  sind ,  so 

sind  alle  vier  Winkel  einander  gleich,  und  je  zwei  Punkte  auf  der  einen, 

welche  vom  Schnittpunkte  gleichen  Abstand  haben,   haben  von  jedem 

Punkte  der  andern  gleichen  Abstand. 

Bew.eis.  Schneiden  sich  die  beiden  Geraden  A^^  BB  (Fig.  5)  so, 
daas  die  Winkel  AMB  und  ÄMB  einander  gleich  sind,  und  macht  man 
AMr=M/^  so  ist  AB^=^ÄB^  da  die  Figuren  ^Af^  mx^^ÄMB  congruent 
sind.  A  und  Ä  liegen  also  in  einer  Kreislinie,  deren  Axe  MB^  und  sind  mit- 
hin von  jedem  Punkte  derselben  gleichweit  entfernt.  Nach  Lehrsatz  8  und 
9  ist  aber  auch  LAMB -^LA'MB^LAMff,  und  wenn  mithin  Mff^BM 
gemacht  wird ,  so  sind  auch  B  und  B^  von  allen  Punkten  der  Geraden  A  Ä 
gleichweit  entfernt. 

Definitionen.  Zwei  Punkte  heissen  symmetrische  Gegen- 
punkte  in  Bezug  auf  eine  Gerade,  wenn  ihre  gerade  Verbindungs- 
linie von  dieser  in  der  Mitte  senkrecht  geschnitten  wird. 

Ein  Winkel,  der  seinem  Nebenwinkel  gleich  ist,  dessen  Schenkel  also 
aufeinander  senkrecht  stehen,  heisst  ein  rechter  Winkel. 

Lehrsatz  11.  Von  einem  Punkte  ausserhalb  einer  Geraden  kann 
nur  ein  Perpendikel  auf  dieselbe  gezogen  werden  und  dieses  ist  kürzer 
wie  jede  schiefe  Linie  von  dem  Punkte  nach  der  Geraden. 

Ist  AM  (Fig.  6)  senkrecht  auf  BC^  MÄ  die  Verlängerung  von  AM^  und 
AM^MA\  D  ein  beliebiger  Punkt  auf  ÄC,  so  ist  AD^DJ  und  ABÄ>AÄ, 


Von  Prof.  J,  C.  Becker.  451 

also  auch  AD>AM.  Wäre  auch  AD  senkrecht  auf  BC^  so  müsste  AM 
sogleich  kleiner  und  grösser  wie  AD  sein,  also  ist  AM  das  einzige  Perpen- 
dikel auf  BC. 

Hieraus  folgt  ferner: 

12.  Jedem  Punkte  ausserhalb  einer  Geraden  entspricht  nur  ein 
symmetrischer  Gegenpunkt  in  Bezug  auf  dieselbe. 

13.  Alle  rechten  Winkel  «ind  einander  gleich. 

Seien  ABC  und  ÄB'C'  (Fig.  7)  rechte  Winkel,  also  ihren  Nebenwin 
kein  CBD  und  CBlf  gleich,  und  macht  man  AB^BD^ÄW^  B^D\  so 
kann  man  beide  Figuren  so  aneinanderlegen,  dass  A  mit^,  B  mit  ^,  D  mit 
1/  zusammenfallen.  A  und  D  sind  dann  symmetrische  Gegenpunkte  in  Be- 
zug auf  CB  und  C'By  und  also  sowohl  von  C  als  von  C'  gleichweit  entfernt. 
Wählt  man  nun  C  und  Cf  so,  dass  AC=AC\  so  liegen  C  und  C'  in  einer 
Kreislinie,  deren  Axe  AD  ist.  Dreht  man  also  die  eine  der  beiden  Figuren 
um  AD^  so  kann  C  mit  C  und  also  auch  ABC  mit  ABC'  zur  Decktfng  gebracht 
werden. 

Hiieraus  geht  aber  ferner  hervor,  dass  bei  der  Rotation  des  rechten 
Winkels  ABC  um  den  einen  Schenkel  AB  der  andere  BC  nach  und  nach 
mit  allen  in  B  möglichen  Senkrechten  auf  AB  zusammenfallen  muss  und 
daas  mithin  alle  Gerade,  welche  eine  gegebene  Gerade  in  demselben  Punkte 
senkrecht  schneiden,  in  einer  Fläche  liegen  und  diese  stetig  erfüllen.  Diese 
Fläche  nennen  wir  Ebene,  und  können  demnach  definiren: 

Eine  Ebene  ist  der  Ort  aller  Geraden,  welche  eine 
gegebene  Gerade  in  demselben  Punkte  senkrecht  schneiden. 
Die  gegebene  Gerade  möge  A  x  e ,  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  Scheitel 
der  Ebene  beissen. 

Lehrsatz  14.  Jede  Gerade,  welche  einen  Punkt  einer  Ebene  mit 
dem  Scheitel  derselben  verbindet,  steht  auf  der  Axe  senkrecht  und  liegt 
gi|nz  iu  derselben. 

Sei  AB  die  Axe,  B  der  Scheitel  der  Ebene,  Cein  Punkt  derselben,  so 
geht  jedenfalls  durch  C  eine  der  Geraden,  welche  AB  in  B  senkrecht  schnei- 
den; da  aber  durch  B  und  C  nur  eine  Gerade  geht,  so  ist  diese  identisch 
mit  dieser  Senkrechten.  ' 

Lehrsatz  15.  Zwei  Punkte  auf  der  Axe  einer  Ebene,  welche  vom 
Scheitel  gleichweit  abstehen ,  haben  auch  von  jedem  andern  Punkte  der 
£U>ene  gleichen  Abstand. 

Ist  Ajt  (Fig.  8)  die  Axe,  B  der  Scheitel  einer  Ebene,  und  AB^s^BÄ^ 
ferner  C  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  ist  CB  senkrecht  auf  AÄ^  und 
A  und  Ä  sind  symmetrische  Gegenpunkte  von  6^^,  also  von  C  gleich  weit 
entfernt.  Ist  umgekehrt  AC  ^=^  ÄC^  so  folgt  hieraus,  dass  CB  auf  AÄ  senk- 
recht steht  und  mithin  C  in  der  Ebene  liegt.  Man  kann  den  vorstehenden 
Lehrsatz  daher  in  den  folgenden  erweitern: 
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16.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  von  zwei  gegebenen 
Punkten  gleichen  Abstand  haben,  ist  eine  Ebene,  deren  Axe  die  Verbin- 
dungsgerade  dieser  Punkte  ist. 

Zwei  solche  Pnnkte,  welche  von  jedem  Punkte  einer  Ebene  gleichweit 
abstehen,  heissen  symmetrische  Oegenpunkte  in  Bezug  auf  die 
Ebene. 

1 7.  Jede  Gerade,  welche  zwei  Punkte  in  der  Ebene  verbindet,  liegt 
ganz  in  derselben. 

Sei  Äjf  (Fig.  9)  die  Axe,  B  der  Scheitel  der  Ebene  und  AB^BÄ^ 
so  sind  A  und  Ä  symmetrische  Gegenpunkte  in  Bezug  auf  die  Ebene. 
Liegen  also  C  und  D  in  derselben,  so  \^\>ACt=z  jfCy  AD^^  ^/>,  und  mithin 
liegen  A  und  A'  in  einer  Kreislinie,  die  CD  zur  Axe  hat,  sind  ako  von  jedem 
Punkte  auf  CD  gleichweit  eütfernt;  d.  h.  alle  Punkte  der  Geraden  CD  liegen 
in  der  Ebene. 

18.  Durch  jeden  Punkt  einer  Ebene  kann  man  nur  eine  Gerade 
ziehen ,  welche  in  der  Ebene  liegt  und  auf  einer  in  der  Ebene  liegenden 
Geraden  senkrecht  steht. 

Liegt  der  gegebene  Punkt  nicht  auf  der  gegebenen  Geraden ,  so  kann 
man  von  jhm  überhaupt  nur  eine  Senkrechte  zu  dieser  Geraden  ziehen. 
Eines  Beweises  bedarf  der  Satz  demnach  nur  für  den  Fall ,  dass  der  Punkt 
auf  der  Geraden  selbst  liegt. 

Sei  A^  (Flg.  10)  die  gegebene  Gerade,  B  der  gegebene  Punkt,  und 
macht  man  AB'=^BÄ^  so  sind  A  und  A'  symmetrische  Gegenpunkte  in 
Bezug  auf  jede  durch  B  gehende  Senkrechte  auf  A  Al.  Sei  nun  CB  auf  A  Ä 
senkrecht  und  in  der  Ebene ,  D  irgend  ein  Punkt  der  Ebene ,  welcher  nicht 
auf  BC^  sondern  mit  Ä  auf  derselben  Seite  von  ß (7  liegt.  Dann  muss  die 
Gerade  AD^  welche  ganz  in  der  Ebene  liegt  (nach  Lehrsatz  17),  die  Gerade 
^C  jedenfalls  schneiden.  Sei  E  der  Schnittpunkt,  so  ist  AE=iA'£,  also 
AD^sA'E+ED^A'Dy  und  mithin  kann  BD  nicht  ebenfalls  auf  ^^  senk- 
recht  stehen.  Ebenso  ist  zu  beweisen,  dass  auch  eine  Gerade,  welche  B  mit 
einem  Punkte  auf  der  andern  Seite  von  BC  verbindet,  nicht  auf  ^^  senk- 
recht stehen  kann. 

19.  Je  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  bestimmen  eine 
Ebene. 

Seien  Ay  B^  C  (Fig.  11)  die  gegebenen  Punkte,  CD  das  Loth  von  C  auf 
die  Gerade  AB^  so  liegt  AB  in  der  Ebene,  welche  CD  zur  Axe  und  D  zum 
Scheitel  hat,  und  CD  liegt  in  der  Ebene,  welche  AD  zur  Axe  und  D  zum 
Scheitel  hat.  Ist  ferner  Cf  der  symmetrische  Gegenpunkt  von  C  in  Bezug  auf 
die  durch  AB  gehende  Ebene,  so  liegt  auch  C  in  der  Ebene,  welche  AD 
zur  Axe  und  D  zum  Scheitel  hat,  während  C  und  C  auf  verschiedenen  Sei- 
ten der  andern  Ebene  liegen,  woraus  folgt,  dass  beide  Ebenen  sich  schnei- 
den, d.  h.  wenigstens  eine  Linie  gemein  haben. 
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Sei  nQD  E  ein  beiden  Ebenen  gemeinsamer  Punkt,  so  ist  ED  sowohl 
anf  AD^  als  anf  CD  senkrecht  und  liegt  in  beiden  Ebenen  (Lehrsatz  14),  ist 
mithin  ihre  Schnittlinie,  und  zwar  die  einzige,  weil  sie  nach  Lehrsatz  18  die 
einzige  Gerade  ist,  welche  CC  oder  AD  m  D  senkrecht  schneidet  und  mit 
CC  oder  AD  in  derselben  Ebene  liegt.  Aß  und  CD,  oder  ^,  B  und  C  liegen 
also  in  der  Ebene ,  welche  diese  Gerade  zur  Axe  und  D  zum  Scheitel  hat« 

Durch  AB  allein  kann  man  unzählige  Ebenen  legen,  als  deren  gemein- 
schaftlicher Scheitel  D  angenommen  werden  kann,  während  jede  durch  D 
gehende  Senkrechte  auf  A  B  einer  derselben  als  Axe  zugehört.  Sei  z«  B. 
DF  senkrecht  auf  AB,  so  ist  DF  die  Axe  derjenigen  Ebene,  welche  AD 
beschreibt,  wenn  der  rechte  Winkel  ADF  sich  um  DF  ah  Axe  dreht.  Ist 
nun  DF  mit  der  Axe  DE  der  vorhin  betrachteten  Ebene  ABC  nicht  identisch, 
so  kann  die  Ebene  den  Punkt  C  nicht  enthalten,  da  sonst  ED  und  FD, 
welche  mit  CD  in  einer  Ebene  liegen ,  zugleich  auf  CD  senkrecht  wären, 
was  gegen  Lehrsatz  18.  Durch  A,  B^  C  geht  also  immer  eine  und  nur  eine 
Ebene,  wenn  C  nicht  in  der  Geraden  AB  liegt. 

Mit  diesen  Sätzen  scheint  mir  nun  das  Axiom  von  der  Ebene  erwiesen 
zu  sein ,  und  es  fragt  sich  nur  noch ,  ob  auch  die  Theorie  der  Parallelen 
ohne  besonderes  Axiom  aus  den  sechs  aufgestellten  Postulaten  abgeleitet 
werden  kann. 

Ob  meine  Ableitung  des  Axioms  von  der  Ebene  mit  der  von  De  ah  na 
{Demonsiraiio  iheoremaiis,  esse  superficiem  planum.  Dissert,  inaug,  Marburg 
1837)  mehr  oder  weniger  übereinstimmt,  weiss  ich  nicht.  Da  meine  Absicht 
eine  wesentlich  verschiedene,  wird  man  mir  keinen  Vorwurf  daraus  machen, 
wenn  ich  die  Ergebnisse  meiner  Untersuchung  veröffentliche,  ehe  ich  mit 
den  übrigen  Versuchen,  „das  Axiom  von  der  Ebene  zum  Theorem  zu 
erheben^',  mich  nfher  bekannt  gemacht  habe ,  was  mir  hier,  wo  mir  keine 
mathematische  Bibliothek  ausser  meiner  eigenen  zur  Verfügung  steht,  ziem- 
lich schwierig  werden  dürfte. 

Weit  grössere  Schwierigkeiten  erheben  sich,  wenn  man  auch  das 
Farallelenaxiom  durch  die  aufgestellten  Postulate  begründen  will.  Es  han- 
delt sich  hier  lediglich  um  den  Beweis  des  Satzes,  dass  durch  einen  Punkt 
zu  einer  gegebenen  Geraden  nur  eine  Parallele  gezogen  werden  kann,  d.  h. 
nur  eine  Gerade,  welche  mit  der  gegebenen  in  einer  Ebene  liegt,  ohne  einen 
Punkt  mit  ihr  gemein  zu  haben.  Es  ist  mir  nicht  ersichtlich ,  wie  dieser 
Satz  ohne  Herbeiziehung  des  Unendlichen  bewiesen  werden  soll ,  obwohl 
mir  die  Existenz  der  sogenannten  absoluten  Geometrie  kein  Argument  für 
die  Unbeweisbarkeit  desselben  ist.  Uebrigens  kann  ich  auch  nicht  das 
Bedenken  begreifen,  welches  man  gegen  Beweise  dieser  Art  erhebt,  und 
nehme  keinen  Anstand ,  meinen  Beweis  für  das  aufgestellte  Theorem  hier 
zu  veröffentlichen,  obwohl  derselbe  gewiss  schon  manches  Mal  von  Anderen 
veröffentlicht  worden  sein  mag«   Es  handelt  sich  lediglich  darum: 
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Wird  die  Oerade  BC  (Fig.  12)  von  den  mit  ihr  in  einer  Ebene  liegen- 
den Geraden  ÄBy  CD  so  geschnitten,  dass  von  den  correspondirenden 
Winkeln  ABE^  CDE  der  letztere  .der  grössere  ist,  so  wird  BA  von  DC 
geschnitten. 

Mein  Beweisgrand  ist  der  folgende.  Da  der  Ranm  nnd  mithin  auch 
die  Ebene  als  überall  anf  gleiche  Art  ausgedehnt  voraasgesetzt  wird,  so 
müssen  auch  die  Theite,  welche  zwei  gleiche  Winkel  ans  der  Ebene  heraus- 
schneiden, als  gleich  betrachtet  werden.  Daraus  folgt  aber,  dass  zwei 
solche  Ausschnitte  der  Ebenen  sich  verhalten  wie  die  Winkel,  von  deren 
Schenkeln  sie  begrenzt  werden«  Mithin  ist  das  Verhältniss  der  Ebenenaus- 
schnitte* C  2>Ä:  ^  5Ä  «=  L  CZ>Ä :  L  .rf  i?-ff  >  1 . 

Andererseits  kann  der  Theil  auch  eines  unmessbar  Grossen  nicht 
grösser  sein  wie  das  Ganze;  läge  also  CDE  ganz  in  ABB,  so  könnte 
das  Verhttltniss  CDEiABE  höchstens  »1  sein  (wenn  etwa  der  Theil 
ABDC  gegen  ABB  unendlich  von  niederer  Ordnung  wäre),  also  unmög- 
lich >  1. 

Der  Hauptsache  nach  ist  dieser  Beweis  einerlei  mit  dem  von  Ber- 
trand, den  auch  Herr  Baltzer  in  der  ersten  Auflage  seiner„Elemente 
der  Mathematik'*  aufgenommen  hatte,  und  es  muss  mithin  gegen  ihn  das- 
selbe Argument  geltend  gemacht  werden  können,  welches  Herrn  Baltzer 
veranlasst  hat,  statt  des  Beweises  von  Bertrand  in  die  dritte  Auflage 
folgende  Bemerkung  aufzunehmen  (8. 12): 

„Der  Schluss»  dass  ein  Winkel  von  einem  Streifen  nicht  ganz  ein- 
geschlossen sein  könne,  weil  von  den  Verhältnissen  des  Winkels  und  des 
Streifens  zur  unendlichen  Ebene  das  eine  nicht  verschwindet,  das  andere 
Terschwindet ,  ist  nicht  berechtigt.  Auf  dies  mangelhafte  Fundament  war 
die  Parallelentheorie  von  Bertrand  gegründet.** 

Warum  aber  dieser  Schiusa  nicht  berechtigt  sei,  hält  Herr 
Baltzer  nicht  für  nt)thig  anzugeben,  obgleich  ein  Anfänger,  für  den  doch 
ein  Lehrbuch  bestimmt  Ut,  unmöglich  begreifen  kann,  wie  es  möglich  sei, 
zu  denken,  dajss  das  Verhältniss  des  Theiles  zum  Ganzen  =  od  :  l  sein  kann, 
d,  b.  dass  der  Tbeil  unendlich  vielmal  grösser  sei  als  das  Ganze, 
und  das  mttsste  doch  sein,  wenn  ein  Winkel  ganz  in  einem  Streifen  lä^e, 
also  kleiner  wäre  wie  dieser  (wenn  man  mit  Bertrand  und  Baltzer 
unter  Winkel  den  Ausschnitt  ans  der  unendlichen  Ebene  versteht). 

Es  mag  sein,  dass  wirklieh  ein  Ginwand  gegen  die  obige  oder  die 
Berti  and 'sehe  Schiusaweise  geiaacht  werden  könne.  Da  aber  die  Bücher, 
welche  hiervon  handeln,  gleich  dem  Baltzer' sehen  entweder  einfach 
absprechen,  d.  h.  die  Redensart,  dies  sei  „unberechtigt"  oder  „unzulässig**, 
an  die  Stelle  eines  sachlichen  Grundes  setzen,  oder  den  eigentlichen  Kern 
der  Frage  unberührt  lassen,  so  möchte  ich  hiermit  die  unbedingten  Anhänger 
der  absoluten  Geometrie  auffordern,  doch  mit  der  Sprache  hetanfaavü^ken 
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und  klar    und   deutlich   aasznsprechen,    was  denn  eigentlich 
gegen  diese  Schlnssweise  eingewendet  werden  könne« 

Für  den  Fall,  dass  solche  Einwände  wirklich  erhoben  werden  können 
and  also  der  obige  nnd  der  Bertrand'sche  Beweis  wirklich  als  unzulässig 
sich  erweisen,  würde  ich  vorschlagen,  die  Parallelentheorie  durch  das  fol- 
gende Axiom  zu  begründen: 

VII.  Eine  Kreislinie  mit  unendlich  ferner  Aze  ist  eine 
Gerade. 

Denn  damit  ist  nur  eine  Eigenschaft  des  Raumes  selbst  ausgesprochen, 
insofern  derselbe  als  stetige  Mannigfaltigkeit  seiner  Punkte  aufgefasst 
wird.  Deutlicher  tritt  dies  hervor,  wenn  man  es,  mit  dem  fünften  Postulate 
vereinigt ,  in  folgende  Fassung  bringt : 

Alle  Punkte,  welche  von  zwei  unendlich  fernen  Punkten  denselben 
(unendlichen)  Abstand  haben,  erfüllen  stetig  eine  Linie  von  unbegrenzter 
Ausdehnung,  welche  ihre  Lagä  nicht  mehr  ändern  kann,  wenn  sie  in 
irgend  zwei  Punkten  festgehalten  wird. 

Freilich  haben  wir  auch  so  immer  wieder  das  Unendliche,  und  man 
könnte  vi  Aleicht  noch  mit  mehr  Recht,  als  man  das  Bertrand 'sehe  Argu- 
ment der  Parallelentheorie  ein  ,, mangelhaftes"  nennt,  dieses  Postulat  als 
„unzulässig**  erklären,  weil  es  von  „unendlich  fernen  Punkten"  spricht, 
deren  Existenz  nicht  einmal  denkbar.  Denn  Alles,  was  wir  uns  als  im 
Räume  befindlich  denken,  müssen  wir  doch  als  irgendwo  befindlich  denken; 
wo  ist  aber  das  unendlich  Ferne? 

Riemann  charakterisirt  den  Raum  als  solchen,  in  welchem  Un- 
abhängigkeit der  Länge  der  Linien  von  Ort  und  Richtung  herrsche,  und 
sagt  (III ,  S  1  am  Schlüsse) : 

„Endlich  könnte  man  drittens,  anstatt  die  Länge  der  Linien  als  un- 
abhängig von  Ort  und  Richtung  anzunehmen,  auch  eine  Unabhängig- 
ke.it  ihrer  Länge  und  Richtung  vom  Orte  voraussetzen." 

Diese  Auffassung  scheint  mir  in  der  That  der  Sache  am  meisten  zu 
entsprechen.  Nur  würde  ich  für  das  Wort  „Richtung"  als  bezeichnender 
das  Wort  „Stellung"  vorschlagen.  Wie  soll  man  aber  diesen  Begriff 
definiren,  wenn  man  sich  nicht  auf  die  Anschauung  berufen  will?  In  meinem 
„Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Geometrie"  (Schaff hausen  1872,  bei 
Carl  Schoch),  sowie  in  einem  Aufsatze  in  der  Ho ffmann 'sehen  Zeitschrift 
für  math.  u.  naturw.  Unterricht  (II.  Jahrg.  Heft  2,  S.  95)  habe  ich  den 
Begriff  der  Stellung  definirt  als  dasjenige  Merkmal  eines  Raumgebildes, 
welches  sich  ändert  bei  der  Drehung,  aber  ungeändert  bleibt  bei  der 
Verschiebung,  d.  h.  bei  derjenigen  Bewegung,  bei  welcher  alle  Punkte 
gleiche  Wege  durchlaufen.  Abstrahirt  man  aber  von  dem  anschaulichen 
Elemente  dieses  Begriffes,  so  sucht  man  vergeblich  nach  einem  Inhalte  des 
so  definirten  Begriffes. 
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Nun  ist  zwar  ansere  Ueberzeugung  von  der  Richtigkeit  der  Euklid- 
sehen  Parallelentheorie  lediglich  auf  die  intuitive  Erkenntniss  gegründet, 
dass  die  Stellang  eines  Raumgebildes  unabhängig  ist  vom  Orte.  Wie  aber 
soll  man  diese  Erkenntniss  rein  begrifflich  als  eine  besondere  Eigenthttm> 
lichkeit  derjenigen  dreifach  ausgedehnten  stetigen  Mannigfaltigkeit  von 
Punkten  ausdrücken,  die  wir  Raum  nennen?  Ich  wüsste  dies  nur  in  der 
folgenden  Form  zu  thun : 

Jede  räumliche  Figur  kann  nach  allen  Seiten  ohne 
Ende  so  bewegt  werden,  dass  alle  Punkte  völlig  gleiche 
Wege  beschreiben. 

Für  ein  Postulat,  das  neben  den  sechs  anderen  als  Ausgangspunkt  einer 
rein  deductiven  Darstellung  der  Geometrie  dienen  soll ,  scheint  mir  dieser 
Satz  jedoch  nicht  einfach  genug  zu  sein. 
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XVnL   Heber  eine  Oattang  transcendenter  Cnrren,  welche 

geschlossen  sind. 

§t. 

Die  in  der  Ueberschrift  bezeichneten  Cnrven  werden  dadurch  hervor- 
gebracht, dass  eine  bewegliche  Ellipse  auf  einer  ruhenden,  ihr  congmenten 
Ellipse  ohne  Gleiten  rollt.  Verfolgen  wir  nun  die  von  einem  mit  der  rol- 
lenden Ellipse  fest  verbundenen  Punkte  beschriebene  Cnrve  (z.  B.  vom  Mit- 
telpunkte), so  lehrt  die  unmittelbare  geometrische  Anschauung,  dass  die  so 
entstehenden  Cnrven  geschlossen  sein  müssen.  Indess  würde  es  voreilig 
sein,  aus  diesem  Umstände  folgern  zu  wollen,  dass  sie  auch  algebraisch 
seien.  Im  Gegentheil  beschränkt  sich  die  Möglichkeit  eines  algebraischen 
Jntegrals  der  hier  auftretenden  Differentialgleichung  auf  den  sehr  speciellen 
Fall,  wo  die  grossen  Axen  der  beiden  Ellipsen  beim  Anfange  der  Bewegung 
eine  gerade  Linie  bilden.  In  allen  übrigen  Fällen  verbindet  die  Differen- 
tialgleichung durch  ihre  Aussage,  dass  in  jedem  Momente  gleiche  Bogen- 
stücke  sich  berühren ,  zwei  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tung, weshalb  die  Möglichkeit  eines  algebraischen  Integrals  im  Allgemeinen 
nicht  vorhanden  ist  Dieser  Umstand  veranlasste  mich,  die  Aufstellung  der 
Gleichung  der  besprochenen  Cnrven  in  irgend  einer  Form  zu  versuchen. 
Es  ergab  sich,  dass  dies  in  der  That  mit  Hilfe  der  elliptischen  Functionen 
gelingt|  und  zwar  erhält  man  jene  Ausdrücke,  die  mit  den  hyperelliptischen 
Functionen  der  zunächst  höhern  Gattung  als  degenerirte  Formen  derselben 
in  Bezug  gesetzt  werden  können. 

Sei  die  Gleichung  der  beiden  congrnenten  Ellipsen 

Beziehen  wir  dieselben  auf  Polarcoordinaten  r,  tp^  indem  wir  den  Mittelpunkt 
zum  Pol ,  die  J^-Axe  als  Anfangslage  des  Radius  vector  nehmen ,  so  wird 

.  ah 

und  das  Bogenelement 
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2)  ds- ;      ^      ,     dr. 

Den  Wnrzeln  ist  ihr  positiver  Werth  zu  ertheilen,   indem  wir  g^  und    s 
wachsen  lassen ,  während  r  abnehmend  von  a  in  6  übergeht. 

Um  jetzt  die  Ideen  zu  fixiren,  nehmen  wir  an,  die  rnhende  Ellipse 
befinde  sich  in  dem  Punkte,  dessen  Polarcoordinaten  der  spitze  Winkel  q)^ 
nnd  der  Vector  r^  seien,  mit  dem  Scheitel  der  rollenden  Ellipse,  welcher  der 
Endpunkt  ihrer  grossen  Axe  ist,  in  Berührung;  und  zwar  soll  die  Berührung* 
eine  fiusserliche  sein.  Dann  denken  wir  uns  die  rollende  Bewegung  so,  dass 
sie  ^nm  Endpunkte  der  grossen  Axe  der  ruhenden  Ellipse  hin  fortschreitet. 
Bezeichnen  wir  nun  in  irgend  einem  Augenblicke  die  Vectoren,  welche  den 
sich'berührenden  Bogenelemeuten  der  ruhenden  und  der  beweglichen  Ellipse 
zukommen ,  mit  r^  und  r« ,  so  ist 

Dabei  sind  die  Wurzeln  alle  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen.    Diese 
Differentialgleichung  kann  man  in  die  Integralgleichung  verwandeln 

a  a 

Da  die  Werthe  r|=ro,  r^^s^a  simultan  angenommen  werden,  so  ist  die  geo- 
metrische Bedeutung  der  Constante  u  daraus  leicht  zu  entnehmen.  Es  ist  u  * 
die  Länge  des  zwischen  dem  Punkte  (r^,  tp^  und  dem  Endpunkte  der  gros- 
sen Axe  enthaltenen  EUipsenbogens.  Da  r,  stetig  von  r^  zu  a  zunimmt,  r,. 
von  a  zu  r^  abnimmt,  so  wird  in  einem  gewissen  Momente  r^^=ir^  sein.  Aaf 
diesen  Umstand ,  der  später  von  Wichtigkeit  sein  wird ,  wollen  wir  bereits 
an  dieser  Stelle  aufmerksam  machen.  Jetzt  fügen  wir  der  Gleichung  4)  ilie 
analog  gebildete  hinzu,  welche  den  Parameter  u  einführt,  als  dessen  Func- 
tionen Ti  und  r^  dargestellt  werden  sollen.    Sie  lautet: 


^^ 


5) 


/\ dr^ r dr 

a  a  ' 

Als  untere  Grenze  für  die  Variabele  r^  hätten  wir  in  4)  und  5)  auch  eben- 
sowohl b  annehmen  können. 

Die  geometrische  Bedeutung  von  u  ist  nicht  gerade  leicht  ersichtlich. 
Es  mag  bemerkt  werden,  dass,  wenn  man  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  aus 
auf  die  Tangente,  deren  Berührungspunkt  den  Vector  r  bat,  eine  Senkrechte 
errichtet,  die  Länge  dieses  Lothesp  durch 

_  üb 

gegeben  wird.  ''V^W^^ 


Kleinere'Uitth  eilnngen . 

8  2- 

sfäfarang  der  Integration. 

t  mich  der  BeseichnuDgen  und  Methoden  des  Herrn 
I  hochverehrten  Lehrers,  bedienen,  was  nm  so  mehr, 
liebkeit  derselben  abgesehen ,  gestattet  scheint,  als 
I  Kiepert  in  den  letst«n  Bänden  des  Grelle- Bor- 
B,  die  Ändeatnngen  in  Thomne's  Fnnctionentheorie 
isertationen  das  Verständniss  der  genannten  Metho- 
isen  zngftnglich  geworden  ist.  Man  wird  indeas  auch 
>den  die  Resultate,  welche  ich  jetst  vorlegen  werde, 

Torderlich,  den  Integralen  die  NormalForm  zn  ertbei- 
e  setzen  wir 

—>-(.«  =  s  —  ^(a'  +  t')=»  — c,, 
—      6«     =t  +  \a^  —  \b*  =  x-e,. 

.,=      i(a*+6»),     e, -e.-t». 
(,=      ia'  — }6',     et  —  e,  =  a*-b*, 

ken 

e,  —  e,  a' 

R^,)=,^,-e,)^,-e,)(,•-,,). 

(In  4)  nnd  0)  in  die  folgenden  (iher: 

«I  *t 

-^L—  ds  +  I      ! rfs  =  -  a , 

yR{3)  J  /fl(s) 

(,  ff 

Ji/R(i)  J  VW) 
«1  «« 

»1  't 

r     dt         _^  r     ds 

j   VRfjy  "'V   /m' 

i;iale  8)  über  m  solche  von  der  Form 
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0 
oder  in 

Demnach  reduciren  sich  die  Gleichungen  8)  und  9)  aaf  die  folgenden : 

Bezeichnen  wir  den  Werth  von  u  für  das  Werthepaar  r|=r0,  r^sa 
mit  i/q,  so  ist,  indem  v^  dann  verschwindet  and  v^^=Uq  wird: 

"'  '■"•+^'="' 

Diese  Gleichnng  leistet  die  Rectification  des  zwischen  dem  Vector  r^  nnd 
dem  Endpunkte  der  grossen  Axe  hefindlichen  Ellipsenbogens ;  auch  kann 
mit  ihrer  Hilfe  u  durch  Functionen  von  Uq  ersetzt  197 erden,  wodurch  manche 
Formeln  übersichtlicher  werden. 
Man  hat  nun  die  Formeln 

,  P'  (Pi)  —  P'  (t^t)  ^  g  (g^i + Pi)  _  tf'^i      ^\ 

woraus  man  ableitet 

Daher  wird  Gleichung  11) 

Nimmt  man  dazu,  dass  mit  Hilfe  des  Additionstheorems  der  Function  p(u) 
die  Functionen  p{f>i)  und  p{f>t)  mit  J9(m)  in  algebraischen  Zusammenhang 
treten,,  so  ist  die  Möglichkeit  evident,  aus  dieser  Relation  und  der  Gleich- 
ung 13)  p(f,)  und  p{t>t)  algebraisch  durch  u  und  u'  auszudrücken.  Mit  Auf- 
stellung dieser  Formeln  wäre  dann  die  uns  zunächst  beschäftigende  Auf- 
gabe gelöst. 

§3. 

Ausdruck  von  5|=p(»i  +  a),)  und  «t  =pK+ö>x)  ^nrch  die 
Constante  u   und  den  Parameter  u« 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 

au 
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Dann  werden  die  beiden  Oleichnngen,  welche  ^,  and  s^  bestimmen,  nämlich 
13)  and  das  Ädditionstheorem  der  Fanction  pt/,  nämlich 

die  folgende  Gestalt  annehmen: 


14) 


yäM-yHih)^  ^y^ 


St  —  S 


IM  (^1  +  ^.)  (2^1  ^t  -  yz)  -9z-  V^M  'V^M  _  onn 

üeber  die  Vorzeichen  der  Warzeln  in  den  beiden  Oleichnngen  14)  nnd 
15)  entscheidet  die  folgende  Betrachtung. 

Man  hat  p'(a)«)  =  0,  p"(w)  =  6p"i/  — i^^,,  daher  p'' (a)||)  =  6 6*a— |^« 
oder,  da  —  Jö'«=~"^«  +  ^^^y»  p"(o>«)  =  2(ß«— ß|j)(e0— e^),  mithin  nach 
dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze 

p(r+(io.)  =  e.  +  (e.—e^)(^«—^y)  »*+.... 

Demnach  hat  p'Ct^+fu«)  ^^  der  Nähe  von  v==0  für  positive  o  das  Vor- 
seicben  von  (^«^^/9)(^a"^y)*  Nun  sind  nach  unserer  Definition  dnrch  die 
Integrale  Vj  and  v^  positive  Grössen;  es  ist  ferner  (^t ~^ ^i)  (^t ~~ ^s)  negativ 
und  darum  i8tp'(t;,  4-o>t)  u]idp'(vs4~oi>t)  ^^^  ^^^  ganzen  Strecke,  die  wir  zu 
untersuchen  haben,  negativ,  nnd  daher  ist  über  die  Vorzeichen  der  yR{s) 
so  zu  verfügen ,  wie  wir  es  gethan  haben. 

Quadriren  wir  jetzt  14)  und  subtrahiren  15) ,  nachdem  wir  zuvor  mit  2 
multiplicirt  haben,  so  wird  die  linke  Seite  der  neu  entstehenden  Gleichung 
durch  (^1*— $0*  theilbar  nnd  nach  Entfernung  des  Multiplicators  4)  kommt 

16)  Ä,+5,  =  iV*  — pw. 

Diese  führt  in  Verbindung  mit  14)  zu  einem  Ausdrucke  für  s,  .^,.  Denn  man 
leitet  aus  14)  zunächst  ab 


VRM=+(^t-h)N- 


N 


Quadrirt  man  ferner  14)  und  ersetzt  j/B^St) .  yR  («t)  durch  den  aus  den 
vorstehenden  Relationen  folgenden  rationalen  Werth,  so  wird  eine  Gleich- 
ung entstehen ,  die  in  Bezug  auf  *, ,  s^  symmetrisch  ist.  Drücken  wir  alle 
Glieder  durch  ^i  +  ^t  und  SiS^  aus,  ersetzen  sodann  5j+5,  durch  seinen 
Werth  ans  16),  so  resultirt  für  5,  *,  eine  quadratische  Gleichung,  deren  Auf- 
lösung das  Resultat  ergiebt 

8iS,=--kg,  +  {N^+pu)pu±N.p\u). 

Es  bleibt  noch  über  das  unsichere  Vorzeichen  die  Entscheidung  zu 
tre£fen.     Diese  wird  dadurch  geführt,  dass  uns  ein  simultanes  Werthepaar 

SSettiebilil  f.  Mathematik  o.  Fbyslk,  XZ,  6.  31 
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20)  p,,p,  =  a'6*. 


N.au  .  OiU  —  OfU.c^u 
Man  beweist  ebenso  allgemein  leicht  die  Oleichnng 

\      au        au , au  / 
Soll  beiderseits  die  Wurzel  heransgezogen  werden ,  so  ist  sar  Bestim- 

mnne:  des  Vorzeichens  zu  bemerken,  dass  -J--2,  -^— ^,  -^  positiv  sind, 
^  aw«      <ywo      <y?'Q  ^ 

denn  Uq  ist  eine  positive ,  zwischen  0  und  «o,  liegende  Grösse.    Somit  wird 
für  lf=tto 

Dieser  Ausdruck  ist  negativ  und  somit  wird 

N  ,/7 TT k     amü.a»u      ,/ tf|W 

21)  y(e,  -«,)(e,-.^)=  ^-^  -  iV.-i-. 

au .  <ju  0u 

Für    die   Formel  20)   ist   diese   Zeichenbestimmung   irrelevant      Analog 

findet  man 

-j^     <r,M.<r-M 

22)  y/(g»-0(g«-^t)  =  ^>-^- '      '  . 

Mit  Hilfe  dieser  beiden  Formeln  können  wir  nun  leicht  die  dritte  hierher 
gehörende  hinschreiben,  denn  die  Multiplication   der  drei  Formeln  mnss 

^yR(Si).yR{Sf)  ergeben  und  diesen  Ausdruck  können  wir  aus  Formel  15) 
sofort  durch  die  Functionen  von  u  ausdrücken«  Suchen  wir  den  Coefficien- 
ten  von  iV'  in  dieser  Darstellung  auf,  so  erkennt  man  die  Richtigkeit  der 
nachstehenden  Formel: 


CmU  tfiU.tf.tl 


23)  ^(*«-*')C^«-'«)  =  ^-7^-iP?„ 

au       au • au 

Suchen  wir  endlich  den  Abstand  der  Centra  der  beiden  betrachteten 
Ellipsen  oder  den  Vector  unserer  Curve  zu  berechnen.  Da  die  Winkel, 
welche  die  simultanen  Vcctoren  r^  und  r^  mit  der  gemeinsamen  Tangente 
im  Berührungspunkte  bilden ,  durch  ihre  trigonometrischen  Functionen 

dq>      dr 

gegeben  sind  [Formeln  1)  und  2)] ,  so  ist  der  Cosinus  des  Neigungswinkels 
der  beiden  Vectoren  gegeben  durch 

n  ^t  /(^,-*,)(V-7) 

wo  allen  Wurzeln  der  positive  Werth  zu  ertheilen  ist.    Daher  wird  der  Aus- 
druck für  den  Vector  R 
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/(^i-«i)(«i-*t) 
oder,  wenn  wir  die  bekannten  Substitntionen  ansführen : 

Dieser  Ausdruck  scheint  einer  weiteren  Vereinfachung  nicht  fähig  zu  sein. 

Bisher  haben  wir  die  Untersuchung  geführt,  indem  wir  die  rollende 
Ellipse  aus  der  Anfangslage  in  diejenige  übergehen  Hessen,  in  welcher  sie 
die  ruhende  im  Endpunkte  der  grossen  Axe  berührt.  Es  hat  keine  Schwie- 
rigkeit,^ den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  zu  übersehen.  Die  ruhende 
Ellipse  wird  demnächst  von  dem  andern  Scheitel,  dem  Endpunkte  der 
kleinen  Axe  der  rollenden  Ellipse,  berührt  werden.  Dies  deutet  sich  ana- 
lytisch dadurch  ans,  dass  bei  ^i=^t  und  ^t'^^^o  ^^®  Wurzel  ^^(^i)  ihr  Vor- 
zeichen ändert  und  nun  $t  und  ^j  beide  absteigend  sich  das  erstere  dem 
Endwerthe  ^,,  das  letztere  einem  Mittelwerthe  zwischen  e,  und  e^  nähert. 
Dieser  Mittelwerth  bezeichnet  die  Stelle,  wo  die  Begrenzung  des  vom  An- 
fangspunkte der  Bewegung  aus  gerechneten  Ellipsenquadraten  liegt.  Da 
für  diesen  Puttkt  v^caco]  ist,  so  wird  tis=at;, -fooi  ^^^  daher  nach  13)  der 
Werth  für  u  durch  Auflösung  der  transcendenten  Gleichung  gefunden 

Dieser  Werth  von  u  bestimmt  für  N  den  Ausdruck  — — '—^  ,  wie  man  auch 
aus  22)  leicht  bestätigt. 

§5. 

Die  von  uns  bisher  entwickelten  Principien  finden  nicht  nur  auf  das 
hier  behandelte  Problem,  sondern  auf  eine  ausgedehnte  Classe  von  Auf- 
gaben ans  dem  Gebiete  der  Rollcurven  Anwendung.  Es  soll  hier  die  Be- 
handlung eines  Falles  folgen,  der  die  Kenntniss  nur  der  logarithmischen 
Transcendenten  voraussetzt,  nämlich  die  Ermittelung  der  von  dem  Scheitel 
einer  gewöhnlichen  Parabel  beschriebenen  Curve,  wenn  sie  auf  einer  andern 
ihr  congruenten  äusserlich  berührend  abrollt.  Kurze  Andeutungen  mögen 
genügen. 

Sei  die  gemeinsame  Gleichung  der  Parabeln  y*  =  2j9ar;  gesucht  werden 
die  zusammen  gehörenden  ^-Goordinaten  ^^  der  ruhenden,  yt  der  rollenden 
Ellipse,  wenn  im  Anfange  der  Bewegung  yx^y^y  ^t=0  ^^f*  Setzen  wir 
yvszps  und  bezeichnen  die  zu  y^^  ^|,  ^0  gehörigen  Werthe  von  s  durch  $|,  ^|, 
fg.  Dann  erhalten  wir  die  den  Formeln  4)  und  5)  analogen  Gleichungea 
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25) 


d8 


Fohren  wir  wieder  die  Argumente  Vf  and  r,  analog  wie  früher  ein  und 
nennen  den  Sq  entspreebenden  Werth  von  u  ebenso  ü^,  so  wird 

5,  =  4(ß»i-r-»«)»    «f«i(«'*-^Si 


und  daher  dnreh  Integration  '' 

26)  «i>^l  +  V+*t/l  +  V  =  2u— w=  iV. 
Daan  kommt  dann 

27)  (*,  +  yr+7?)  (5.  +  /l+V)  =  e-. 

Diese  Formeln  spielen  die  Rolle  von  16)  and  18)  in  nnserer  vorigen  Aaf- 
gabe.  Den  Qaadratwnrzeln  ist  der  positive  Werth  za  ertheilen.  Man 
hat  aach  

und  daraas  folgt  

28)  $i  /T+V  +  «t  /l  +  V  ==  4  (c"— <r-) « ilf. 
Qoadriren  wir  26)  und  28)  und  subtrahiren ,  so  wird 

29)  (V-0  =  ^*-*'- 
Man  hat  femer  

r 

und  daraus  wird,  wenn  man  quadrirt  und  20)  beachtet: 

Hieraus  kann  man  mit  Hilfe  von  29)  eine  Gleichung  für  Sf  s^  erhalten.    Man 

findet  , 

2Mst$t-'-N±Myi  +  M\ 

Um  über  das  Vorseichen  der  Warael  Entscheidung  zu  treffen,  beachten 
wir,  dass  für  us^u^  die  linke  Seite  der  letzten  Oleichung  verschwindet.  Da 
aber  nach  Gleichung  26),  wenn  ussu^,  «i»«o'  ^=^0  gesetzt  wird,  sich 

ergiebt,  so  folgt 
80)  iV  =  t/g— u  +  J(e««— r-«-o). 

Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dass  das  obere  Zeichen  in  der  drittletzten 
Gleichung  zu  wählen  ist  und  findet  also,  wenn  man  der  Kurse  wegen  mit 
Oudermann  schreibt      ^,   ,  \      ,/  „  . 
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„.  „.  ,  _-«<o4-««+@itt(K+«<o).@in(«— M,) 

'*>  ^''  '* üiTöö • 

Es  ist  niiD  leicht,  einen  analogen  Ausdruck  für  ^i+^t  ^^  gewinnen;  es 
verlohnt  sich  indess  kaiim  der  Mühe,  ihn  besonders  aufzustellen,  da  die  For- 
mel 20)  in  Verbindung  mit  31)  hinreicht,  alle  in  Frage  kommenden  Aufgaben 
zu  lösen* 

Die  Grösse  u  geht  von  dem  Werthe  ti«  aus ,  bis  der  Werth  erreicht  ist, 
für  welchen  der  Parabelbogen  —  vom  Ai\sgangspunkte  bis  zum  Scheitel  — 
halbirt  wird.  Dieser  Werth  resultirt  nach  20)  aus  der  Annahme  N^=M^ 
d.  h.  aus  der  transcendenten  Gleichung 

Wo  — «  +  i(«^''°-^^"*)  =  4(^'*— ^")- 
Hier  tritt  eine  Vertauschung  der  Wurzeln  ein ,  indem  s^  dem  Endwerthe  0, 
Sf  dem  Endwerthe  Sq  zustrebt.  Alsdann  wird  ^|  negativ,  5«  bleibt  positiv  und 
beide  wachsen  unbeschränkt.  Dies  Wachsen  zur  Unendlichkdit  geschieht 
aber  in  der  Weise,  dass  die  Quadrate  zweier  zusammengehörenden  s^^s^ 
eine  constante  Differenz  haben,  wie  durch  Entwickelung  der  Integrale  25)  in 
Potenzreihen  gezeigt  werden  kann.  Der  Paradiöter  u  convergirt  dabei  gegen 
Null«  Die  Annahme  N+JU  s=iO  würde  auch  infolge  von  20)  zu  81'^=^$^^ 
führen;  indess  ist  dieselbe  unstatthaft,  da  sich  leicht  zeigen  lässt,  dass  für 
positive  Ug  ihr  keine  reellen  Werthe  von  u  entsprechen. 

Osterwick,  Hgbz.  Münster.  Dr.  Kabl  Sch webino. 


XIZ.    Bemerkungen  über  symmetrisehe  Determinanten  und  Anwendung 
dieser  anf  eine  Aufgabe  der  analytischen  Oeometria 

1.  Es  bezeichne 

eine  Determinante  der  (n+l)^^"  Ordnung.  Wir  werden  dann  leicht  jedes 
Glied  der  Determinante,  welches  die  p^^  Potenz  von  J  darstellt,  entwickeln 
können«   Ist  nämlich 

80  wird  man  finden 

wobei  sämmtliche  £  von  0  bis  n  auszudehnen  sind.  Diese  Formel  wird  ein- 
fach durch  das  Beweis  verfahren  von  p  auf  (p+l)  verificirt.  In  der  That  ist 

^+i  =  (2;+ V4'-..4)(-S+ao"...a;)=^+^o'^/...ß; 
und 

2)  ^=^^-i«i-i- 
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Wenn  nun  hierein  der  für  ^.i  ans  1)  folgende  Wertb  eingesetst  wird,  erhält 

man  die  gesuchte  Form  für  Bg.  Man  sieht  übrigens,  dass  1)  nur  dann  gilti^ 
ist,  wenn  man  sich  JP  dnrch  aufeinanderfolgende  einzelne  und  immer  in 
derselben  Reihe  vorgenommene  Multiplicationen  von  d  entstanden  denkt. 
Es  ist  dies  wichtig,  weil  man  das  Product  zweier  Determinanten  bekanntlich 
in  vier  verschiedene  Formen  bringen  kann.  Hier  soll  nun  nach  der  Mutti- 
plicationsregel ,  welche  dnrch  2)  dargestellt  wird ,  vorgegangen  werden. 

In  I )  können  wir,  ohne  den  «Werth  dieses  Ausdruckes  zu  ändern ,  fol- 
gende Vertauschungen  der  Indices  vornehmen: 

Sq     mit52,_2) 


*P  — 2  M     *o* 


Dadurch  wird 

Vertauscht  man  weiter  in  l)  k  mit  A,  so  wird 

Man  sieht  also,  dass  stets  ji^=Ji  sein  wird,  wenn  af  ssa«  ist.  Wir  können 
demgemäss  sagen: 

„Die  Potenz  jeder  symmetrischen  Determinante  ist  wieder  eine  sym- 
metrische Determinante.** 

Es  erübrigt  dabei  zu  zeigen,  dass  in  dieser  Fassung  der  Satz  unab- 
hängig ist  von  dem  angewandten,  durch  2)  definirten  Multiplicationsver- 
fahren.  Die  vier  verschiedenen  Formen,  die  man  dem  Producte  zweier 
Determinanten  geben  kann ,  erhält  man ,  wenn  man  entweder  in  einer  von 
den  beiden  gegebenen  Determinanten  oder  in  beiden,  oder  endlich  in  keiner 
von  beiden  die  Reihen  mit  den  Colonnen  vertauscht  und  das  Product  von 
diesen  ungeschriebenen  oder  ungeändert  gebliebenen  Determinanten  nach 
der  Regel  2)  bildet.  Man  sieht  daraus,  dass  bei  symmetrischen  Determinan- 
ten alle  vier  Arten  der  Bildung  des  Productes  auf  dieselbe  Determinante 
führen. 

Ebenso  sieht  man  leicht,  dass  auch  unter  den  gemachten  Voraussetz- 
ungen eine  einzeln  vorgenommene  Multiplication  von  J  mit  z/,  dann  wieder 
mit  J  und  so  fort,  wie  sie  zuerst  angenommen  wurde,  nicht  nöthig  ist,  damit 
der  ausgesprochene  Satz  giltig  bleibe. 

Vertauscht  man  in  1)  X  und  x  und  zieht  das  Resultat  von  1)  ab,  so  wird 

4-4=  ^  i/>.«i;::^«;j::-. .<«:;:}, 

worin  D  die  Determinante 
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beliebige  f«  nad  Sp-t,  aUo  für  beliebige  Indices  gleicb 
:  j^.  Diese  Bedingnog  drückt  jedocb  nicbts  Anderes  ans, 
nnd  V  Reihe  in  der  ursprünglicbeD  Determinaute  gleich 
)  erlangte  Criterinm  ist  deshalb  im  Allgemeinen  werthlos. 
I  macht,  wenn  ^  von  der  zweiten  Ordnung  ist;  dann  IXsst 
ine  Resultat  ao  aussprechen :  „Die  Polens  einer  Determi-' 
en  Grade  ist  eine  symmetrische  Determinante,  wenn  die 
ite  in  der  Welse  von  einander  abhKngen,  dass  die  gegebene 
rschwindet." 

let  0^  eine  Psitisldeterminante  von  J=S+a^...a^,  so 
wird 


---    „.-jmmen,  dass  ji=0  sei,  so  werden  anch  zufolge  eines  all- 

gemeiaen,  von  Jacobi  berrtlbrenden  Detenuinantensatzes  die  Determinan- 
ten vom  zweiten,  dritten  etc.  Grade  des  adjnngirten  Systems  verschwinden. 
£s  wird  also  die  Determinante 


sein. 


Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Goef£ciont  des  Diagonalgliedes  aj^  in  J, 
also  tt^,  verschwindet,  so  sieht  man,  dass  dasselbe  mit  einer  der  Grössen 
t^  und  a^  geschehen  muss.  Wird  daher  in  einer  Determinante  der  n'">  Ord- 
nung, welche  verschwindet,  der  Coefficient  eines  beliebigen  Elementes  a^ 
gleich  Null,  so  verschwinden  noch  andere  von  denjenigen  Partialdetermt- 
nanten  der  (n— 1)<"  Ordnung,  welche  Elementen  von  /t  entsprechen,  die 
mit  0^  in  derselben  Horisontal-  oder  Verticalteibe  stehen.  Ist  aber  die  ver- 
schwindende Determinante  ^  symmetrisch,  d.h.  ist  0^^=11^,  und  verschwin- 
det dann  v^,  so  werden  nnch  die  Coefficienten  aller  Elemente  gleich  Nnll, 
welche  mit  a^  auf  derselben  Horizontal-  oder  Verticalreifae  stehen.  Ein 
Gleiches  gilt  von  den  sogenannten  iibersohlagenen  symmetrischen  Determi- 
nanten, d.  h.  von  solchen,  bei  denen  die  Relaliou  stattfindet 
aj  +  oi  =  0  nnd  aj  =  0. 

Man  kSnnte  vielleicht  meinen,  dass  man  durch  Anwendnng  desjenigen 
Verfahrens  ,  welches  Herr  Prof.  Baltzer  in  S  13,4  seines  Bnches  über  De- 
terminanten einschlägt,  anch  im  vorliegenden  Falle  zu  analogen  Resultaten 
gelangen  werde.     Dem  ist  aber  nicht  so.    Man  wird  vielmehr  leicht  den 


-i 


470 


Kleinere  Mittbeilangeii. 


■i. 


Grund  einsehen,  warum  die  dort  vorkommenden  Gleichungen  keine  Anwen- 
dung finden  auf  beliebige  Determinanten.  Nach  dem  Gesagten  wird  man 
nun  leicht  finden,  dass,  wenn  eine  symmetrische  Determinante  der  n^°  Ord- 
nung der  Null  gleichkommt  und  ausserdem  die  Coefficienten  von  (»—2) 
Diagonalgliedern  verschwinden,  alle  Partialdeterminanten  der  (n— 1)^*'' 
Ordnung  Null  werden. 

Es  sei  unter  der  Annahme  e^^^a* 

^  =  2:+ V...aj;|=^0  und  a^ö=  «/=...  =  o;-|s=0. 

Es  werden  dann  nach  dem  Früheren  diejenigen  Partialdeterminanten  der 
(n— i)^®"  Ordnung  verschwinden,  welche  Elementen  entsprechen,  die  mit 
den  Diagonalelementen  a^y  a/  bis  ä^Z-l  ^°  derselben  HoriBontal  -  oder  Ver- 

ticalreihe  stehen.    Es  wird  infolge  dessen  sein 

1) 

und  infolge  dessen 
2) 


«11-2 «fl-2 +  ««-!««— 1  =  0,        011—2  «11-2  + oft— 2 «11-2  =  0 


«—2    «—2  n— I    «— l 

fl«-2«n  — 2  =  «n— t««— 1 


Ferner  ist 


n— 2 
«n— 2 

n-2 
«ft-l 


n-l 
«jt-2 

n— 1 
«n  — 1 


=  0. 


n— 1 


Und  wenn  man  den  hieraus  resultirenden  Werth  von  o«Z2  in  1)  einsetzt 
und  dann  beide  Seiten  der  Gleichung  quadrirt,  so  wird 

8)  I  KzD'  «;z?  -  («:z })» «:z}  I  «;z} = o. 

Mit  Hilfe  solcher  Gleichungen  2)  und  3)  wird  man  sich  nun  leicht  übersea- 
gen,  dass,  wenn  «"Zi  ^^^  ^«-2  ^^^^^  verschwinden,  sowohl  fl^ri*  ^^^  auch 
«"^2  ^^^  infolge  dessen  anch  «JZ?  ^^^  ^^^^  gleichkommt.  Tritt  jedoch 
dieser  hier  ausgeschlossene  Fall  ein,  so  gilt  das  Gesagte  selbstverständlich 
nicht  mehr.  Man  wird  sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  auch 
leicht  durch  specielle  Beispiele  überzeugen  können. 

Wir  wollen  nun  das  Produ(^  zweier  Determinanten 

betrachten  und  annehmen,  dass  A  nicht  verschwinde,  während  B  selbst 
nebst  den  Partialdeterminanten  der  (n— 1)^^"  Ordnung  Null  sein  soll.  Dann 
ist.  wenn  i 

gesetzt  wird 


m;  =  ^, 


a""6 


o=(2;  +  v...a;i}) 


4) 


V...  6,»"-2   V"* 


nit 


m. 


m. 


m, 


m^ 


«-2   a^n-l 
«—2   /.  n— 1 


m\^i  m^n^i...mlZx    «Uli 
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Auf  gleiche  Weise  erhält  man ,  wenn  man  die  Partialdeterminante 

60"  V...  ^"-^  ^1"-* 


betrachtet,  die  Relation 
6)  0  = 


0 


Wt 


m, 


mo«-^  flo"""^ 


m\^i    w*»— I 


K^l    «n=l 


Beaeichnet  man  also  die  in  1)  and  2)  als  Coefficienten  der  Grössen  a 
auftretenden  Partialdeterminanten  mitif,  so  erhält  man  durch  Fortsetzung 
des  angegebenen  Verfahrens  folgendes  System  linearer  Gleichungen : 

g^  i     V-»ilf,  +  a,— 2^i  +  ...  +  o;z2  ^.-1  =  0, 


a 


0 


Da  nun  vorausgesetstermassen  die  Determinante  A  nicht  verschwindet, 
so  kann  dem  System  6)  nur  dadurch  gentigt  werden,  dass  üfg,  Mi  ...  Üfn— 1 
einzeln  verschwinden. 

Auf  gleiche  Weise  beweist  man  auch  das  Nullwerden  der  übrigen  Par- 
tialdeterminanten (n— 1)*^'  Ordnung  von  J=A.B, 

3.  Ist 

die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  so  wird  dieselbe  ein  Ebe- 
nenpaar repräsentiren  I  wenn  die  Determinante  R  von  i)  verschwindet 
Ausserdem  müssen  die  Partialdeterminanten 

dR      dR       dR 

Null  werden.  Da  im  Allgemeinen  in  1)  a/  und  a^  nicht  verschwinden  wer- 
den ,  so  wird  nach  dem ,  was  oben  gesagt  worden  ist ,  die  Gleichung  1)  ein 
Ebenenpaar  darstellen,  wenn  sowohl  i2,  als  auch  sämmtliche  Partialdeter- 
minanten der  dritten  Ordnung  verseh winden. 

Es  sollen  nun  die  Kegel  zweiter  Ordnung  bestimmt  werden ,  welche 
durch  die  Schnitte  des  Ebenenpaares  1)  mit  einer  beliebigen  Oberfläche 
zweiter  Ordnung ,  deren  Gleichung  sei 

hindurchgehen.  Es  soll  ferner  2)  keinen  Kegel  darstellen ,  oder  es  soll  die 
Determinante  2+^€i^,.,a^  von  Null  verschieden  sein.  Ist  dann  X  ein 
unbekannter  Factor,  so  werden  die  fraglichen  Kegel  zweiter  Ordnung 
bekanntlich  dargestellt  werden  durch 

wenn  h  bestimmt  wird  aas  der  biquadratischen  Gleichung 


■  i  V 

5'  ^• 


^^^^^•l^^^^^^^^rf'rf'•••^rf',^  ^ 


«) 


Z/   = 
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V  +  AV,  v  +  ^v,  ..v  +  ^v 


=  0. 


Wir  multipliciren  J  mit  der  Determinante  des  adjungirten  Systems  der 
Coefficienten  in  2),  also  mit 

Setzt  man  demgemftss 

mj  =  i^«6^  +  a^6\  + . . .  +  a»,ft',, 

80  wird  sieb  die  Bedingung  3)  so  darstellen : 

li  •{-•  k  iHq  ,         X  ^Q  ,       ...       k  iHq 
Am,**,         Am,*  +  Ä,  . ,.       Am,' 


4) 


z/5  = 


«0. 


Am,^  ...Am,»  +  Ä 

Man  kann  die  einzelnen  m^  auch  definiren  als  die  einzelnen  Elemente 

der  Determinante  N^woN  das  Prodnct 

(2;+6o'...V)(-S  +  ao^..a,»)» 
darstellt. 

Da  4)  für  A=0  nur  dann  erfüllt  wird,  wenn  Rs=0  ist,  and  dieser  Fall 

ausgeschlossen  worden  ist,  so  kann  man  mit  A^  dividiren  und  erhält  dann, 

B 


--say  gesetzt: 


^0  +  Vi  V» 


m« 


m 


8  > 


m,S    m,«,   m,»  +  y 


0. 


Die  Entwiekelung  solcher  Determinanten  nach  y  hat  bekanntlich  Jacobi 
gelehrt.  Bezeichnet  man  hiernach  mit^z/,,  ^^t,  ^^^s)  •••  ^i^  Summen  der 
Parti aldeterminanten  der  ersten,  zweiten  ete.  Ordnung,  welche  mit  5)  die 
Diagonalglieder  gemeinschaftlich  haben ,  so  erhält  man 

Nach  den  oben  gemachten  Bemerkungen  ist  aber 

Infolge  dessen  erhält  man  zur  Bestimmung  von  y  die  quadratische  Gleichung 

wobei  noch  zu  bemerken  ist  —  was  übrigens  a  priori  klar  war  — ,  dass  y=0 
den  gestellten  Bedingungen  ebenfalls  genügt,  also  A=3  0o  eine  Wurzel  der 
Gleichung  4)  ist.    Setzen  wir  für  y  seinen  Werth,  so  erhalten  wir  schliesslich 


2ZJt 


Die  Beschränkung,  dass  die  Oberfläche  2)  kein  Kegel  zweiter  Ordnung  sei, 
macht  übrigens  die  vorstehende  Rechnung  nicht  ungiltig  für  diesen  Fall. 
Man  braucht  nur,  statt  die  Gleichung  des  Kegels  direct  in  Anwendung  zu 
bringen,  dafür  die  Gleichung 
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ft  der  einaigen  Bediagaog  an  genflgen  hat,  dasa  die 

fii((  Dicht  verschwinde. 

)  in  epeeiellen  FXlIen  leicht  anwenden  za  könaen, 

fgabe  vor,  dieselbe  für  den  Fall  sn  transformiren, 

a  Ebenen  dnrcb  ihre  Gleichungen 

h'  +  roP  =  0,     u,x  +  v,y  +  n>,z  +  r,p  =  0 

ssen  b  hängen  von  den  u,  i>  etc.  durch  die  Relationen 

'         «  2  '         •      '  2 

letriacben  Form  dieser  Ausdrucke  ergeben  sieb  die 

SD  selbst.    Wir  beben  nnn  die  einseinen  Glieder  der 

..  m,"  =  (£+»,•...  S,')(.S+ «."•■ .«.') 
-._■  .«-.-1  '-.-Ml   ..  /'".!'.+". '.\  ,  .■/""p''i+''.''.\  ,  .,t'^'-:+'i',\ 

-.  =',\  —, — )+'•{ — i — ;+«.  (, — -, — )+'.  { — 5 — )■ 

Setst  maa  also 

10)  F[u,  V,  w,  r)  =  «„»w»  +  2  V"  +  ■  ■  •  +  «t*''. 

SO  kann  man  mo"  so  dnrstellen: 

nnd  wenn  man  die  analogen  Ansdrflcke  für  m,'  etc.  bildet  and  bedenkt,  dasa 

so  erhSlt  man 

Sd,  =  u^lF'u,  +  v^lF'v,  +  K^lF'w,  +  r.^f'r,. 

Znr  Bildang  von  £/!,  haben  wir 

<~"i-i''',+'^-ir\.  «,-=J!.jf.,+|.iP\ 

and  hiermit 

16««,' -m„'»i,'0  =  («,!-,  F'u,  F\  +  u,v^F\F'v,) 
-  (h„p,  F'p,  F\  +  H,  f„  F'v„  F'u,) 
nnd  ahnliche  Ansdrdcke  für  die  fibrigen  Aggregate.    Am  ttb ersichtlichsten 
werden  wir  wohl  zam  Werth«  von  £Jt  gelangen ,  wenn  wir  in  dem  Aoa- 
drncke 

-u^F'u,\u,\F'u,+p,lF\  +  w,iF-«>,  +  r,^F'r,i  +  \u,u,F\F-u,, 

+  «,l''u,\u,\F\  +  v,^F\+       ...       +r,{F'r,\-'^tt„u,F\F'u,. 

+  u,  F\ !  «,1  F'h,  +  ...  +  r4  F'r,  I  -  J  B,a,  F'u,  f^«, . 

-u,F'u,\u,\F\+  ...  +r,lF'.;\  +  iu,u,F'u,F-», 

u  mit  V,  to  mit  r  verta&schen  nnd  die  so  erhaltenen  AnsdrUcke  addiren. 
Man  sieht,  dass  sich  dabei  die  rechts  von  der  Klammer  stehenden  Glieder 
gegenseitig  zerstSren, 


i-^ 
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endlich  bleibende   Functionen  sind.    Der  erste  Beweis  wird   a  posteriori  . 
geführt  und  ist  nicht  ganz  so  allgemein,  als  der  zweite  direct  geführte,  auf 
der  Definition  des  Integrals  durch  eine  Summe  beruhende  Beweis* 
Nennen  wir  bei  positivem  h 

|xf  '  bez.  den  vorwärts  und  rückwärts  genommenen  Differentialquotienten  von 

^'■:  ^(^)f  80  ist  bekanntlich  eine  zwischen  a  und  b  stetige  Function  F(a:),  die  in 

ll  dem  Intervall  von  a  bis  6^0  überall  den  vorwärts  genommenen  Differential- 

quotienten f{x+0)  oder  zwischen  a+0  und  b  überall  den  rückwärts  genom- 
menen Differentialquötienten  f{x—0)  bat,  bis  auf  eine  additive  Constante 
völlig  bestimmt ,  wenn  f(x)  integrabel  ist. 
!^.  Differentiiren  wir  nun  die  Function 

;r  b  b 

f:\  fr(x)dxß>(x)dx^L{b) 

einerseits  und  die  Function 

b  m  b  a 

f\fi'')  /V(*)  <**!  rfa;  +  CL  (x)  Cfix)  d«j  dx  =  R{p) 

a  a  a 

andererseits  entweder  vor-  oder  rückwärts  nach  6,  so  finden  wir 

b  b 

lim  h^^±J^l.^Il^^f{b  +  Q)  fg>{x)  dx  +  <p{b±o)  fax)  dx, 

"^  a 

b±0  ö±0 

Um  ^(^±^)-^W^^/^j.o)  A,(a.)  dx  +  fp(b±0)  (f{x)  dx. 

—  a 

b±0  b  6+0  b 

Da  nun    1  (p  dx^fqf  dx,    ffdx  =  1  fdx  ist,  weil  das  Integral  einer  inte- 

a  a 

grabein  Function  eine  stetige  Function  seiner  obern  Grenze  ist,  so  ist  der 
vorwärts  genommene  Differentialquotient  von  L(b)  gleich  dem  von  R{b),  so 
lange  ein  solcher  existirt,  oder  der  rückwärts  genommene  Differentialqno- 
tient  von  L{b)  gleich  dem  von  R{b),  so  lange  ein  solcher  existirt,  d.  1|.  so 
lange  im  Integrationsintervall  entweder  tiberall  f{x+0),  (p{x+0)^  oder 
überall  /"(o?— 0),  9(0;— 0)  vorhanden  sind,  wie  auch  die  integrabeln  Func- 
tionen f{x),  q>(x),  und  wie  oft  auch  (unendlich  oft)  sie  unstetig  sein  mögen. 
Da  nun  ausserdem  X (6)  und  R{b)  für  bts=a  gleichzeitig  verschwinden ,  so 
muss  unter  den  gemachten  Bedingungen 

b  b  b  X     '  b  X 

.j'f{x)dxr<p{x)dx  =  rSf{x)rq,{x)dx\  dx-\-CL{.x)Cf{x)Ax\  dx 

a  a  a  a 

sein,  was  zu  beweisen  war. 


r 


Kleinere  Mittheilnngen.  477 

Hinftllig  aber  wird  dieser  Beweis,  wenn  irgendwo  im  Intervall  die 
Orösaen  fix+O)^  9>(^db^)  sämmtlich  nicht  vorhanden  sind,  namentlich  dann, 
wenn  dies,  was  unbeschadet  der  Integrabilitttt  geschehen  kann,  in  jedem 
noch  so  kleinen  Intervalle  unendlich  oft,  stattfindet.  Dann  mnss  der  6e- 
^weis  darch  Summation  erbracht  werden. 

Zn  diesem  Zwecke  vereinfachen  wir  die  Formel  etwas  dadurch,  dass 
wir  von  der  Gleichung 

b  b  b        X  b         X 

jf{x)  dx  jfp{x)  dx=:  I  if  /(p  dx\  dx  +  I  hp  ffdx\  dx 

a  a  a         a 

die  Identität 

b  a  ^  i  ^  \ 

jfix)  dx  iqt{x)  dx  s=  I  \f(x)  iq>{x)  dx\  dx 

a  a 

abziehen ,  wodurch  sie  die  symmetrische  Gestalt  erh&lt 

b  b  b  X  b  X 

j f{x)  dx  ( q)(x)  dx  ^  I  \f(x)  I q>{x)dx\dx  +  l  \q>{x)  lf{x)dx\dx, 

a  a  a  a  a  a 

deren  Richtigkeit  wir  nun  beweisen. 
Es  besteht  die  Gleichung 


^/i^t* 


otJI)      ~ 
denn  es  kommt  sowohl  auf  der  linken  Seite  jedes  Bf^  mit  jedem  ^y,  als  auch 

auf  der  rechten  Seite  einmal  und  nur  einmal  multiplicirt  vor,  so  dass  eine 

Identität  vorliegt.    Dies  ist  aber  der  Satz  von  der  partiellen  Integration. 

Wir  theilen  das  Intervall   von  a  bis  6  in  n  gleiche  Theile  von  der 

Grösse  8  und  setzen 

Ifiafi  dx^  dS^na  +  vö)  +  Ff,,     jg>(x)  dx=^yjq>{a+v8)  +  <I>^, 

and  zur  Abkürzung  /*(a  +  vd)  =  /V,  g>{a+vö)  =  ip^,  so  ist 
b  X  b  X 

f[f(x)  Cq>  {x)  dx\  dx  +  C\q>  {x)  Cf{x)  dx\  dx  =  R{b) 
a  a  a  a 

und  es  sind  Ar,  x,  F^,  O^  Grössen,  die  dadurch  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den können,  dass  man  8  klein  genug  nimmt,  weil  g>  und  /"als  integrabel 
vorausgesetzt  wurden  und  weil  Producte  integrabler  (und  endlich  bleibender) 

S(eit«obTlft  f.  Mfttlieinatik  a.  Physik,  XX,  6.  32 


;3ir 


-L 


IUI 


ne-  üäBHnraK 


T  j^inm.tinttg^   _ 


::.  i»nu_ 


FUlpa  lE^  ai^TT  ieor  -n^ 


^^    ^«Hibe   aas   .'?*iäsar-? 


tif? 


Eibe 

ändet  als  i«  Aa^^^wunnr  i^  r 

^  „01^^  AasemmJf^rs-KXim?  tot  mzi 


ani 


«  •«-— 


r^, 
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Fnnctionen  integrabel  sind.     Nach  dem  vorausgeschickten  IdentifStssatse 
können  wir  hierfür  schreiben 


+  x. 


n-~l  w  —  1  li  — 1  11  ~1  p  -  I 

Es  ist  nnn   unschwer  za   beweisen,  dass  in   diesem  Ansdrncke   die  fünf 

letzten  Glieder  mit  iibnehmendem  8  gegen  Null  convergiren,  so  dass  sich 

R(b)  von 

b  b 

jf{x)  dx  I q>{x)  dx 


a 


nur  um  weniger  als  jede  noch  so  kleine  vorgegebene  Grösse  nnterscheiden 
kann,  d.  b. 


b  X  b 


X 


ifdx  I  (pdx=  I  n  lg>dx\  dx+  j  hp  ffdxi  dx 
a  a  a         a  a         a 

sein  mnss,  w.  z.  b.  w. 

Frei b arg  i.  B.,  1875.  J.  Thomas. 


XXI.    Znaammenliang  der  von  Beye  gegebenen  Formel  9a  barometrltchß 

HöhenmeiiTing  mit  der  gewöhnlichen. 

Herr  Re  je  leitet  in  seinem  Werke  Qber  die  Wirbelstürme  gelegentlich 
eine  Formel  für  barometrische  Höhenmessung  ab  (S.  223),  in  welcher  die 
Abnahme  der  Lufttemperatur  mit  der  Höhe  berücksichtigt  ist.  Er  bemerkt 
über  seine  Formel  nur,  dass  sie  eine  wesentlich  andere  sei  als  die  übliche, 

* 

fin^let  aber  durch  ein  Zahlenbeispiel  eine  nahe  Uebereiustimmung  der  durch 
beide  Formeln  gelieferten  Höhendifferenzen. 

Ich  will  im  Folgenden  don  Zusammenhang  beider  Formeln  entwickeln 
und  zeigen,  dass  ihre  Uebereiustimmung  stets  eine  äusserst  grosse  ist,  dass 
aber  die  R eye* sehe,  theoretisch  richtigere  Formel  stets  etwas. kleinere 
Werthe  für  die  Höhendifferenz  liefert,  als  die  gewöhnliche  Formel,  in  wel- 
cher der  theoretische  Zahlwerth  des  Barometercoefficienten  noch  nicht  durch 
den  empirischen  ersetzt  ist. 

Bezeichnet  —dp  den  absoluten  Werth  der  Abnahme  des  Luftdruckes 

auf  die  Flächeneinheit  bei  Erhebung  um  cfA,  so  ist 

—  dp  =  Q,dh^ 

wo  Q  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  Luft.    Ist  ferner  v  das  Volumen  der 

Gewichtseinheit,  so  hat  man 

1 

V 

Aber  nach  dem  Mariotte-  und  Gay-Lussac*schen  Gesetze  ist 
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Celsins,  and  R  eine  Constante  bedeutet,  die,  bei  der 
logramiD  als  Einheiten,  den  Werth  20,272  hnt.  Also  ist 
Rdp^dh 

P       r- 

ie  Temperalnr  I  in  der  ganzen  LnftsXnle  als  constant 
h  dem  arithmetiacben  Mittel  der  Ti^mperatnr  t,  nnd  I, 
Iren  Station,  somit 

L  +  t.      T„+T, 
2  2 

A,  —  A,  c=  RT.  logtial  (  — ) , 

!eeresbShe  and  den  Dmck  an  dur  unteren,  resp.  obe- 
Diea  ist  die  gewShnlicbe  barometriscbe  Hebenformel 
;  der   Lnftfenchtigkeit  nnd   der   Veränderung  der 
d  Htihe. 
oiB»  IDT  Qie  1  emperatnr  der  ganzen  LuftsSnle  in  obiger  Art  einen  nnd 
denselben  Werth  zn  setzen,  macht  Herr  Reye  die  der  Natnr  mehr  ent- 
sprechende Annahme,  dass  die  Temperatur  proportional  mit  der 
Erhebang  abnimmt.   Dann  ist  zn  setzen 

2)  —dl  =  !.dh, 
wo  /  eine  Constante;  also  darch  Integration 
„der                                         '.-',  =  '.(.».-".) 

3)  T„-T,  =  l.{h,~k,). 
Ans  I)  und  2)  folgt 

R.dp_  dl 

also  durch  Integration 

i .  lognal  (^°)  =  R.log  tial  {^^J 
oder  mit  Einfttbrnng  des  Wertbes  von  l  ans  Gleicbnng  3) 

,1)  ,,-f,^  =  R,^I^J',ogna,(^). 

lognal^jj 

Dies  ist  die  R  e  y  e '  sehe  Formel.  Sie  nnterscbeidet  sich  von  der  gewöhnlichen 

T  —T, 
iladarcb.dassder  Factor  rderletzterndareb  — '      .         vertreten  ist.   Diese 

lognatf^^j 
beiden  Ansdrttcke  sind  also  miteinander  zu  vergleichen.     Zu  dem  Zwecke 
wird  die  OriJsse  ^  _  T  _  T 

eingeführt.    Dann  wird 


<)  T-7-,.(i-;| 
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r.-r, 


lognal{^^     -ilognai(l-0 


Der  Nenner  des  letzteren  Ansdrnckes  wird  durch  EinfÜhrnng  der  logarith 

mischen  Reihe  umgeformt,  welche  stets  convergirt,  weil  -^  stets  ein  echter 
Brach  ist.   Dann  heisst  der  Nenner 

-;K.-»(0-«(0-*(0-j-' 


*^t(0+i(0+-|.- 


'»«-©  ■+tn+*(?.)'+*(0+--  '^ 

oder  durch  Multiplication  des  Zählers  nnd  Nenners  mit  1  — 1  »7  anter  Be- 
rücksichtignng  von  Oleichung  4) 


1  + 


a(0+v.©Va©V...- 


Berücksichtigt  man  von  dem  Brache  =- ,  welcher  wohl  anter  allen  um- 

ständen  <CiV  ^l^i^^  ^^^  ^<>^^  ^1®  dritte  Potenz,  so  nimmt  der  Ausdrnck  die 
Gestaltan  j  ^J\*  /       J\) 

and  die  Rey  e'sche  harometrische  Höhenformel  lautet  nun 

III)  Ä.-*o  =  Ä.r./o(^««<g).jl-A(0.(«+fjj. 

In  dieser  Gestalt  unterscheidet  sie  sich  Ton  der  gewöhnlichen  I)  nur  durch 

den  Hinzutritt  des  Factors  l^ValTf)  •(*"^"t")»  ^®8sen  Werth  wohl  in  allen 

Fällen  der  Praxis  um  weniger  als  finnr  ^^^  ^  verschieden  ist. 
Somit  ist  bewiesen : 

1.  dass  die  Reye'scbe  Formel  stets  auf  kleinere  Werthe  für  die 
Höhendifferenz  führen  mnss,  als  die  gewöhnliche  Formel  ohne  Ersetzung 
des  theoretischen  Barometercoefficienten  durch  einen  empirischen; 

2.  dass  der  Unterschied  beider  Resultate  höchstens  fj^^if  des  ganzen 
Werthes ,  in  den  meisten  Fällen  aber  sogar  sehr  viel  weniger  beträgt. 

Dass  Herr  Reye  a«  a.  0.  durch  Anwendung  der  Formel  II)  anf  die 
Ermittelung  der  Montblanc •  Höhe  aus  Saussure'schen  Beobachtungen 
einen  grössern  Werth  (4487"^)  findet  als  bei  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Formel  I)  (4481'^),  kann  nach  obiger  Auseinandersetzung  nur  auf  einem  Ver- 
sehen beruhen.  -^^^^EsT"  I^o'^ 


Carlsruhe,  Januar  1875.  .  Ul^jv-V^^''..  J.^         ^^'  SohäOKB.. 
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L 

Zur  Geschichte  der  deutschen  Mathematik  im  fänÜEohnten 

Jahrhundert. 

Von 

Dr.  S.  Günther, 

Docent  am  Polytechnikum  zn  München. 


(Hierzu  Taf.I,  Fig.  1  —  11.) 


§   1. 

Als  die  beiden  ältesten  geometrischen  Druckwerke  in  deutscher 
Sprache  betrachtete  man  bisher  die  Schriften  zweier  Künstler,  des  Archi- 
tekten Mathias  Roriczer*  and  des  Malers  Albrecht  Dürer.  Während 
die  eigentlichen  Gelehrten  sich  noch  lange  hinaas  der  lateinischen  Sprache 
bedienten  —  als  erste  Abweichung  von  dieser  Regel  kann  die  praktische 
Geometrie  des  bekannten  Astronomen  Stoff I  er  *)  gelten — ,  fühlten  jene 
Techniker  das  Bedürfniss,  den  mathematischen,  resp.  geometrischen  Bedürf- 
nissen ihrer  Zunftgenossen  durch  popaläre  Anweisungen  in  der  Landes- 
sprache zu  Hilfe  zu  kommen.  Die  Schrift  Roriczer^s')  geht  derjenigen 
Dürer 's  um  fast  40  Jahre  voraus  und  kann  wohl  noch  unter  die  eigent- 
lichen Incunabeln  gerechnet  werden;  in  rein  wissenschaftlicher  Hinsicht 
bietet  sie  nur  sehr  dürftiges  Material,  indem  sie  sich  ausschliesslich  mit 
einer  speciellen  Aufgabe  der  gothischen  Baukunst  beschäftigt.  Gleichwohl 
ist  sie  insofern  von  grosser  Wichtigkeit,  als  sie  den  directen*  Beleg  für  die 


*  Es  möge  hier  erwälint  werden ,  dass  in  einer  in  Boncompagni*s  ßtitieiino 
{Tamo  FI)  erschienenen  Arbeit ^es Verf.  d«»r  Name  Roriczerin  Boricker(S.33l) 
▼erketzert  wurde.  Der  Vorname  Thomas  ist  daselbst  vom  Verf.  irrig  angegeben 
worden. 

1)  JohannStdfflerv.  Jnstingen,  Von  künstlicher  Abmessung  aller  grosse, 

ebene  etc.,  Frankfurt  1536. 

2)  MathesRoriczerjDj  Puechlen  der  fialen  gerechtikait,  i486. 
Hist-lit.  Abthlg.  d.  Zaitoohr.  f.  Math.  u.  Phyt.,  XX,  1.  1 
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allerdings  an  sich  sehr  wahrscheinliche  Annahme  erbringt,  dass  in  den  Bau- 
hütten des  Mittelalters  nach  bestimmten  geometrischen  Normen  gearbeitet 
wnrde ;  liesse  sich  doch  sonst  die  Oonstrnction  der  Spitzbogeni  Fischblasen, 
Rosetten  etc.  nicht  erklären,  welche  die  Kenntniss  einiger  El ementarsft tze 
von  den  Kreisbertthrungen,  den  Sternpolygonen  etc.  zur  nothwendigen  Vor- 
anssetanng  haben*).  Aber  anch  das  äbrige,  theilweise  zn  so  hoher  Vervoll- 
kommnung gediehene  Knnsthandwerk  bedurfte  eines  geometrischen  Fond a- 
mentes,  wie  denn  nach  DoppeImayr*s^}  Zengniss  dieses  tief  empfand  ene 
BedÜrfniss  sogar  eine  allerdings  nicht  in  den  Drack  gekommene  deutsche 
Euclid- Bearbeitung  hervorgerufen  hat.  Man  muss  sich  in  Hinblick  aaf 
diese  unzweifelhaft  constatirten  Thatsachen  wundem ,  dass  gar  kein  litera- 
risches Denkmal  solcher  Bestrebungen  vorhanden  sein  soll,  und  in  der  That 
existirt  ein  solches,  dessen  nähere  Untersuchung  der  Zweck  dieser  Arbeit  ist. 

§2- 
Im  Besitze  der  Nürnberger  Stadtbibliothek  befindet  sich  ein  Sammel- 
band mathematischer  Druckwerke,  gezeichnet  mit  der  Bibliotheksnnmmer 
484,  sonst  ohne  jede  weitere  Notiz.  Der  Inhalt  ist  von  dem  Besitzer  in  fol- 
gender Weise  angegeben  auf  der  Rückseite  des  Deckels  (wir  behalten  die 
eigentliche  Orthographie  bei) : 

Tabule  directionü  Jo,  de  Regio  wonle  ^ 

1\  pporlionii  plusqf  aureus 

T.  alius  in  Astronöia  ^ 

Geomelria  ^ 

Tabule  Astro^.*.  Alphonsi  regis, 

m 

Der  Inhaber  des  Buches  scheint  von  dessen  Inhalt  nur  sehr  oberflächlich 
Kenntniss  genommen  zu  haben;  denn  die  dritte  der  genannten  Schriften  hat 
mit  Astronomie  durchaus  nichts  zn  thun,  sondern  ist  das  obengenannte 
Werkchen  Roriczer*s,  weshalb  hier  auch  eine  Hand  neueren  Datums 
beigeschrieben  hat:  „d.  i.  Matthias  Roriczer  über  die  goth.  Baukunst. 
D.  Büchlein  über  fiale  Gerechtigkt/S  Der  erste  Bestandtheil  des  Buches 
sind  die  bekannten  Tabulde  directionum  Regiomontan^s  in  einer  1504  zu 
Venedig  von  Peter  Liechtenstein  besorgten  Ausgabe,  die  auch  Zieg- 
ler^)  in  seinem  Cataloge  mit  aufführt.  Die  zweite  Schrift,  der  Traciatus  pro- 
porlionum  qlusquam  aureus^  dRtirt  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  ebenfalls  aus 
dem  Ende  des  15.  oder  Alifang  des  16.  Jahrhunderts;  eine  ausführlichere 
Mittheilung  über  diese  anscheinend  nicht  weiter  bekannte  Abhandlung  möge 


8)  Reas eh.  Der  Spitzbogen,  Stuttgart  1854. 

4)  Doppelmajr,  Historische  Nachricht  von  den  Nürnberger Mathematicis  nnd 
Künstlero,  Nürnberg  1790,  8.35. 

5)  A.  Ziegler:  Kegiomontanus,  ein  geistiger  Vorläufer  des  Culambus,  Dresden 
1874,  S.  34. 
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einer  spfiteren  Gelegenheit  vorbehalteQ  bleiben,  lieber  die  dritte  Scbrift 
18t  bereits  berichtet  worden;  den  fünften  Platz  nimmt  eine  Aasgabe  der 
Alphonsinischen  Tafeln  ein,  welche  der  als  Mathematiker  und  Typograph 
gleich  bedentende  Lncilins  Santritter  ans  Heilbronn  im  Jahre  1492  zn 
Venedig  erscheinen  Hess. 

Die  vierte  unter  den  oben  aufgeführten  Schriften  ist  es,  welche  wir  hier 
einer  eingehenden  Untersuchung  unterwerfen  wollen.  Dieselbe  besteht  nur 
ans  sechs  Blättern  in  Quart  und  trägt  als  Titel  einfach  die  beiden  Worte  in 
gothischen  Lettern: 

Irgendwelche  andere  Angaben  über  Verfasser,  Druckort ,  Zeit  etc.  fehlen 
vollständig.  Was  die  Frage  nach  Ersterem  anlangt,  so  ist  dieselbe  natür- 
lich durchaus  keiner  Beantwortung  fähig,  so  lange  uns  literarische  Nach- 
richten über  die  Schrift  selbst  gänzlich  fehlen ;  dagegen  wird  es  möglich 
sein,  bezüglich  der  beiden  anderen  wenigstens  annähernd  zu  einiger  Sicher- 
heit zu  gelangen. 

§3. 

Was  das  Alter  des  Büchleins  anlangt,  so  ist  es  verhältnissmässig 
leicht,  für  dasselbe  eine  obere  Grenze  anzugeben;  ungleich  schwieriger  ge- 
staltet sich  dagegen  die  Fizirung  einer  unteren.  Wie  man  aus  dem  in  den 
nächsten  Abschnitten  abgedruckten  Inhalt  ersehen  wird,  steht  der  Verfasser 
auf  einem  so  rein  handwerksmässigen  Standpunkte,  zeigt  sich  mit  allen 
Ergebnissen  der  eigentlichen  Wissenschaft  so  total  unbekannt,  dass  wir  die 
Abfassungszeit  spätestens  auf  das  Jahr  1500  verlegen  dürfen.  Nach  dieser 
Epoche  erkennen  wir  bei  Jedem,  der  über  geometrische  Gegenstände,  sei 
es  auch  mit  ausgesprochen  praktischen  Rücksicht«*n ,  schreibt ,  eine  gewisse 
Bekanntschaft  mit  den  Elementen  Euclid'S)  während  unser  Verfasser, 
wie  man  wenigstens  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  annehmen  kann,  von 
diesem  Wei^e  Überhaupt  nichts  wusste.  Auch  der  Styl  und  die  Recht- 
schreibung gehen,  wenigstens  unserer  heutigen  Anschauungsweise  nach,  mit 
der  Sprache  in  viel  verwegenerer  Weise  um,  als  dies^bei  den  späteren  Prak- 
tikern Albrecht  Dürer,  Schmidt  v.  Bamberg,  AdamRise  etc.  der 
Fall  ist.  Abgesehen  von  diesen  inneren  Gründen  können  wir  aber  noch 
eine  weitere  Thatsache  namhaft  machen,  welche  es  fast  unzweifelhaft  fest- 
stellt,  dass  die  Abfassungszeit  sicherlich  nicht  hinter  das  Jahr  1525  fallen 

kann 

In  diesem  Jahre  erschien  nämlich  das  bereits  obengenannte  Werk*)  von 
Dürer,  welches  sich  in  den  Kreisen,  für  welche  es  geschrieben  war,  bald 
grosser  Beliebtheit  erfreute.    In  demselben  findet  sich  eine  eigenthümliche 


6)  A.  Düre  r ,  Underweysung  der  messung,  mit  dem  zirckel  und  ricbtscheyt  etc., 
Nürnberg  1525. 
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Construction  des  regelmässigen  Füqfecks,  welche,  obwohl  nicht  geometriflcli 
genau,  gleichwohl  sehr  beqnem  ist  and,  wie  anch  Chasles^  angiebt;  von 
da  ab  mit  dem  Namen  Dtirer's  eng  verbanden  blieb.    Es  ist  nun  gewiss 
nicht  anzanelHMOTt,   dass  der  Verfasser  der  „Geometria  deutsch"  es  ver- 
schwiegen hfiitc,  wenn  er  diese  Regel  von  Dürer  entlehnt  hätte;  im  Gegen 
theil  dürfen  wir  aus  seinem  Schweigen  über  den  Erfinder  den  Schluss  sieben, 
dass  damals  jenes  Buch  noch  gar  nicht  erschienen  war,  sowie  auch,  dass  die 
erwähnte  Construction  wahrscheinlich  zu  jenen  geometrischen  Handgriffen 
gehört,  welche,  allem  Vprmuthen  nach,  innerhalb  der  Genossenschaften  der 
Bauhandwerker  etc.  von  Jahrhundert  zu  Jahrhundert  sich  fortpflanzte. 

Dass  die  Schrift  in  einer  deutschen  Reichsstadt  entstand,  ist  an  sich 
höchst  wahrscheinlich,  indem  grössere  Officinen  mit  Einrichtungen  zur  Holz- 
schneidekunst fast  nur  in  solchen  zu  finden  waren.  Auch  stimmt  damit  die 
ersichtlich  kunstgewerbliche  Tendenz  des  Verfassers,  welcher  ausdrücklich 
die  Bedürfnisse  der  Harnischmacher  und  Wappenmaler  berücksichtigt.  An 
und  für  sich  würde  es  am  Nächsten  liegen,  Nürnberg  als  Druckort  zu  be- 
trachten; hiergegen  spricht  aber  der  Umstand,  dass  in  Panzer*s®)  so 
höchst  genauer  iMonographie  sich  gar  nichts  hierher  Gehöriges  findet.  Viel- 
leicht ist  es  beim  Mangel  aller  sonstigen  Indicien  gestattet,  ein  rein  ausser- 
liebes  Moment  noch  mit  in  Betracht  zu  ziehen.  Falkenstein')  berichtet 
nämlich  von  dem  bekannten,  theils  zu  Augsburg,  theils  zu  Venedig  thStig 
gewesenen  Buchdrucker  Ratdolt  Folgendes:  „Ihm  wird  von  den  Biblio- 
graphen Marchand  und  Maittaire  die  Erfindung  der  mit  Blumen  ver- 
zierten oder  aus  Blumen  zusammengesetzten  Anfangsbuchstaben  j^FIorenies 
liilerae^*^  zugeschrieben.**  Derartige  Initialen  finden  sich  nun  wirklich  in 
unserem  Schriftchen  am  Eingange  jedes  selbstständigen  Absatzes;  dieselben 
zeichnen  sich  ebenso,  wie  der  Druck  und  der  Schnitt  der  in  den  Text 
gesetzten  Figuren  durch  grosse  Vollendung,  wenigstens  relativ,  aus.  Da 
nun  überdies  Erhard  Ratdolt  bekanntlich  zuerst  mathematische  Figuren 
xylographisch  wiedergab,  so  liegt  der  Gedanke  nicht  allzuf^rn,  dass  die 
„Geometria  deutsch**  von  Ratdolt  selbst  oder  einem  seiner  Nachfolger  in 
einer  grösseren  Stadt  Süddeutschlands  gedruckt  wurde  —  als  eine  Art 
populären  Vademecums  für  des  Lateins  Unkundige. 

§4. 
Wir  geben  nunmehr  den  Inhalt  des  Buches  wörtlich  wieder,  indem  wir 
nur  die  einem  Circumflez  ähnlichen  Abbreviaturen  entsprechend  durch  die 


7)  Chasles,  peschichte  der  Geometrie,  deutscb  yon  Sohnke,  Halle  1839, 
8.  024. 

8)r  Panser,  Aelteste  Bttchdrückergeschichte  Nürnberg's,  Nürnberg  1759. 

9)  Falkenstein,  Geschichte  der  Bnchdmckerknnst  in  ihrer  Entstehung  und 
Ausbildung,  Leipzig  1856,  S.216. 
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Bachfitahen  ersetzen  und  an  Stelle  der  tär  die  Figuren  verwandten  gothi- 
sehen  Bachstaben  schrfigstehende  setzen. 

L  y|Aas  der  geometrey  etliche  nntzparliche  stneck  dy  hernach  ge- 
fichriben  sten.  Znm  ersten  behend  ein  gerecht  winckelmasz  zn  machen 
So  mach  zwen  risz  aber  ein  and  an  gefert  wie  da  wilt  nnd  wo  die  risz 
ober  ein  ander  geen  da  setz  ein.e.  Darnach  setz  ein  zirckel  mit  eineüi 
Ort  anff  den  pnnckt.e.und  zench  in  anf  als  weit  da  wilt  nnd  mach  anf  yde 
linj  ein  ponkt  Das  sein  die  Paöhstaben.a.6.c.dz  alles  ein  weiten  sei 
Darnach  mach  ein  linj  vom. a. in  dz. 6. und  vom. 6. in  dz.c«  So  hasta  ein 
gerecht  winckelmasz  des'  ein  exempel  hie  stef   (^i^*  !•) 

IL  „So  einer  ein  fünff  ort  reissen  wil  mit  unverrncktem  Zirckel  So 
tba  den  zirckell  anff  alsz  weit  du  ein  feldnng  haben  wflt  nnd  mach  zwen 
pnchstaben .  a .  6 .  des  ein  fignr .  a .  6  •** 

„Damach  lasz  den  zirckel  mit  einem  ort  in  den  punckt.a.sten  und 
mach  ein  runden  risz  des  geleichen  setz  den  zirckel. in  den  panckt.6. 
nnd  mach  ein  runden  risz  und  wo  die  risz  über  ein  and  gen  da  setz  dy 
swen  pnchstaben  «cd.  Darnach  leg  ein  richtscheit.od  liniai  auff  den 
pnnckt.c.and.d.und  mach  ein  langen  risz  durch  die  zwen  punckt  des 
ein  fignr  hernach  gemacht  stet."    (Fig.  2.) 

„Item  darnach  setz  den  zirckel  mit  einem  ort  auf  den  punckt. d. 
and  mach  ein  runden  risz  durch  das. a. 6. und  wo  der  rund  risz  aber  den 
risz.c.d.get  da  setz  ein. 6.  Darnach  schau  wo  dselb  rund  risz  über  den 
rnnden  ri8z.d.6.  A.get  da  setz  ein./*,  des  gleichen  auff  der  anderen  seiten 
da  setz  ein.^.  Darnach  leg  ein  richtscheit  auff  den  punckt./*.  und  auff 
das •^.  und  mach  ein  risz  durch  dy  punckt  gar  hin  ansz  pisz  an  den  runden 
riss.d.a.c.^.da  setz  ein. Ar.  Dea  gleichen  an  d  auf  deren  seyten  da  setz 
ein.A.  Darnach  setz  den  zirckel  auff  den  punckt. Ar. und  mach  ein  risz 
aber  die  linj. d.e.c. und  wo  das  über  ein  ander  get  da  setz  ein.t.  Dar- 
nach mach  ein  risz  vom. t. in  dz. Ar. vom. Ar. in  das.^.  vom.6.in  dz.a.  vom 

•  a.in  das. A.  vom. A. in  das.t.  So  hast  du  ein  gerecht  fünfeck  des  do  ein 
exempel  stet   Dar  ausz  kunipt  das  gerecht  fttnff  ort.**    (Fi^*  d)* 

III.  „Und  wer  ein  syben  ort  behend  austeilen  wil  der  reisa  ein  gantz 
ge  runden  risz  und  setz  ein.€.in  das  centrum  Darnach  mach  ein  ris  vom 

•  e .  pisz  zu  dem .  c .  Alsz  weit  vom .  e .  pisz  zu  dem  •  r .  ist  So  weit  sol  von  dem 
.a.pisz  zu  dem t^. sein  schlecht  über  mit  der  rnndung  nach  und  wo  die 
zwen  risz  aber  ein  ander  gen  da  setz  ein ;d.  das  ein  exempel  wie  hernach 
stet.'* 

„Darnach  setz  ein  zirckel  auf  dz  centrnm.e.nnd  du  in  auff  pisz  in 
den  punckt. <f. die  selbig  weit  tayl  aussen  umher  der  werden  siben  und 
nach  von  einem  punckt  zu  dem  andern  ein  risz.  So  hastu  ein  gerecht 
sibeneck  Des  ein  exempel.**    (Fig*  4.) 

IV.  „Der  do  wil  ein  gerecht  acht  ecke  machen  So  mach  ein  gerechte 
firung  mit  den  puciistaben  yersajchnet.a«6.c.il.and  setz  in  dy  mit  ein 


6  ilibtoriscb  -  literarische  Abtheilang. 

•  ß.  Und  sets  ein  zirckell  mit  einem  ort  in  dz .e. und  thu  in  anf  in  ds.a. 
die  selben  weiten  mach  von  dem. a. gegen  dem. ^. ein  pnnckt  da  setz  ein 
./.des  gleichen  von  dem.6.gegem.a.da  setz  ein.^.vom  .a.gegen  dens 
.  c  .  da  setz  ein  .A  .vom.c.gegem.a.da  setz  ein.t.  vom.c.gegem.d.  da 
^setz  ein.A:.  vom.if/.gegem.c.da  setz  ein. /.vom. (/.gegen  dem. 6. da  setz 
ein. m. vom. 6. gegen. d. da  setz  ein.n.  Darnach  zeuch  ein  linj  vom./*, 
in  dz.m  .vom.n.in  das.  A:.  vom  ./.in  dz. A. vom. t. in  das.^.des  eine  fignr 
hernach  verzeichnet  ist.*'   (^ig*  &•) 

V.  „üernach  so  einer  ein  gerunden  risz  scheitrecht  machen  wil  dz 
d  scheit  gerecht  risz  und  dz  gernnd  ein  lang  sey  so  mnch  drey  gerunde 
neben  ein  ander  und  tajl  dz  erst  rund  in  siben  gleiche  teil  mit  den  puch- 
Stäben  verzeichnet. A.a. 6. c.d.^./'.^.  Darnach  alsz  weit  vom . A . in  das 
.d.  ist  da  setz  hindersich  ein  punckt  da  setz  ein.t.  Darnach  alsz  weit  von 
dem.t.pisz  zu  dem  .Ar.  ist  Gleich  so  lang  ist  der  runden  risz  einer  in 
seiner  Bundung  der  drey  neben  einand  sten  des  ein  figur  hernach  ge- 
macht stet.**   (Fig.  6.) 

VI.  „Ein  punckt  zu  vinden  der  abgethan  ist  und  nit  west  wo  der 
zirckel  gestanden  ist  zu  einem  gepogen  risz  So  thu  im  also  ich  setz  das 
sey  der  gepogen  ris^.a.^.  Mach  zwen  punckt  auf  den  ris  wie  du  wilt  an 
geferd  mit  den  puchstaben.c.d.setz  den  zirckell  in  das.o.unnd  thu  in 
auff 'in  das.  tf. mach  ein  risz  des  gleichen  setz  de.n  zirckel  in  das. i/. mach 
ein  risz  von  dem.c.  wo  die  zwen  risz  über  ein  ander  gen  da  setz  oben  ein 
.6. und  untenn  ein./*. also  mach  geleich  ein  solche  figur  neben  der  wie  weit 
du  dar  von  wilt  mit  den  puchstaben  verzeichnet.^.  A.t./r.  Darnach  mach 
ein  risz  durch  das.e.und./'.und  des  geleichen  durch  das. i« und. A:. wo 
die  zwen  risz  unten  über  ein  ander  gen  da  setz  ein. /.in  dem  selben 
punckt  ist  der  zirckel  gestanden  des  ein  fignr  hernach  gemacht  stet.** 

VII.  „Der  do  machen  wil  ein  firnng  und  ein  driangel  dz  die  firang 
und  d  driangel  itlichs  als  vil  in  im  helt  als  dz  and  .  So  mach  ein  driangel 
dz  ist  ein«a.6.c.tail  vom.e.pisz  zu  dem. 6. in  dreu  gleiche  teil  das  ist 
*d.e.  Darnach  mach  ain  fierung  ausz  dem.c,e,wiri.f,g.  So  helt  die 
fiernng  gleich  als  vil  in  als  der  Driangel  des  ein  exempel  hernach  gemacht 
stet.**   (Fig.  8.) 

VIII.  „Merck  so  einer  ein  stech  heim  aus  der  geometry  machen  wil 
d  mach  ein  fierung  mit  den  puchstaben  verzaichnet .  a .  6 .  c .  (/ .  Darnach 
tail  vom.a.zum.c.inn  fünff  gleiche  tayl  mit  den  puchstaben.^. A.t.A:. 
Darnach  tayl  vom . a . zum  .6 . in  acht  gleiche  tayl .  Des  gleich  vom .c •  zum 
.i/.und  reisz  risz  von  einem  tayl  zu  dem  anderen  Darnach  schau  auf  die 
risz  und  zueg  wie  sie  darinnen  steen  das  ein  exempel  hernach  stet.** 
(Fig. «.) 

IX.  „So  einer  ein  schilt  mit  der  geometry  machen  wil  d  mach  ein 
risz  mit  den  puchstaben. a .6 «c. und  das  dz. d. in  d  mit  sey.Darnaeh  mach 
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ein  risz  von  dem . 6 . schlecht  uoter  sich  ab  und  als  weit  vom. 6. zum. a. od 
,c.]fit.  So  weit  mach  ein  punckt  auf  d  linj  anter  sich  ab  da  mach  ein.«, 
und  reiss  ein  riss  aber  awerch  de  dy  selb  Hnj  gleich  d  obern  sey.  Darnach 
nym  die  weyten  über  ort  vom. e. zum. a. die  selben  weiten  setz  auf  dz. 6. 
unnd  mach  ein  punckt  da  mach*ein.y .  Darnach  ein. A. in  die  mit  .  dar- 
nach nym  ein  weit.a./^.ond  setz  mit  einem  Ort  anf  dz.A.aud  mach  ein 
runden  risz  vom  f.  zum.  d.  ein  exempel  hernach  stet.**    (^ig*  10.) 

§5. 

So  weit  der  Originaltext  der  „Geometria  deutsch".  Man  wird  nach  der 
Lecture  desselben  gewiss  unserer  oben  aufgestellten  Ansicht  beipflichien 
müssen,  dass  nur  in  einer  sehr  frühen  Periode  ein  solcher  Gebrauch  der 
deutschen  Sprache  möglich  war ;  insbesondere  fällt  die  fast  kfloätliche  In- 
conseqnenz  der  Rechtschreibung  auf,  sowie  auch  —  was  hier  freilich  nicht 
wiedergegeben  werden  konnte  —  die  von  der  unsrigen  ganz  verschiedene 
Verwendung  der  Abtheilongszeichen.  Wir  werden  nanmehr  den  wissen 
schaftlichen  Inhalt  des  Büchleins  mit  einigen  karzen  Anmerkungen  ver- 
sehen. 

Schon  die  erste  Aufgabe  lässt  uns  in  ihrer  Lösung  die  vollständige  Un- 
abhängigkeit ihres  Verfassers  von  Euclid's  Elementen  erkennen.  Seine 
Methode  hat  allerdings  den  Vortheil,  sich  ganz  ebenso  auf  den  Fall  anwen- 
den zu  lassen,  dass  der  Punkt,  in  dem  das  Loth  errichtet  werden  soll,  dor 
Endpunkt  der  Geraden  ist,  wie  auf  den  entgegengesetzten.  Die  strenge 
Euclid*sche  Anschauung  machte  zwischen  beiden  Fällen  keinen  Unter- 
schied ,  aber  bereits  andere  alte  Mathematiker  gaben  eine  Lösung  für  den 
zweiten  Fall,  welche  das  Verlängern  der  Geraden  nicht  voraussetzt,  «o 
Proclus  Diadochus  '°).  Allein  diese  Lösung  der  Griechen  ist  nicht  die 
unserer  Vorlage,  im  Gegentheil  muss  man  letzterer  den  Vorzug  der  grösse- 
ren Einfachheit  zugestehen,  wie  sie  denn  auch  gegenwärtig  noch  in  unseren 
geometrischen  Lehrbüchern  vielfach  auftritt.  Der  einfachste  Beweis  für 
diese  Construction  stützt  sich  auf  den  Satz  vom  Peripheriewinkel  im  Halb- 
kreise, und  dieser  einfache  Lehrsatz  scheint  freilich,  wie  man  unter  Ande- 
rem auch  aus  einer  von  Kästner**)  mitgetheilten  Anecdote  schliessen 
kann ,  bis  tief  in  das  sechszehnte  Jahrhundert  hinein  nur  wenig  bekannt 
gewesen  zu  sein. 

§6. 

Wir  kommen  nunmehr  zu  jener  eleganten  Näherungscoostruction  ^les 
regulären  Fünfecks ,  auf  welche  wir  bereits  oben  (S  3)  unsere  Schlüsse  über 


10)  ProeH  Diadocidin  primtan  ßucHdis  elementorum  Hör  um  oommentariorwn  Libri  If^, 
a  FreneiMco  Barodo  etc.  editi,  Patmii  1560,  S.  101. 

11)  Kästner,  Gesohichte  der  Mathematik,  1.  Bd.,  Qöttingen  1706,  S.  111. 
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das  Alter  des  Buches  gegründet  haben.    Dieselbe  zerfällt  in  zwei  Theile; 
im  ersten  wird  die  senkrechte  Halbirung  einer  Strecke  gelehrt,  and  hier  ist 
die  Anschauung  des  Verfassers  eingeschränkter  als  nöthig,  insofern  er  nicht 
wie  Euclid  {Lib.  L  Prop.  10)  von  einem  beliebigen  gleichschenkligen,  son- 
dern blos   vom  gleichseitigen  Dreieck  "Gebrauch  macht.    Die  eigentliche 
Constraction  geben  wir  nach  Dürer  selbst.    Derselbe '*)  lehrt  zunächst  ein 
reguläres  Fünfeck  geometrisch  richtig  in  einen  Kreis  einschreiben;  als- 
dann aber  fährt  er  fort:   „Aber  ein  fünfeck  ausz  un verruckten  zirckel  zn 
machenn ,  dem  thue  also ,  Reisz  zwen  zirckel  durch  einander,  also  das  eins 
ytlichen  runde,  durch  des  andern  Gentrum  gee,  und  die  zwey  Centra  a.b. 
zeuch  mit  einer  geraden  lini  zusamen,  des  wirdet  ein  leng  einer  seyten  des 
fünften  eckes,  wo  aber  die  zirckellini  an  einander  durchschneiden,  da  setz 
oben  ein.c.unden  ein. ^. und  reisz  ein  geirade  lini. cd.   Darnach  nym  den 
unverruckten  zirckel  und  setz  jn  mit  dem  ein  fusz  in  den  punckten  •  d.  und 
mit  dem  andern  reisz  durch  die  zwen  zirkelrysz,  und  jre  bede  Ceutro, a.b, 
und  wo  die  zwen  runden  risz  durchschnytten  werden,  da  setz.«./.  Aber  wo 
die  aufrecht. cd. durchschnytten  wirdet,  da  setz  ein.^.  Darnach  zeuch  ein 
gerade  lini. ß.^. gar  hinausz  bysz  an  die  zirckellini,  da  setz  ein. A. darnach 
zeuch  ein  andre  gerade  lini./*.^.bisz  an  die  zirckellini  da  setz  ein. t. zeuch 
darnach .  i .  a .  und  ,h.b.  gerad  zusamen,  so  werden  drey  seyten  des  fünfeeks, 
und  von  dann  lasz  zwu  gleich  seyten  lang  vom. t.A. oben  zusam  reichen,  so 
wirdet  ein  fünfeck,  wie  jch  das  unten  hab  aufgeryssen.**  (Es  möge  bemerkt 
werden,  dass  Dürer 's  Originalfignr  mit  Ausnahme  von  a  und  b  keinen  der 
im  Texte  angeführten  Bachstaben  wirklich  aufweist.) 

Die  Genauigkeit,  welche  man  durch  diese  Construction  erreicht,  ist 
nach  Chasles  (s.  o.  S  3)  durch  folgende  Angaben  bestimmt.   Es  ist 

iLa6Ä  =  Z-iö6=l07»2'} 

Z-ÄÄc  =  Lcia  =  108*^22'; 

Lbci=l09^\2'. 

Wir  sind  durch  diese  Fünfecksconstructionen  auf  ein  nicht  uninteressantes 

Specialcapitel  der  geschichtlichen  Entwickelung  der  Geometrie  gekommen, 

dem  wir  deshalb  noch  einige  Worte  widmen  wollen. 

§7. 

Wir  meinen  die  Construction  geometrischer  Probleme  mit  ein  und  der- 
selben Zirkelöffnung.  Diesen  Gedanken  verfolgten  bereits  lange  Zeit  hin- 
durch verschiedene  Mathematiker,  und  so  hat  sich  auch  Chasles  genöthigt 
gesehen,  diese  Sparte  geometrischer  Thätigkeit  mit  einigen  Worten"  zu 
berühren.  Da  jedoch  daselbst  der  Gegenstand  nur  sehr  fragmentarisch 
behandelt  ist,  neuere  Historiker  aber  gar  nicht  von  demselben  gehandelt  zu 


\'l)  Dürer,  Uuderweybuog  etc.,  Nürnberg  1525,  8.  54. 
13)  Chasles,  S.  2Ii. 
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haben  scheinen,  so  ist  wohl  eine  Abschweifung  berechtigt,  welche  eine 
gedrängte,  aber  zusammenhängende  Darstellung  aller  hierher  gehörigen 
Thatsachen  zum  Zwecke  hat. 

Man  hatte  lange  geglaubt ,  dass  derartige  Bestrebungen  zuerst  bei  den 
italienischen  Qeometern  des  16.  Jahrhunderts  zu  finden  seien,  allein  Wo  p  ck  e 
hat,  wie  bei  so  manchen  anderen  Oelegenheiten,  auch  hier  das  Richtigere 
nachgewiesen,  indem  er  die  ersten  Spuren  solcher  Aufgaben  bei  den  Ara- 
bern entdeckte;  ja,  derselbe  ist  sogar  *^)  nicht  abgeneigt,  in  den  Arbeiten  der 
Italiener  arabische  Einwirkungen  zu  erkennen.  Bs  ist  der  auch  sonst,  z.  B. 
in  der  Entdeckungsgeschichte  der  Mondes  Variation  mehrfach  genannte  ara- 
bische Mathematiker  Abul-Wafa,  der  sich  solche  Aufgal^en  stellte,  und 
zwar  unter  verschiedenen  Umständen.  Während  er  zuerst  nämlich  nach 
Wöpcke's  Angabe  irgend  eine  der  in  der  Figur  bereits  vorliegenden 
Strecken  als  Mass  der  Zirkelöffnung  benützte,  löste  er  später  die  Aufgaben 
auch  mit  einer  willkürlich  gegebenen  Länge  ^).  Indem  derselbe  so  sämmt- 
liche  Fundamentalprobleme  in  dieser  Weise  erledigte,  konnte  er  natürlich 
denselben  Auflösungsmodus  auch  auf  jedes  andere  willkürlich  gegebene 
Problem  übertragen  —  diejenige  Classe  von  Aufgaben  selbstverständlich 
ausgenommen ,  wo  die  Beschreibung  zweier  oder  mehrerer  Kreise  von  ver* 
achiedenem  Halbmesser  verlangt  wird. 

Wie  Libri")  bemerkt,  war  Leonardo  da  Vinci  der  erste  Abend- 
länder, welcher  in  diesem  Sinne  arbeitete;  leider  bt  kein  Zeugniss  davon 
auf  uns  gekommen.  Ihm  folgte  Cardänus,  dessen  ganzer  Geistesrichtung 
diese  Specialität  besonders  zusagen  musste.  Nachdem  er  von  Proclus 
gesprochen,  dessen  Arbeiten  nicht  direct  die  Förderung  der  Wissenschaft 
anstrebten,  gleichwohl  aber  an  sich  von  Interesse  seien,  fährt  er ^^)  fort: 
fflgitur  cormmÜi  argumenio  quäle  fuit  Prodi,  ostentatione  polius  juvenili ,  quam 
utilitaie  manifesta ,  tum  ego,  tum  Ludovicus  Ferranius  paucis  in  diebus  invenimuSf 
quonam  pacta  quaecunque  ab  Euclide  demonstraniur,  variata  circini  latitudinej  ä 
nobis  sub  quacunque  latitudine  illius  ä  contradicente  proposita  invariabilique,  prae- 
ter circulorum  solam  inscripUonem,  ac  circumscriptionem,  perfecie  ä  nobis  poisenl 
osletidi,''  So  lösten  C  ar  dan  und  sein  getreuer  Schüler,  der  sich  hier  ebenso 
von  Ersterem  inspirirt  zeigt,  wie  bekanntlich  bei  der  Auflösung  der  biqua- 
dratischen Gleichungen,  alle  elementaren  Aufgaben  der  PlaninwBtrie,  zuletzt 
auch  die  achte  im  ersten  Buch  des  Euclid:  aus  drei  gegebenen  Strecken 
als  Seiten  ein  Dreieck  zu  bilden'^).    Hiermit  konnte  das  Ziel,  welches  sie 


14)  W  ö  p  c  k  e ,  Recherches  sur  Chuloire  des  seiences  mathimaliques  chez  lei  orientaux, 
Paris  1855»  S.  5. 

15)  Ibid.  S.  10. 

10)  Libri,  Histoire des scienceit ntathAnatiques en liuiie,  Paris  1 840.  Tome lU,  S\\ 22« 

17)  Hieronymi  Cardani  de  suötititale  iibri  XXI,  Hasüeae  1553,  S.  472. 

18)  Ibid.  S.  479. 
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sich  steckten ,  als  erreicht  betrachtet  werden.  Von  manchen  Seiten  '*)  wird 
die  Sache  so  dargestellt,  als  ob  eine  Aufforderung  seines  Bivalen  Tar- 
taglia  für  Card  an  die  Ursache  gewesen  sei,  welche  ihn  zu  seinen  Unter- 
suchungen bestimmte;  indess  erwähnt  hiervon  weder  er  selbst  etwas,  aoch 
ancht  hut  dies  Li  bri.  Dieser  Letztere  erwähnt  allerdings,  dass  Tartaglia 
aach  dieser  Gattung  von  Aufgaben  nicht  fremd  geblieben  sei,  weiss  aber 
nichts  davon,  dass  dieselbe  in  dem  bekannten  Wettstreite  zwischen  ihm  and 
Üardan  eine  Rolle  gespielt  habe^. 

Zu  einer  eigentlichen  Theorie  ward  der  uns*hier  interessirende  Gegen- 
stand erst  ausgebildet  durch  Benedictih  aus  Venedig,  welcher  die  An- 
regung dazu  wqhl  von  seinem  Lehrer  Tartaglia  erhalten  hatte.  Derselbe 
legte  seine  Forschungen  in  einem  eigenen  Werke  nieder'^);  nach  der  Ana- 
lyse, welche  Libri^j  hiervon  giebt,  mnss  man  dem  Verfasser  allerdings 
^tosse  Sagacität  zuerkennen.  Die  gleichzeitigen,  bezüglich  früheren  Spuren, 
welche  wir  von  ähnlichen  Tendenzen  in  Deutschland  bei  dem  Verfasser  der 
„Geometria  deutsch''  und  bei  Albrecht  Dürer  treffen,  stehen  wohl  in 
keinem  Zusammenhang  mit  den  italienischen  Arbeiten;  umgekehrt  aber  ent- 
gingen Erstere  nicht  der  Aufmerksamkeit  ihrer  südlichen  Nachbarn,  wie 
denn  auch  die  Werthe  für  die  Winkel  des  Dürer^schen  Fünfecks »  welche 
wir  oben  {§  6)  nach  Ghasles  anführten,  bereits  von  dem  nämlichen  Bene- 
dictis  berechnet  worden  sind.  Dieselbe  Aufgabe,  welche  für  die  damalige 
Zeit  ebenso  schwierig  war,  als  sie  uns  jetzt  leicht  erscheint,  wurde  auch  von 
Clavius")   behandelt  und  gelöst. 

Seit  jener  Zeit  treten  uns  häufig  einzelne  Probleme  der  genannten  Art 
bei  den  verschiedensten  Mathematikern  entgegen,  ohne  doch  nach  Bene- 
dictis*  umfassender  Arbeit  noch  ein  besonderes  Interesse  erwecken  zu 
können.  Eine  Ausnahme  macht  der  auch  sonst  durch  manche  originelle 
Ideen  ausgezeichnete  Daniel  Schwenter,  dessen  wir  in  dieser  Be- 
ziehung schon  bei  einer  früheren  Veranlassung  Erwähnung  thaten^).  Der- 
selbe sucht  auch  über  die  von  allen  Autoren  anerkannte  Einschränkung 
hinauszukommen,  welche  Card  an  (s.  o.)  mit  den  Worten  charakterisirt: 
„Praeter  circulorum  solam  inscripiionem  et  circumscriptionem»^^  Um  nämlich 
die  neunte  Aufgabe  des  andern  Theiies  seiner  „Erquickstunden"  —  «Mit 
einem  unverfuckten  Circul  grosse,  kleine  und  mittelmässige  Circul  zu  reis- 


19)  Egen,  Handbuch  der  allgemeinen  Arithmetik,  2.Theil,  Berlin  1849.  8.206. 

20)  Libri,  8.159.  '     , 

21)  Benedictis,  Resoluiio  omnium  Euclidis  problematumy  aliorwnque  adhoc neeessa^ 
rio  inoentorutttj  una  tantummodo  circini  data  aperttera,  Venetiae  1553. 

22)  Libri,  S.2ö6agg. 
2H)  Chasles,  8.625. 

24)  Günther,  Beiträge  zur  Erfindungsgeschicbte  der  Ketlenbrücbe,  Weissen- 
bürg  1872.    S.  21. 
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sen**  —  zu  lösen,  nimmt  er  die  Stereometrie  zu  Hilfe  und  schlägt  vor*^}, 
entweder  die  Zirkelspitze  auf  den  Scheitel  eines  geraden  Kreiskegels  zu 
stellen,  oder  aher  auf  der  Ebene  eine  Senkrechte  zu  errichten  und  auf  dieser 
eine  Entfernung  h  von  der  Ebene  so  zu  markiren,  dass,  wenn  man  aus  die- 
sem Punkte  mit  der  gegebenen  Oeffnung  a  einen  Kreis  beschreibt,  diesem 
Kreise  der  ebene  Radius  r  zukommt,  d.  h.  es  muss  nach  ihm 

sein.  In  der  That  wird  sich  4i^s  Auskunftsmittel  so  lange  bewähren ,  als 
r  >  a  ist;  für  alle  anderen  Werthe  ist  die  Aufgabe  absolut  unlösbar. 

Als  spätes  Nachspiel  sei  noch  auf  eine  Methode  verwiesen,  welche  der 
Jesuit  Kochanski  zur  Construction  der  Zahl  n  angab'*);  derselbe  setzt 


f=/«+('-i%)'  , 


Jedoch  scheint  der  Erfinder  selbst  die  Eigenthümlichkeit  seines  Verfahrens» 
nur  einer  einzigen  Zirkelöffnung  zu  bedürfen,  gar  nicht  beachtet  und  erst 
neuerlich  Kunze*')  auf  dieselbe  aufmerksam  gemacht  zu  haben. 

Es  ist  bekannt,  wie  gross  die  Umgestaltung  ist,  welche  in  neuerer  Zeit 
Steiner*^)  in  diesem  speciellen  Wissenszweige  hervorrief,  und  es  wurden 
dadurch  jene  älteren  Leistungen  ganz  in  den  Hintergrund  gedrängt.  Ganz 
abgesehen  vom  historischen  Standpunkt  ist  dies  jedoch  sogar  didactisch  un- 
richtig, indem  diese  Aufgaben  in  ihrer  scheinbar  veralteten  Behandlungs- 
weise  ein  ausgezeichnetes  Mittel  zur  Schärfung  des  geometrischen  Sinnes 
für  Viele  abgeben,  die  der  projectivischen  Behandlungsweise  Steiner^s 
noch  zu  wenig  mächtig  sind. 

§8. 
J^ehren  wir  nach  diesem  Excurs  wieder  zu  unserem  eigentlichen  Thema 
zurück.  Die  Regel,  welche  unser  Verfasser  zur  Verzeichnung  des  regulären 
Siebenecks  giebt,  treffen  wir  sowohl  bei  Albrecht  Dürer,  als  auch  bei 
allen  späteren  Schriftstellern  wieder,  welche  geometrische  Handgriffe  lehren. 
Gewöhnlich  wird  sie  allerdings  anders  ausgedrückt,  indem  man  sagt:  „Die 
Siebenecksseite  ist  die  Hälfte  der  Dreiecksseite. *^  Offenbar  ist  diese  Regel 
mit  der  unsrigen  identisch ,  indem  ja  im  gleichseitigen  Dreieck  alle  Höhen 
gleichgross  sind.  Man  scheint  bisher  Dürer**)  für  den  Erfinder  gehalten  zu 
haben;  auch  Keppler  ist  wohl  dieser  Ansicht,  wenn  er  in  der  „Harmonice 


25)  Sckwenter,  Delieiae  physico - matkematicae,  Nürnberg  1 636,  S.  1 3 1 . 

26)  Kochanski f  Observaiioti^s  cyctometricae,  ad  facüitandctm  pnmin  af^comofiatae* 
Ada  Eruditorum,  lApsiae  1^5.     8.  397. 

27)  Kunee,  Lehrbach  der  Geometrie,  Jena  1851.  S.  279. 

28)  Steiner,  hie  geometrischen  Constnictionen,  ausgeführt  mittels  der  geraden 
Linie  nnd  eines  festen  Kreises,  Berlin  1833. 

29)  Dürer,  Underwejrsnng  etc.,  S.  53. 
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ffifiluft*"')  sagt :  ,,. . .  quas  vel  ipsa  solltrHor  mechamea  reftUety  cum iamen Media- 

nices  caussa  obtrudantwr  Juveniuii,  ui  cum  septanguH  latus,  ab  Alberto  Durero 

poniiur  aequale  semi  lateri  trigonico.^^  KSstner  hat  den  durch  die  Vorschrift 

bedingten  Fehler  berechnet  und  findet  den  Centriwinkel  gleich  51*19'l4'' 

sUtt 

=  6i»25  43  . 

7 

Der  Fehler  ist  somit  fltir  gewöhnliche  Zeichnungen  sehr  nnbetrachtlich"). 

Derjenige,  welcher  zuerst  auf  diese  Regel  verfiel,  wurde  offenbar  durch 
die  BemerlsuDg  geleitet,  dass  die  halbe  Dreiecksseite  nur  nm  wenig  kleiner 
ist,  als  der  Radius,  welcher  sich  genau  sechsmal  auf  der  Peripherie  abtragen 
lässt.  Es  möge  hier  jedoch  anhangsweise  gezeigt  werden ,  wie  man  auch 
rein  geometrisch  zu  dieser  Construction  gelangen  könne. 

Es  sei  A  (Fig.  11)  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom  Radius  1,  BK  die 
Seite  des  darin  beschriebenen  regulären  Dreiecks,  /  deren  Mitte.  Man 
mache  BF^=-BJ,  ziehe  AB  und  AF  Mxxdi  halbire  den  Winkel  ß^/"  durch  die 
Gerade  AB,  welche  BF  in  E  schneidet.  Ferner  trage  man  EH  =  BE  ab,  so 
dass  auch  BH=^  BB  wird,  fälle  von  H  auf  AB  die  Senkrechte  HG  und 
ebenso  von  A  auf  die  verlängerte  BH  die  Senkrechte  AC, 

Alsdann. beachte  man  die  nachstehende  Relation.  Es  ist  offenbar  sehr 
nahe  richtig 

^3  (^  13  —  2)  _  y/ii  (^^  —  2)       1/3 

4f/8  — 2^H  ®  ^ 

oder  ausgerechnet 

18  =  5^13,  324  =  325. 

Nun  ist  nach  Construction  BF  =i  BJ  =^  - — ,  also 

2 

BE^iBF=:>^. 

4 

Hieraus  ergiebt  sich     _^ 

r  lö         4  4 

Durch  Suhtraction  folgt 

2  2        ' 

ferner  ist 

•> 

Nun  sind  die  beiden  Dreiecke  .4  CiT  und  ^JS;^  ähnlich ;  folglich  besteht  di^ 
Proportion 


i 


30)  Keppleri  Opera  omnia  ed.  Frisch,  FoL  V.  Francofurti  tt  Erlangae  1864. 

31)  Kästner,  Geometriüche  Abhandlungen,  I.  Theil,  Göttingen  1780,  S.  240. 


Zar  Oeschichte  der  deutschen  Mathematik  etc.  t3 

ACxAH^BEiBH^  BEiBD, 
"Woraus  sich  _ 

berechnet.    Zieht  man  ebenso  die  ähnlichen  Dreiecke  AGH  and  AEB  in 
Betracht,  so  findet  man 

HG:AB=  BE:Aß  =  ßE:l, 
and  hieraas  .-     .~ 

8 

Vergleicht  man  die  oben  anfgestellte  Beziehung  mit  diesen  Resnltaten,  so 
.kann  man  jetzt  anch  schreiben 

AC=HG'\-  BE. 

Es  existirt  aber  ein  von  Weihranch  angegebenes  Theorem,  dessen  Um- 
kehrnng  man  folgendermassen  aassprechen  kann"):  ,,Es  sei  dasElemen^r- 
dreieck  eines  regnlären  Vielecks  gegeben  and  mit  dessen  Orandlinie  ein 
Kreis  am  einen  der  Basispankte  beschrieben,  welcher  den  gegenttberliegen- 
den  Schenkel -in  einem  zweiten  Pnnkte  schneidet,  so  dass  ein  neaes  stumpf- 
winkliges Dreieck  entsteht.  Hat  dieses  neue  Dreieck  die  Eigenschaft,  dass 
seinis  grössere  Höhe  der  Snmme  der  beiden  kleineren  gleich  ist,  so  ist  das 
genannte  Polygon  das  reguläre  Siebeneck." 

Wie  wir  sehen,  trifft  dies  hier  zu;  es  ist  also  BD  die  Seite  des  Vier- 
zehnecks and 

BF=BJ  =  lBi^ 

die  Seite  des  Siebenecks.    Hierbei  sind  wir  von  der  nar  sehr  wenig  anrieh* 

tigen  Annahme  der  Gleichung 

324  =  325 

ausgegangen.    Diese  Ableitung  dürfte  einige  Beachtung  verdienen. 

§»• 

Der  dem  Siebeneck  folgende  Abschnitt  unserer  Schrift  beschäftigt  sich 
mit  der  Construction  des  regelmässigen  Achtecks.  Waren  die  Näherungen 
des  Verfassers  bisher  auch' ziemlich  genau  und  durch  den  Umstand  berech- 
tigt, dass  die  exacte  Verzeichnung  theils  überhaupt  nicht  möglich,  theils 

« 

doch  nur  weit  complicirter  zu  bewerkstelligen  war,  so  schien  er  doch  die 
eigentlichen  Methoden  nicht' zu  kennen.  Beim  Achteck  jedoch  ist,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  die  von  ihm  gegebene  Construction  streng  richtig  und 
zugleich  die  einfachste,  wenn  man  ohne  Zuhilfenahme  des  umschriebenen 
Kreises  verfahren  will. 

Für  die  Zahl  n  kennt  der  Verfasser  nur  den  archimedischen  Nähe- 
rungswerth  3|;  eigenthümlich  ist  die  Art  und  Weise,  wie  er  zur  Darstellang 


32)  Weihrauch,  Geometrischer ^ats,  Archiv  d. Math.  u. Phya.  48.  Theil,  8.110. 


14 


Historisch- literarische  Ahtheilnng. 


dieser  Zahl  sich  dreier  ganz  aasgezogener  Kreise  bedient.  Die  n&cbste 
Aufgabe  and  ihre  Lösung  sind  ohne  besonderes  Interesse,  insofern  der  Ver- 
fasser hier  auf  dem  Boden  der  otoixHa  steht.  Dagegen  repräsentirt  Nr.  8 
durch  ihre  grosse  Ungenauigkeit  die  frühe  Zeitepoche,  welcher  Vergleich- 
ungen  von  Fl&chenräamen  noch  lange  hinaus  grosse  Schwierigkeit  bereite- 
ten; der  Inhalt  des  Dreiecks  ist,  seine  Seite  =1  gesetzt, 

0,4430..., 
dagegen  die  des  Quadrates 

0,4444 .... 

Die  beiden  letaten  Aufgaben  haben  fUr  den  Historiker  höchstens  insofern 
einige  Bedeutung,  als  sie  das  Bestreben  der  Zeit  charakterisiren,  das  Schöo- 
heits-  und  Zweck mftssigkeitsgefühl  geometrisch  zu  unterstützen,  ein  Be» 
streben,  das  sich  besonders  auch  in  Albrecht  Dtirer's  Versuchen  zur 
Verbesserung  der  Buchstaben  ausspricht.  Negativ  könnte  man  aus  Nr.  9  viel- 
leicht einen  Anhaltspunkt  für  die  frühe  Abfassungszeit  des  Buches  herleiten, 
indem  Stech-  (d.  i.  Tournier-)  Helme  bereits  in  der  zweiten  Hälfte  des 
seohssehuten  Jahrhunderts  gans  ausser  Gebrauch  kamen,  während  gerade 
au  finde  des  fünfsehnten  die  Tourniere  eine  Haoptbelnstigung  der  reichs- 
•tädtisehen  Patriaierfamilien  abgaben. 

Anmerkung.  Nach  Beendigung  dieses  Aufsatzes  erhielten  wir  die 
neueste  Nummer  dieser  Zeitschrift.  Curtze  bemerkt*^  darin,  das«  die 
beiden  Werke,  welche  wir  oben  bezüglich  als  ersten  und  fünften  Bestand- 
theil  des  beschriebenen  Sammelbandes  angaben,  gewöhnlich  vereinigt  an- 
getroffen werden,  so  dass  also  ihr  Beisammensein  hier  kein  ganz  zufäl 
Hges  ist« 


%Ha)  Cmrixt.  Hthifüime  ropmicmmme,  Zeitschr.  f  Math.  n.  Phrs.   WK  Jahrft,  S.4Ö.3. 


Recensionen. 


Beriehnngen    zwisohen    Determinanten    and    Kettenbrttohen«      Von   Dr. 
ViNOBNZ  Nachreiner.    München,  akademische  Bnchdruckerei.  1872. 

Die  vorliegende  Inauguraldissertation  ist  zugleich  eine  gekrönte  Preis- 
scbrif^,  indem  sie  ein  von  der  Münchener  philosophischen  Facultät  im  Jahre 
1871  gestelltes  Thema  behandelt.  Da  Schriften  dieser  Art  durch  den  Buch- 
handel nur  wenig  verbreitet  zu  werden  pflegen,  so  ist  es  wohl  angezeigt, 
dieselbe  hier  etwas  eingebender  zu  besprechen. 

Es  muss  anerkannt  werden ,  dass  die  Schrift  viel  Neues  und  Interes- 
santes bringt  und  in  manchen  Beziehungen  die  Theorie  der  Kettenbrüche 
wesentlich  fördert.  Dagegen  ist  es  als  ein  Nachtheil  zu  bezeichnen ,  dass 
die  Entwickelungen  des  Herrn  Verfassers  sehr  aphoristisch  gehalten  sind 
und  nur  das  durchaus  Nothwendige  geben.  Allerdings  ist  es  auf  diese  Weise 
möglich  geworden,  einen  so  bedeutenden  Stoff  auf  kleinem  Räume  darzu- 
stellen, allein  die  Lecture  ist  dadurch  erschwert.  Ferner  können  wir  uns 
mit  der  anscheinend  principiellen  Ausschliessung  aller  literarischen  Nach- 
weise durchaus  nicht  einverstanden  erklären.  Behandelt  man  in  dieser 
Weise  irgend  einen  Gegenstand  ganz  losgelöst  von  seiner  historischen  Ent- 
winkelung,  so  liegt,  abgesehen  von  einer  gewissen  Trockenheit,  auch  noch 
die  Gefahr  sehr  nahe,  schon  Gethanes  zu  wiederholen  —  wofür  denn  auch 
die  vorliegende  Arbeit  einen  Beleg  liefert. 

Der  Verfasser  nimmt  die  bekannte  Darstellung  eines  endlichen  Ketten- 
bruches durch  den  Quotienten  zweier  um  einen  Grad  verschiedenen  „Ketten- 
bruchdeterminanten'*  als  gegeben  an  und  liefert  dafür  einen  kurzen  Beweis. 
Logisch  wird  man  gegen  dieses  Verfahren  sicherlich  Nichts  einwenden  kön- 
nen; aber  die  ganze  Darstellung  erscheint  so  mehr  als  ein  isolirter,  künst- 
licher Griff,  während  bei  der  Auflösung  des  einen  jeden  Kettenbruch  be- 
dingenden Systems  trinomischer  recurrirender  Gleichungen  die  Determi- 
nanten sich  von  selbst  darbieten.  In  §  2  werden  einige  Fundamentalformeln 
der  Kettenbruch  lehre  in  eleganter  Weise  hergeleitet  und  besonders  auch 
ein  Beweis  für  die  bekannte  Relation 
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(^/^r-(i-/7vr' 
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geliefert.  Derselbe  isl  mehrfach  loteressaDt,  hat  aber  das  gegen  sich,  dass 
er  von  den  Determinanten  blos  einen  ganz  nebensächlichen  Gebrauch  macht, 
also  mit  dem  Titel  der  Schrift  nicht  im  Einklänge  steht.  Uebrigens  hat 
bereits  vor  30  Jahren  in  den  Abhandlangen  der  dänischen  Akademie 
Ramns  einen  mit  dem  hier  vorliegenden  fast  ganz  Übereinstimmenden 
Beweis  gegeben  —  hierauf  deuteten  wir  bereits  oben  hin. 

Der  dritte  Paragraph  behandelt  die  Transformation  der  Kettenbrüclie 
in  präciser  und  Übersichtlicher  Weise.  Bekanntlich  hat  znerst  Möbius 
ganz  allgemein  das  Problem  in  Angriff  genommen,  einen  Kettenbrnch  in 
einen  andern  von  weniger  Theilbrüchen  zn  verwandeln.  Sein  Calcnl  ge- 
staltet sich  jedoch  trotz  der  von  ihm  verwandten  Eni  er*  sehen  Algorithmen 
etwas  weitläufig,  und  es  tritt  hier  der  grosse  Vortheil  der  Determinanten - 
bezeichnung  recht  augenfällig  zu  Tage.  Es  folgt  weiter  die  Behandlung 
einer  Aufgabe,  welche,  wie  Referent  gezeigt  hat,  als  Verwandlung  eines 
aufsteigenden  Kettenbrnches  in  einen  absteigenden  bezeichnet  werden 
könnte;  Herr  Nachreiner  entnimmt  seiner  Lösung  auch  eine  Ableitung 
der  bekannten,  von  Euler  zuerst  aufgestellten  Transformationsformel 


«0  +  «I  *l  +  ^'t  Vi  ^t  +'"+  öfi^i  ^t  •  -^n-  1  ^n  = 


a. 


I  — 


a,a:, 


Oo  +  ^i^i~'-  •"" 


Die  drei  nächsten  Abschnitte  behandeln  die  Umformung  von  Ketten- 
brüchen in  Reihen;  allerdings  hat  sich  der  Verfasser  auf  endliche  Gebilde 
beschränkt,  aber  seine  Entwiekelungen  lassen  sich  leicht  unter  den  nöthigen 
Cautelen  auch  auf  eine  unendliche  GHederzahl  ausdehnen.  Heine  und 
Hankel  haben  nachgewiesen,  dass  Reihen,  welche  bezüglich  nach  ganzen 
positiven  und  ganzen  negativen  Potenzen  des  Arguments  x  fortschreiten, 
in  Kettenbrtiche  sich  verwandeln  lassen,  deren  allgemeine  Formen  bezüglich 


9?l|  X 


Ot 


m^x 


und 


x  +  b^± 


a. 


I—...  '    '"^^  +  ^t  +  .-- 

sind.   Herr  Nachreiner  kehrt  die  Aufgabe  um  und  lehrt  die  Kettenbruch - 
determinanten 
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nnd 
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n. 
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als  Reihen  darstellen.    Hierbei  wäre  ein  Eingehen  auf  die  verwandten  Ar- 
beiten der  beiden  erwähnten  Mathematiker  sehr  erwünscht  gewesen. 

Den  Schlass  des  Schriftchens  bildet  eine  Anwendung  der  Kettenbrnch- 
determinanten  auf  Integralrechnung  nnd  die  Umformung  des  bestimmten 
Integrals 


X 


.h' 


^ly 


0 


in  einen  unendlichen  Kettenbruch. 

Schliesslich  kann  Referent  nicht  umhin,  seine  Freude  über  die  trotz* 
mancher  kleinen  Mängel  gleichwohl  äusserst  tüchtige  Leistung  auszu- 
drücken ,  um  so  mehr,  als  die  darin  behandelte  Theorie  der  Kettenbruch- 
determinanten  sich  noch  nicht  überall  die  Anerkennung  erworben  zu  haben 
scheint,  welche  sie  unzweifelhaft  verdient. 

München.  Dr.  S.  Giinther, 


üeber  eine  besondere  Art  magischer  Quadrate.  Von  v.  Pessl,  k.  Gym- 
nasialprofessor. Programm  des  Gymnasiums  zu  Amberg.  Gedruckt 
bei  H.  V.  Train.    1872. 

Es  wird  gerechtfertigt  sein,  diese  Gelegenheitsschrift  einer,  wenn  auch 
sehr  ^  srspäteten,  Besprechung  zu  unterziehen,  da  dieselbe  einen  wichtigen 
Fortschritt  innerhalb  eines  allerdings  sehr  speciellen  Wissensgebietes  reprä- 
sentirt.  Seit  der  umfangreichen,  besonders  auch  das  historische  Element 
gebührend  berücksichtigenden  Zusammenstellung  von  Mo  11  weide,  welche 
im  Jahre  1S17  erschien,  ist  von  grösseren  Erzeugnissen  der  deutschen  Lite- 
ratur wohl  nur  die  Schrift  von  Hügel  zu  verzeichnen,  welche  zwar  man- 
cherlei Neues  enthält,  durch  ihre  Darstellungsweise  aber  weiterer  Verbrei- 
tung Hindernisse  bietet.  In  neuerer  und  neuester  Zeit  haben  sich  besonders 
englische  Mathematiker  mit  der  Lehre  von  den  magischen  Quadraten  be* 
schäftigt  und  den  Gegenstand  so  weit  gefördert,  dass  es  schwer  schien,  dem- 
selben eine  neue  Seite  abzugewinnen.  Gleichwohl  ist  dies  Herrn  v.  Pessl 
im  vollsten  Masse  gelungen. 

Bekanntlich  ist  das  magische  Quadrat  in  seiner  gewöhnlichen  Bedeu- 
tung durch  den  Umstand  charakterisirt,  dass  die  Summe  von  je  n  ein- 
geschriebenen Zahlen  in  horizontaler,  verticaler  und  diagonaler  Richtung 

RiBt.-lIt  AbtMg.  d.  Zeiibühr.  f.  Math.  u.  Pliys.,  XX,  1.  2 
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stets  die  nffmiiche  Zahl  ergeben  soll.  Herr  v.  Pessl  bemerkt  nun  mit 
Recht,  dass  diese  Bestimmnng  nicht  alle  vorhandenen  Zahlen  gleichmftssig 
berücksichtigt,  dass  vielmehr,  wenn  man  die  nöthigen 

Bedingnngsgleichangen  aufstellt,  einige  Zahlen  nur  in  zwei,  andere  in  drei 
und  eine  nnter  Umständen  sogar  in  vier  Feldern  auftreten.  Um  diese  ün- 
gleich artigkeit  aufzuheben,  erweitert  der  Verfasser  das  Problem  so,  das«  er 
zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  Quadrates  in  parallele  Kreisumfflnge 
verwandelt  und  so  gewissermassen  an  die  Stelle  des  magischen  Quadrates 
den  magischen  Cylindermantel  treten  lässt.  Ist  schon  diese  Erweiterung 
der  Aufgabe  interessant,  so  steigert  sich  das  Interesse  noch  durch  die  zu 
ihrer  Lösung  angewandten  Methoden,  welche  durchaus  keinen  rein  alge- 
braischen, resp.*  zahlentheoretischen  Charakter  tragen.  Dieselben  stützen 
sich  nämlich  vielmehr  auf  gewisse  Betrachtungen,  welche  man  sonst  gewöhn- 
lich nur  in  der  sogenannten  Topologie ,  bezüglich  linalysis  silus^  anzustellen 
pflegt. 

Kurz  zusammengefasst  behandelt  der  Verfasser  folgendes  Problem. 
Gesetzt,  es  sei  die  Mantelfläche  eines  geraden  Kreiscylinders  durch  je  n 
durch  die  Axe  hindurchgehende,  und  auf  derselben  senkrecht  stehende 
Ebenen  in  n*  congruente  Parallelogramme  getheilt.  Hebt  man  von  diesen 
eine  willkürliche  Anzahl  in  willkürlicher  Reihenfolge  heraus,  so  fragt  sich, 
wieviel  es  noch  unbestrichene  Felder  giebt,  d.  h.  solche,  welche  mit  keinem 
der  markirten  in  der  nämlichen  Horizontal-  oder  Verticalzeile  liegen  und 
auch  von  keiner  der  durch  die  Eckpunkte  jener  Parallelogramme  bestimm- 
ten Schraubenlinien  durchkreuzt  werden.  Ersichtlich  kann  man,  mit  Weg- 
lassung zufällig  vorhandener  Eigenthümlichkeiten,  die  Resultate  für  jede 
beliebige  geschlossene  Fläche  verwerthen,  welche,  nach  Riemann's  Defini- 
tion, den  Zusammenhang  l  hat. 

Die  Aufgabe  wird  für  den  Fall,  wo  n  eine  Primzahl  ist,  eingehend  dis- 
cutirt,  und  es  ergiet>t  sich  folgendes  elegante  Theorem :  Ist  n  eine  Primzahl, 
so  bilden  die  (n — l)(n — 3)  von  irgend  einem  Felde  eines  n  zeiligen  Qua- 
drates nicht  bestrichenen  Felder  (n  —  S)  Ketten  von  je  {n  —  1)  unter  sich 
weder  orthogonal,  noch  diagonal  zusammenhängenden  Feldern. 

Wie  mit  Hilfe  dieser  Ueberlegungen  die  Lösung  des  Hauptproblems, 
allerdings  vorläufig  nur  in  speciellen  Fällen ,  erzielt  wird,  kann  hier  nicht 
weiter  skizzirt  werden;  es  wird  das  Vorstehende  zum  Beweise  unsers  Aus- 
spruches dienen,  dass  ein  an  sich  interessantes  Capitel  der  Mathematik  durch 
die  hier  besprochene  Schrift  eine  bedeutende  Vervollkommnung  erfahren  hat. 

München.  Dr.  S.  Oi^NTHER. 
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Element»  der  analytischen  Geometrie  und  höÜeren  Analysk,  mit  beien- 
derer  Beruokaiohtignng  physikaUseker  Aufgaben.  Zam  Gebranek 
an  höheren  Lehranstalten ,  von  Prof.  Dr.  Hbbmamk  Klein  ,  Lehrer 
der  Mathematik  and  Physik  am  Vitzthum'schen  Gymnafiium  ait 
Dresden.  Mit  einer  Figurentafel.  Dresden,  Justas  Nanmann*»  Bueh- 
handlang  (Heinrich  Naumann).  8^  VIII  und  99  Seiten.  Ladenpreis 
l^Mark. 

Der  Verfasser  wünscht  sein  Werkchen  dem  letzten  mathematischen  and 
physikalischen  Unterrichte  auf  Gymnasien  und  wohl  höheren  Lehranstalten 
Überhaupt  zu  Grunde  zu  legen ,  wie  aus  der  Vorrede  hervorgeht.  In  dieser 
ist  als  Veranlassung  zar  Herausgabe  des  Schriftchens  die  Unzulänglichkeit 
der  gewöhnlich  vom  Schüler  erworbenen  mathematischen  Vorkeni^tnisse  zu 
der  durch  $  06  des  Regulativs  für  die  Gymnasien  im  Königreiche  Sachsen 
vorgeschriebenen  eingehenden  mathematischen  Behandlung  der  Statik  und 
Dynamik  angegeben.  Der  Herr  Verfasser  glaubt  mit  Recht,  dass  durch 
einen  kleinen  Schritt  in  die  höhere  Analysis  dem  Uebelstande  abgeholfen 
wird  und  die  Schwerfälligkeit  elementarer  Beweismethoden  durch  Einfach- 
heit und  gefällige  Kürze  in  der  Beweisführung  ersetzt  wird.  Auf  diese 
Weise  ist  das  Schriftchen  mit  dem  schon  durch  den  Titel  angegebenen 
Inhalt  zu  Stande  gekommen ,  welcher  speciell  Folgendes  unter  Zuziehung 
geeigneter  Beispiele  und  Aufgaben  umfasst. 

SS  1  — 19:  Analytische  Geometrie  der  Ebene  in  rechtwinkligen  und 
Polarcoordinaten ,  und  zwar  hauptsächlich  Bestimmung  eines  Punktes  und 
der  Entfernung  zweier,  Coordinatentransformation ,  Discussion  der  Gleick- 
ungen  ersten  und  zweiten  Grades,  Ableitung  von  Kegelschnittsgleichungen. 
SS  20 — 31 :  Höhere  Analysis,  und  zwar  über  Functionen  das  Allgemeine  und 
deren  Wachsthum^  sowie  die  Bildung  der  ersten  DifPerentialquotienten,  die 
unbestimmte  Integration,  Verlauf  und  Krümmung  der  Curven,  Rectification 
und  Quadratur,  Maxima  und  Minima.  SS  33  —  fiO :  Die  eigentlichen  mechani- 
schen und  physikalischen  Anwendungen  auf  InterferenzerscheinnAgen  und 
der  Beweis  des  Ohm*schen  Gesetzes,  Elasticität  mit  Festigkeit  ($S33— 43), 
Centralbewegung,  erweiterte  Untersuchung  der  Schwingungsbewegung  nach 
Helmholtz  (nebst  Fluorescenz  und  Combinationstönen)  etc. 

Ich  glaube  kaum»  dass  es  einen  gehörig  mathematisch  vocgehildeten  Leh- 
rer der  Physik  geben  wird,  weicher  nicht  gefällige,,  mit  Hilfe  der  Anfänge 
der  höheren  Analysis  gegebene  Beweise  deren  zeitraubenden  elementaren 
Umschreibungen  (mit  ängstlicher  Vermeidung  des  Namens  Differential)  vor- 
ziehen wird;  allein  ebenso  wenig,  glaube  ich,  wird  ein  solcher  seine  sofor- 
tige Zustimmung  zur  Einführung  der  EUemente  der  höheren  Analysis  in 
den  Schulunterricht  geben  können.  Mir  scheint  es  vielmehr  vor  Abgabe 
eines  bestimmten  Urtheils  noch  eines  strengen  Nacbveises  an  bedürfen, 
dass   die  vorgeschlagene  Aufnahme  des  neuen  Unterrichtsgegeostandes 
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praktisch  durchführbar  ist.  Wäre  der  Versuch  eines  solchen  Nachweises 
durch  die  Aufstellung  eines  ganz  detaillirten ,  Stunde  für  Stunde  der  ge* 
gebenen  Zeit  umfassenden  Lehrplanes  des  gesammten  mathematischen  ond 
letzten  physikalischen  Unterrichts,  oder  noch  besser  durch  Ausarbeitung 
eines  entsprechend  detaillirten  Leitfadens  mit  Angabe  der  Zeiteintheilang 
gemacht  worden,  so  würde  sich  daraus  vorerst  ersehen  lassen,  ob  sich  die 
Aufnahme  der  Elemente  der  höheren  Analysis  in  den  Schulunterricht  mit 
den  Vorschriften  des  Regulativs  über  mathematische  und  physikalische 
Lehrgegenstände  und  deren  Vertheilung ,  sowie  über  die  Lebrziele  in  Ein- 
klang bringen  Hesse. 

In  Ermangelung  eines  solchen  Nachweises  oder  seiner  Grundlagen  kann 
ich  auch  nur  bedingungsweise  ein  Urtheil  über  das  Schriftchen  des  Herrn 
Verfassers  abgeben.  Gesetzt  den  Fall ,  es  wäre  gelungen ,  die  Möglichkeit 
der  Aufnahme  der  Elemente  der  höheren  Analjsis  in  den  Schulunterricht 
überzeugend  nachzuweisen,  so  würde  ich  das  Schriftchen  des  Herrn  Verfas- 
sers für  geeignet  halten,  dem  Primaner  bei  der  Repetition  und  zur  Atif- 
frischung  der  ihm  durch  den  Vortrag  schon  bekannt  gewordenen  höheren 
mathematischen  Beweismittel  zu  dienen,  wünschte  aber  auch  in  diesem 
Falle  eine  gleichmässigere  Berücksichtigung  des  Physikalischen,  in  wel- 
chem auf  Kosten  der  Elasticität  und  Festigkeit  z.  B.  Schwerpunkt,  Träg- 
heitsmoment, Pendel,  Fernewirkung  elektrischer  Ströme  und  Magneten  unter- 
drückt worden  sind,  •        _     _ 

Dr.  Kahl. 


Hathamatisohe  Aufgaben  aus  der  Physik,  nebst  Auf lösnngen.  Zum  Ge- 
brauche an  höheren  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterrichte  be- 
arbeitet von  Dr.  phil.  Emil  Kahl.  Zweite  gänzlich  umgearbeitete, 
vermehrte  und  verbesserte  Auflage,  mit  allseitiger  Berücksichtigung 
des  metrischen  Masssystems.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Holz- 
schnitten. Leipzig ,  Verlag  von  B.  G.  Teubner«  1874.  8^  XII  und 
811  Seiten.   Ladenpreis  5  Mark. 

Bei  Herausgabe  der  ersten  Auflage  gegenwärtiger  Aufgabensammlung 
vor  einer  Reihe  von  j  ahren  hatte  ich  die  Absicht,  den  Schülern  einer  höhe- 
ren Lehranstalt,  an  welcher  ich  damals  thätig  war,  nach  Absolvirung  eines 
Cursus  über  Experimentalphysik  Anregung  zu  einem  wissenschaftlicheren 
Studium  der  Physik  und  tieferen  Eindringen  in  deren  Lehren  zu  geben. 
Die  Beschäftigung  mit  den  Aufgaben  sollte  den  Schülern  Gelegenheit  ver- 
schaffen, die  ihnen  durch  die  Vorträge  bekannt  gewordenen  physikalischen 
Kenntnisse  zu  reproduciren  und  durch  Anwendung  auf  den  concreten  Fall 
klar  zur  Entwickelung  zu  bringen,  wodurch  sie  am  besten  zum  wohlver- 
standenen Eigenthum  werden. 

Vor  circa  einem  Jahre,  längst  durch  die  Verhältnisse  der  früheren 
Lehrerthätigkeit  entrückt ,  kam  ich  wieder  auf  die  mir  liebgewordene  Be- 
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arbeitnng  einer  Aufgabensammlung  zurück,  daicb,  nachdem  die  alte  Auflage 
vergriffen  war,  statt  der  blossen  Durchsicht  eine  vollständige  Umarbeitung 
vorzunehmen  beschloss.  Eine  solche  empfahl  sich  besonders,  weil  die  aus- 
schliessliche Durchftihrung  des  inzwischen  eingeführten  Metermasses  Über- 
haupt umfassende  Umänderungen  noth wendig  machte,  weil  ferner  die  Fort- 
schritte der  Physik  und  einige  bei  der  ersten  Bearbeitung  gebliebene  Lücken 
zur  Ergänzung  aufforderten  und  endlich  weil  mir  die  Einstellung  von  mehre- 
ren numerischen  Beispielen  bei  jeder  Aufgabe  im  Interesse  der  die  Auf- 
gabensammlung benutzenden  Lehrer  geboten  schien. 

Bei  der  Neubearbeitung  sind  die  früheren  Aufgaben^  zu  deren  Auf- 
lösung die  Anfänge  der  höheren  Analjsis  erforderlich  waren,  weggelassen 
worden;  alle  in  die  zweite  Auflage  aufgenommenen  Aufgaben  erfordern  nur 
mathematische  Vorkenntnisse,  die  in  der  Algebra  nicht  über  die  Gleich- 
ungen dritten  Grades,  in  der  Geometrie  nicht  über  die  Anfänge  der  Stereo- 
metrie und  analytischen  Geometrie  hinausgehen.  Dagegen  ist  von  Haud  aus 
vom  Rechnen  mit  kleinen  Grössen  Gebrauch  gemacht  worden,  wie  es  häufig 
bei  der  Ausrechnung  von  Versuchen  und  bei  der  Theorie  von  Instrumenten 
vorkommt,  und  dies  hängt  mit  meinem  Bestreben  zusammen,  die  Zwecke 
der  praktischen  Physik  möglichst  im  Voraus  zu  berücksichtigen.  Inwiefern 
dies  ausgeführt  worden  ist,  zeigt  Vorrede  und  Inhaltsverzeichniss ,  auf  die 
ich  hiermit  verweise. 

Zum  Schlüsse  gestatte  ich  mir  noch  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
dass  diesmal  nach  den  buchhändlerischen  Erfahrungen  beim  Absatz  der 
ersten  Auflage  und  im  Interesse  der  Billigkeit  Aufgaben  und  Auflösungen 
in  einen  Band  vereinigt  worden  sind,  ferner,  dass  nach  erfolgter  Umarbei- 
tung eine  bessere  Ausnutzung  des  Raumes,  als  bei  der  früheren  Auflage 
möglich  wurde,  und  dass  die  geehrte  Verlagshandlung  in  höchst  dankens- 
werther  Weise  durch  eine  sehr  sorgfältige  äussere  Ausstattung  zu  Gunsten 
der  Benutzung  meiner  Aufgabensammlung  gewirkt  hat.  _^     ^ 

Ur.  J\.AHL. 
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Psendo-TrithemiiiB  und  Cam.  Leonardi. 

2.  Nachtrag  znm  Spec.  Astr,  des  Albertus  Magna»,  vergl.  Zeitschr.  f.  Math,  XVIII,  331. 

Veierum Sophorum  sigilla  ei  imagines  magicae.  E.Joannis  Triihem ii (!) 
Abbaiis  etc»  manuscripto  eruia,  1612  in  8®  erwähnt  Fabricins  {BiöL  laL  inf. 
unter  Job.).  Das  Schriftchen  ist  mit  einem  besonders  betitelten  nnd  pagi- 
nirten  Anhang  (Catalogus  rariorum  magico-cabbalistico  chymicorum,  studio  atque 
opera  Frid,  Roth  -  Scholzit)  wiedergedruckt  in  kl.  Octav  BerrenstadH  apud 
Sam.  Roth'Scholtzium  A,  1732,  enthält  48  Seiten  nnd  ist  in  7  Traetate  getheilt. 
Ich  vermutbe  einen  literarischen  Betrug  oder  wenigstens  ein  starkes  Plagiat 
des  ersten,  mir  unbekannten  Herausgebers.  Im  VI.  Tr.  S.  40  liest  man  :  Eoe 
Anno  1608  Mercurius  fortis  et  fortunatus  reperlus  est  circa  11.  Maß,..  Iterumque 
fortissimus  et  fortunatissimus  existel  circa  14  et  15 .  dient  mensis  Septembr,  Im  VII. 
Tr.  S.  46:  Fruslra  igitur  Alexandrei  ad  manifestas  qualitates  omnia  referre  conati 
sunt,  guod  Scalig  .  exerc  •  318  .  summae  ait  esse  impudentiae  etc.  Hier  ist  also 
ohne  Zweifel  Jul.  Caes.  Scaliger  gemeint,  dessen  Exoiic .  exercill  .lib.  XV 
de  subtilitate  1582  und  1607  gedruckt  sind. 

Die  ersten  V  Traetate  sind  mit  einigen  Umstellungen,  Weglassungen 
und  unbedeutenden  Zusätzen  fast  wörtlich  übereinstimmend  mit  Kap.  7 — 14 
des  Speculum  lapidum  ..  Camilli  Leonardi,  wovon  ich  die  Ausg.  4.  August. 
Vindel.  1533  benutze  —  die  erste  Ausg.  4.  Venedig  1502  citirt  E.  Narducci, 
Libro  de  le  virtudi  de  le  pietre  preziose^  Bologna  1860  S.  5,  25,  26  (vgl.  Sera- 
peum,  her.  v.  Naumann ,  1870  S.  295).  —  Eine  kurze  Nachweisung  des  Ver- 
bältnisses  wird  genügen,  die  Sache  im  Ganzen  zu  erhärten;  im  Einzelnen 
zeigt  sich  bei  Leonardus  ein  natürlicherer  Zusammenhang,  während  der 
Anonymus  allerlei  Vorbemerkungen  und  üebergänge  weglässt. 

S,  1^  bat  einen  ausfUbrlicheren  Titel :  Veterum  sophorum  sigilla  et  imagines 
magicae  secundum  nomina  Dei(!)  et  constellationes  astrorum,  cum  signatura  pla 
netarum  constituta,  Tractatus  I.  Sigilla  Raphaelis,  anfangend:  Draconis 
formosi  imago,  =  Leonardus  III  Kap.  14  f.  54  ..primo  de  his  guae  a  Ragiel 
positae  sunt,  nach  der  Vorbemerkung  (über  Ragiel  s.  Zeitschr.  f.  Math.  XVI 
S.  385).  —  Im  sogenannte^  grossen  Rasiel  f.  3*  erscheint  Uafael  dem  Noah. 
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S.  6  Tr.  II  Imagmes  $eu  Sigilla  Chaelis.  Hinter  fler  Vorbemerkung 
heisbt  es  hier  in  Parenthese :  Haec  verba  reperiunttir  in  ipso  lihro  ä  Chade 
conscripto  statim  in  principio.  Der  Anfang  bia  S.  10  entspricht  Leon.  f.  55 
bis  50^;  S.  10  {viri  juvenis  ien,  in  capite  coronam)  bis  12  enthält  einzelne  Stücke 
aus  den  sig.  Salomonis  bei  Leon.  60^  bis  62^  (s.  unten  V),  z.  B.  S.  12  Arieiis 
et  simul  Leonis,  bei  L.  62  et  semi  leonis.  —  Cbael  (Cethel  u.  s.  w)  ist  Be- 
zalel,  s.  Serapeum  1870  S.  306.') 

S.  13  Tr.  III  Sigilla  seu  imagines  Hermeiis ..  Hermes  lib.  quadripart. 
14(1)  has  commemorai  imagines.  Aber  S.  13  Hominis  imago  scufpia  in  diadockoc 
(so)  sianUs  etc,  bis  14  ist  der  Rest  aus  Chael  bei  Leon.  f.  56*  bis  58,  dennoch 
hier  zuletzt  S.  17:  „J7aec  Hermes"\  —  Ueber  die  15  Bilder  des  Hermes  bei 
Leon.  f.  62*  s.  Zeitschr.  f.  Math.  XVI,  385. 

S.  17  Tr.  IV  Imagines  seu  Sigilla  Theielis.  Tkeiel  [bei  Leon.  f.  58:  ui 
supra  diximtis]  veiusliss,  docior,  —  S.  18  zugesetzt :  Hacienus  Tkeiel. 

3. 19  Tr.  V  Imagines  seu  sigilla  Salomonis.  Veiusiissimus  invenius  est 
[bei  Leon.  f.  59*  veiusiissimum  ..  inveni]  libellus  in  deserlo  apud  filios  Israel,  qui 
quoniam  in  eo  multa  Salomonis  opera  reperiehantur,  Salomoni  fuU  asscriptus.  Bei 
Leonardus  kann  man  sich  noch  denken,  dass  der  von  ihm  vermuthete  Ver- 
fasser Salomon  sein  Buch  in  der  Uebersclirifr  auf  ein  von  den  Israeliten  in 
der  Wttste  verf^isstes  zurückführe;  aber  hier  finden  die  Israeliten  Bücher 
Salomon*s  in  der  Wüste.  Dieses  Beispiel  von  Anachronismus  ist  sehr  in- 
structiv  und  beachtenswerth ,  da  es  noch  immer  Leute  giebt,  welche  den 
Verfassern  solcher  pseudepigraphischen  Schriften ,  von  denen  das  Mittel- 
alter überschwemmt  worden,  noch  eine  Spur  von  chronologischem  Be- 
wusstsein  zuschreiben  —  wie  z.  B.  G.  Heine  {Bibliolheca  anecdoior.  Leipzig 
1848,  S.  241)  dem  angebl.  arabischen  Virgil  aus  Curdova,  welcher  wirklich 
Seneca,  Avicenna,  Averroes  und  Algazel  zu  seinen  Zeitgenosst^n  mavht, 
sowie  noch  Gallardo  {Knsayo  de  una  biblioleca  espnnola  Madrid  18G6,  im  Indice 
de  Manuscriios  de  la  biblioi.  nacional  p.  174)  die  Ansicht  mittheilt,  dass  jener 
angebliche  Araber  ein  Zeitgenosse  des  Avicenna  sein  soll,  während  der  an- 
gebliche Virgil,  der  sich  von  Geistern  belehren  lässt,  ohne  Zweifel  ein  spa- 
nischer Christ,  höchst  wahrscheinlich  Geistlicher,  zn  Ende  des  XIH.  Jnhrh. 
war.*)  —  Auch  hier  stimmt  das  angebl.  MS.  dos  Trithomius  S.  19  bis  21  Z-  3 
mit  Leon.  f.  59  bis  59^  Z.  8,  dann  S.  21  Z.  4  bis  S.  27  mit  dein  Rest  bei  L. 
f.  59^  bis  62*,  mit  WegUssung  dessen  ^  was  bereits  oben  unter  II  excerpirt 


1 )  Libroa  (?)  etiam  cuiusdam  judaei  phylosophi  nomine  cheief  in  descriptiotie  fapi- 
dum  etst  secuius  heisst  es  in  dem  (un vollst.)  Tract,  de  nafurvi  .nnimaliwu  von  einem 
Mönch  des  PrRdicantenordenH  im  XV.  Jahrhund.,  Cod.Qiessen  777  Uii  J.Val.  Adriau^s 
Calal.  4.  Francf.  1840  S.  2H3),  äImo  wird  das  Werk  sich  wohl  auch  über  das  Mineral- 
reich  erstrockt  haben? 

2)  Die  gegenwärtige  Notiz  ist  im  Juli  1871  geschrieben,  als  ich  Ilrn.  Professor 
Comparetti  Mittheiinngnn  über  den  Paeud«» -Virgil  machte,  vcrgl.  sein  iiizwisclien 
erschienenes  Werk:  FiryUio  nel  media  evo,  Firtme  1872.  Bd.  II  S.  \M, 
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war,  aiid  Einschaltung  von  Stücken  ans  dem  Abschnitt  bei  L.  f.  63:  Sigilla, .. 
a  fliversis  doctorihus,  quae  sigilla  hie  apposui  etc. 

Endlich  S.  27  ohne  Abtheilung  Igneae  triplicitntis  etc,  excerpirt  aus  L. 
Kap.  8  f.  49 — 60*,  und  8.  28  Saturni  figura  etc,  bis  S.  36,  entsprechend  Leon. 
Kap.  9 — 13  f.  50* — 54  (Kap.  8  — 12  sind  im  Texte  nicht  als  solche  bezeich- 
net, wohl  aber  im  Index).  M.  Steinschneider. 


Kecensionen. 


Zur  Oesehiohte  der  ITathematik  im  Alterthnm  und  Mittelalter,  von  Dr. 
Hermann  Hankel,  weil.  ord.  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
versität zu  Tübingon.  Leipzig,  1874.  Druck  und  Verlag  von  B.  G. 
Teubuer.    410  S. 

Hermann  Hankel  sah  die  historisch  mathematischen  Untersuch- 
ungen, mit  denen  er  sich  seit  seinen  Schuljahren  beschäftigte,  als  eine 
Erholung  von  seinen  eigentlich  mathematischen  Arbeiten  an.  So  erzählt 
uns  W.  V.  Zahn,  der  Jugendfreund  des  der  Wissenschaft  allzufrüh  in  dem 
Alter  von  34|  Jahren  Entrissenen,  in  dem  kleinen,  aber  inhaltreichen  Auf- 
satze: „Einige  Worte  zum  Andenken  an  Hermann  HankeP'  (Mathematische 
Annalen  Bd.  VII,  S.  583  —  590).  Wir  schicken  diese  aus  zuverlässigster 
Quelle  stammende  Behauptung  unserem  Referate  um  dessenwillen  voraus, 
weil  aup  ihr  die  ganze  Grosse  des  Verlustes  sich  ermessen  lässt,  den  die 
Mathematik  und  ihre  Geschichte  am  29.  August  1873  erlitten*  haben.  Wer 
aus  eigener  Erfahrung  die  Schwierigkeiten  historisch -mathematischer  For- 
schungen kennt,  vorausgesetzt,  dass  man  wirklich  quellenmässig  und  un- 
befangen und  nicht  in  blindem  Zutrauen  zu  irgend  einer  fremden  Autorität, 
oder  gar  zu  irgend  einer  eigenen,  aber  vorgefassten  Meinung  seine  Ent- 
scheidungen treffe,  der  wird  es  kaum  begreiflich  finden,  wie  als  blosse 
Erholung  gelten  kann,  was  die  volle  prodnctive  Geisteskraft  Anderer  in 
Anspruch  zu  nehmen  im  Stande  ist.  Wir  selbst  gestehen  gern  zu,  dass  wir 
von  vornherein  diesen  Ergebnissen  nebensächlicher  Beschäftigung  sehr 
misstrauisch  gegenübertraten.  Wir  glauben  dem  Todten  diese  Anerkennung 
zu  schulden,  denn  gerade  der  Gegensatz  unsers  anfänglichen  Misstrauens 
gegen  vermutheten  Dilettantismus  zu  dem  Gefühle  der  Bewunderung,  wel- 
ches sich  unserer  bemächtigte,  je  tiefer  wir  uns  in  das  zur  Benrtheilung  uns 
vorliegende  Buch  hineinlasen,  dürfte  das  Lob,  welches  wir  heute  ihm  unum- 
wunden spenden,  zu  erliöhen  geeignet  sein.  Auch  der  Umstand  dürfte  hier 
als  ins  Gewicht  fallend  hervorgehoben  werden ,  dass  wir  keineswegs  einem 
Buche  uns  gegenüber  befinden,  mit  welchem  wir  überall  und  immer  einver- 
standen sind.  Wir  werden  in  diesem  Referate  mehr  als  einen  Punkt  zu 
berühren  haben,  über  welchen  unsere  Ansicht  von  der  des  Verfassers 
wesentlich  abweicht,  und  wir  also  den  Verfasser  im  Unrecht  glauben.   Aber 
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streitige  Punkte  in  dor  Geschichte  der  Wissenschaften  wird  es  immer  geben, 
und  zwar  am  so  mehr,  als  die  Zeiten,  um  die  es'si/ch  handelt,  weiter  snrQck 
liegen,  und  die  Gegnerschaft  über  Einzelnes  schliesst  nicht  ans,  dass  man  den 
Gegner  schätze,  ja  sogar  ihm  eine  auf  Achtung  gegründete  Zuneigung  widme. 

„Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Alterthum  und  Mittelalter**,  so 
lautet  der  Titel  des  Buches,  über  welch<$8  wir  reden.  In  der  That  hätte  es 
schwer  gehalten,  eine  andere,  passendere  Bezeichnung  zu  finden.  Wir  haben 
08  nicht  mit  einem  Ganzen  zu  thun,  sondern  mit  grösseren  Abschnitten, 
welche  bestimmt  waren,  ein  Ganzes  dereinst  zu  bilden,  aber  leider  durch 
den  Tod  ihres  Verfassers  nicht  dazu  gelangten,  eine  ebenmässige  Verbin- 
dung unter  einander  zu  erhalten.  Ja  die  Abschnitte  selbst,  welche  wir  ▼er 
uns  haben,  sind  in  Ausarbeitung  und  Vollendung  nicht  übereinstimmend. 
Während  einige,  allerdings  die  grösseren  Capitel,  vollständig  druckreif 
waren  und  muthmasslich  in  dem  Zustande,  in  welchem  wir  sie  heute  vor 
uns  sehen,  in  die  von  Hanke  1  geplante  Geschichte  der  Mathematik  in 
einem  (?)  Bande  übergegangen  wären,  sind  andere  noch  unvollendet  und 
hätten  ebenso  muthmasslich  bei  der  Vereinigung  eine  ergänzende,  auch  wohl 
berichtigende  Umarbeitung  erfahren.  Haben  die  Herausgeber  deshalb  etwa 
Unrecht  gethan,  alle  diese  Beiträge  zu  veröffentlichen?  Unser  oben  aus- 
gesprochenes Gesammturtheil  bezeugt,  dass  wir  diese  Frage  durchaus  ver- 
neinen. Wir  können  bedauern,  dass  wir  nicht  mehr,  dass  wir  nicht  Alles 
haben,  aber  wir  danken  Denen,  die  uns  das  Vorhandene  nicht  vorenthielten, 
aus  welchem  wir  persönlich  und,  wie  wir  Überzeugt  sind,  gleich  uns  alle 
irgend  sachkundigen  Leser  vielfache  Anregung  und  reiche  Belehrung 
schöpfen.  Nicht  als  ob  dem  Verfasser  wesentlich  neue  Quellen  zu  Gebote 
gehtanden  hätten.  Wir  erkannten  in  den  meisten  Citaten  dieselben  Werke 
wieder,  welche  bei  Behandlung  der  gleichen  Perioden  uns  und  anderen 
Fachgenossen  gedient  hatten,  soweit  sie  zur  Zeit  unserer  Veröfi'entlichungen 
schon  erschienen  waren,  ja  zur  Benutzung  einzelner  dieser  Schriften  mögen 
wir  dem  Verfasser  Anlass  gegeben  haben ;  aber  Lesen  und  Lesen  ist  eben 
zweierlei,  und  Hermann  Hankel  hat  es  entschieden  verstanden,  sich  in 
den  Geist  alter  und  ältester  Schriftsteller  besser  hineinzulesen,  als  viele 
Andere,  sich  so  gut  hineinzulesen,  dass  er  an  nicht  wenigen  Stellen  wagen 
durfte,  Wiederherstellungen  vorzunehmen,  deren  Zutreffen  kaum  einem 
Zweifel  unterworfen  sein  dürfte. 

Wir  rechnen  hierzu  die  Beweisführung  für  die  Winkelsumme  des  Drei- 
ecks nach  Art  der  pythagoräischen  Schule  an  den  Einzelfällen  des  gleich- 
seitigen, des  gleichschenkligen  und  des  ungleichseitigen  Dreiecks*  (S.  95 


♦  Zur  Unterstützung  verweisen  wir  auf  eine  von  Hank  el  nicht  betgesogene 
Stelle  der  Geodäsie  des  Hcron  von  Byzanz,  die  Dreieckswtnkel  seien  die  Hälfte 
der  vier  Rechten  gleichen  Viereckswinkel.  Vergl.  Notice»  et  extraits  des  mamutcrüs 
de  la  Bibliolheque  imperiale,  Tome  XIX,  Partie  2,  paff.  36«*.    Patis  1858. 
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bU  97);  wir  lehneu  nicht  vollsUndig  ab  die  Vcrinuthuug,  Quadrat  uud 
llflteroinekie  ständen  in  der  Kategoricntafel  des  Aristoteles  als  Ersatz 
für  die  fehlenden  Kategorien:  Rationales  und  Irrationales  (S.  110  in  der 
Note);  wir  verweisen  aber  ganz  besonders  auf  das,  wie  uns  scheint,  mit 
grosser  Vorliebe  bearbeitete  Capitel:  Mathematik  der  Inder,  in  welchem  die 
Entstehung  der  cyklischen  Methode  (S.  201),  der  Beweis  für  den  Satz  vom  rech- 
ten Winkel  im  Halbkreise  aas  dem  Principe  der  Symmetrie  (S.  207)  dieEnt- 
stehung  de«  Werthes  Tt^J/Jo  (S.  216)  und  als  bedeutendste,  weil  am  Meisten 
gesicherte  Entdeckung  die  Unterscheidung  der  Tetragone  und  Trapeze  bei 
Brahmagupta  (S.  213)  uns  ebensoviele  freudige  Ueberraschungen  boten 
uud  uns  wenigstens  durchaus  überzeugten. 

Auch  in  einem  andern  historischeu  Punkte  sind  unsere  gegenwärtigen 
Ansichten  von  denen  Hanke Ts  weit  weniger  verschieden,  als  unsere  bei- 
derseitigen Veröffentlichungen  es  vermuthen  lassen,  wir  meinen  bezüglich 
der  Persönlichkeit  des  Pythagoras.  Wir  sind  schon  geraume  Zeit  von 
den  in  dieser  Beziehung  extremen  Ansichten,  welchen  wir  in  unseren  Mathe- 
matischen Beiträgen  zum  Gulturleben  der  Völker  huldigten ,  zurückgekom- 
men, und  wie  wir  diese  unsere  Bekehrung  wiederholt  in  Vorlesungen  über 
Geschichte  der  Mathematik,  sowie  im  persönlichen  Verkehr  mit  Fachgenos- 
sen  aussprachen,  ergreifen  wir  gern  die  heute  uns  gebotene  Gelegenheit, 
auch  im  Drucke  dasselbe  Zngeständniss  zu  machen.  Hankel  hat  ganz 
Recht,  wenn  er  (S.  330)  gegen  unsere  Bereitwilligkeit,  den  Erzählungen  der 
spätesten  Alexandriner  über  den  34  Jahre  langen  Aufenthalt  des  Pytha- 
goras im  Orient  und  den  sich  daran  knüpfenden  Sagen  Glauben  zu  schen- 
ken, polemisirt.  Diese  aus  Pietät  gegen  das  Röth*sche  Werk,  aus  welchem 
wir  sehr  viel  nnd  namentlich  die  Quellen  selbst  zuerst  kennen  lernten,  ent- 
standene Auffassung  haben  wir  längst  aufgegeben.  FQr  gesichert  halten  wir 
nur  den  vieljährigen  Studienanfenthslt  in  Egypten,  für  welchen  wir  nament- 
lich die  Busirisstelle  des  Isokrates  geradezu  als  zwingend  erachten  trotz 
der  Bemängelungen,  welche  diese  Stelle  erfahren  hat.  Wenn  Isokrates 
auch  absichtlich  Lügen  über  die  Persönlichkeit  des  Helden  seines  Panegy- 
rikus  erzählt,  so  schliesst  dieses  Geständniss  die  Glaubwürdigkeit  neben- 
sächlicher, jenem  Helden  gegenüber  ganz  gleichgiltiger  Dinge  gewiss  nicht 
aus;  ßusiris  wird  dadurch  ein  antikes  Stück  Geschichtsfälschung,  aber 
noch  lange  keine  Müuchhausiade.  Wir  können  heute  ferner  so  wenig  wie 
früher  die  Ueberzeugung  aufgeben,  dass  in  der  pythagorischen  Schule 
Lehren  vorgetragen  wurden,  welche  überraschende  Aehnlichkeit  mit  solchen 
Dingen  besassen,  denen  das  Griechenthum  zur  Zeit  Alexander  des  Grossen 
an  dem  zweiten  Mittelpunkte  ältester  Culturverbreitung  neben  Egypten  in 
Babylon  wiederbegegnete,  mag  auch  die  Art,  wie  jene  babylonischen  Ele- 
mente in  die  pythagorische  Lehre  eindrangen,  eine  räthselhafte  oder  min 
destens  eine  zweifelhafte  sein.  Wir  betonen  dabei  beute  noch  die  immerhin 
auffallende  Thatsache,  dass  derselbe  Jamblichus,  welcher  von  dem  Auf- 
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enthalte  des  Pythagoras  in  Babylon  erzählt,  ein  besonderes  Werk  über 
Babylon  verfasst  hat.  Wir  denken  in  diesem  unserem,  seit  mehreren  Jahrien 
modificirten  Glaubensbekenntnit-se  nicht  weit  von  dem  abzuweichen,  was 
Uankel  (S.  94) ,  was  aber  auch  Br  etschneider  (Die  Geometrie  and  die 
Geometer  vor  Euklides,  S.  07flgg.)  für  richtig  halten. 

Wir  haben  oben  bereits  gesagt,  dass  wir  neben  vielfacher  Zustimmung 
auch  nicht  unbedeutende  Meinungsverschiedenheiten  geltend  machen  wür- 
den. Wir  wollen  hier  einige  derselben  nach  der  Reihenfolge  der  Seitenzahl 
des  Hanke  1 'sehen  Buches  hervorheben. 

S«  37  wird  das  sogenannte  herodianische  System  griechischer  Zahlen- 
schreibung als  „noch  vor  Kurzem  wenig  bekannt^^  bezeichnet.  Diese  Be- 
hauptung dürfte  sich  kaum  rechtfertigen  lassen ,  nachdem  jene  Schreibart 
seit  dem  XVII.  S.,  von  Wallis,  Montfaucon,  Corsinus  an,  bis  zu 
Franz,  zuNess^lmann  und  zu  unseren  Mathematischen  Beiträgen  in 
einer  grossen  Reihe  von  Werken  erläutert  worden, 

S.  104  giebt  Hankel  zu,  dass  die  älteren  Pythagoriker  —  ein  Begriff, 
der  auch  bei  ihm  fast  bis  auf  die  Zeit  der  Akademie  hinabführt  —  sich  mit 
Summationen  von  Zahlenreihen  viel  beschäftigt  haben.  Ob  sie,  fahrt  er 
fort,  auf  die  höheren  Polygonal  zahlen  eingingen,  lässt  sich  nicht  constatiren. 
Wir  meinen  dagegen ,  es  lasse  sich  dieses  mindestens  in  hohem  Grade  ver- 
muthen,  und  beziehen  uns  dafür  auf  die  Existenz  einer  Schrift  des  Phi- 
lippus  Opuntius,  des  Schülers  von  Plato,  über  die  Polygonalzahlen, 
welche  Hankel  entgangen  zu  sein  scheint,  wiewohl  Bretschneider  (/.c. 
S.  76)  dieselbe  besonders  hervorhob.  Was  das  erstere  Zugeständniss  betrifft, 
so  können  wir  von  ihm  aus  um  so  weniger  von  der  Auffassung  abgeben, 
welche  wir  über  den  arithmetischen  Ursprung  des  erst  in  zweiter  Linie  geo- 
metrischen Lehrsatzes  von  den  Quadraten  der  Hypotenuse  und  der  Ka- 
theten uns  gebildet  haben.  Wir  bemerken  dabei,  dass  wir,  seit  wir  diese 
Darstellung  —  wie  wir  damals  glaubten,  als  ganz  neu  —  veröffentlicht 
haben ,  einem  früheren  Vertreter  ähnlicher  Ansichten  in  der  Literatur  be- 
gegnet sind.  J  u  1.  F  r.  Wu  r  m  hat  sich  nämlich  schon  1833  in  J  a  h  n '  s  Jahr- 
büchern, Bd.  IX  S.  02,  ausgesprochen  wie  folgt:  „Schwerlich  leitete  den 
Pythagoras  das  nach  ihm  benannte  geometrische  Theorem  auf  seine  arith- 
metischen Sätze,  sondern  umgekehrt  mögen  ihn  die  Beispiele  zweier  Qua- 
dratzahlen, deren  Summe  wieder  eine  Quadratzahl  ist,  auf  die  Relation 
zwischen  den  Quadraten  der  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  auf- 
merksam gemacht  haben.** 

S.  151  in  der  Anmerkung  heisst  es,  die  Quadratriz  rühre  vielleicht  von 
einem  gewissen  Hippias  her,  der  aber  sicherlich  nicht  der  Sophist  Hip- 
pias  aus  Elis  in  der  Mitte  des  V.  S.  sei.  Diese  Verneinung  ist'  uns  keines- 
wegs neu.  Hankel  selbst  hat  ihr  im  Bulletino  Boncompagni  für  1872,  S.  297, 
bei  Gelegenheit  eines  Referates  über  die  sogenannte  Geschichte  der  mathe- 
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matisch^n  Wissenschaften  von  Dr.  Heinrich  Suter  Ausdruck  gegeben. 
Ebenso  sprach  sich  Fried r.  Blas»  in  den  Neuen  Jahrbüchern  für  Philo- 
logie und  Pädagogik,  Bd.  105,  in  seinem  dort  (S.  27—35)  abgedruckten  Re- 
ferate über  Bretschneider  aus.  Dieselbe  Ansicht  vertritt  Fried  lein 
S.  8  seines  Programmes  von  1873,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik, 
III.  Gleichwohl  .können  wir  diese  Verneinung  nur  als  irrig  bezeichnen. 
Die  Gründe,  welche  wir  brieflich  schon  vor  mehr  als  Jahresfrist  gegen 
befreundete  Gelehrte  ausgeaprochen  haben,  sind  folgende.  Der  anonyme 
H i p p i a s  unserer  Gegner,  welcher  mit  Dinostratus  wegen  Erfindung  der 
Quadratrix  in  die  Schranken  tritt,  kann  keinenfalls  jünger  als  diese;:  sein 
Nebenbuhler  sein.  Dinostratus  war  aber  Bruder  dos  Menächmus,  des 
Lehrers  Alexander  des  Grossen  in  der  Mathematik,  kann  demnach  als  untere 
Zeitgrenze  für  Hippias  spätestens  das  letzte  Drittel  des  IV.  S.  bedingen. 
Als  Erfinder  der  Quadratrix  wird  uns  nun  Hippias  von  Proklus  genannt, 
und  zwar  an  zwei  verschiedenen  Stellen  S«  272  und  S.  356  nach  der  Fried  • 
I  ei  naschen  Ausgabe,  nach  welcher  wir  immer  citiren  werden.  An  der 
ersteren  Stelle  heisst  es,  Nikomedes  habe  die  Dreitbeilung  des  Winkels 
mittels  der  Conchoide  vollzogen,  Andere  haben  die  Aufgabe  mittels  der 
Quadratricen  des  Hippias  und  Nikomedes  gelöst,  wieder  Andere,  indem 
sie  von  den  archimedischen  Spirallinien  ausgingen.  Die  zweite  Stelle 
besagt,  Apollouius  zeigte  das  Eigenthümliche  jedes  Kegelschnittes, 
Nikomedes  dasselbe  für  die  ConclioideA,  Hippias  für  die  Quadratrix, 
Perseus  für  die  Spiren.  Aus  diesen  beiden  Stellen  lässt  sich  über  das 
Zeitalter  so  wenig,  wie  über  die  Persönlichkeit  des  Hippias  ein  unmittel- 
barer Schluss  ziehen.  Wollte  man,  wie  es  ja  nahe  genug  liegt,  die  Reihen- 
folge der  Namen  als  eine  chronologische  auffassen,  so  müsste  Hippias 
gemäss  der  ersten  Stelle  vor,  der  zweiten  wegen  nach  Nikomedes  gelebt 
haben,  überdies  heile  der  zweiten  Stelle  zufolge  nach  Apollonius,  also 
frühestens  am  Ende  des  III.  S.,  was«  wie  wir  safien,  für  Hippias  unmög- 
lich ist.  So  sind  wir  für*s  Erste  rathlos.  Glücklicherweise  besitzt  Proklus 
in  seinem  Commentar  zu  Euklid  die,  soviel  wir  wissen,  ausnahmslose  Ge- 
wohnheit, einen  Schriftsteller,  welchen  er  citirt,  sofern  Missverständnisse 
möglich  wären,  mit  deutlicher  Benennung  zu  Kchildern  und  später  nur  dann 
den  Namen  schlechtwog  zu  benutzen,  wenn  ein  vorhergegangenes  Citat 
jeden  Zweifel  unmöglich  machte.  Zeno  heisst  S.  199  von  Sidon,  später  nur 
Zeno;  Leodamas  heisst  S.  66  von  Thasos,  später  nur  Leodamas; 
Oinopides  heisst  S.  66  von  Chios,  später  nur  Oinopides;  Theätet 
heisst  S.  66  vou  Athen,  später  nur  Theätet;  Eudemus  heisst  S.  125  der 
Peripathetiker,  später  meistens  nur  Eudemus;  Hero  tritt  S.  41  neben 
Ctetfibius  auf,  als  dessen  Schüler  er  damit  charakterisirt  ist,  später  bald 
als  Hero  der  Mechaniker,  bald  als  Hero  schlechtweg;  Hippokrates  der 
Arzt  wird  S.  3S,  Hippokrates  von  Chios  S.  66  genannt.  Letzterer  tritt 
S.2I3  wiederholt  auf  und  wird  wieder  als  Hippokrates  von  Chios  bezeich- 
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net,  eine' negative  Bestätigung  unserer  Behauptung,  weil  der  alleinstehende 
Name  hier  zu  Missverständnissen  Anlass  geben  könnte.  Fragen  wir,  nach- 
dem diese  Gewohnheit  des  Proklus  festgestellt  ist,  ob  vor  den  beiden  oben 
augeführten  Stellen  noch  früher  ein  Hippias  vorkomme,  so  finden  wir  in 
der  That  8.65  üippias  von  Elis.  Ebenderselbe  muss  also  auch  später 
unter  Hippias  schlechtweg  verstanden  werden.  Zu  diesem  Beweise,  der 
uns  persönlich  völlig  genügen  würde,*  treten  aber  noch  ihn  ergänzende 
Umstände  hinzu.  Erstlich  dass  Hippias  von  Eiis  in  jener  der  Mathe- 
matikerchronologie des  Eudemus  angchörigen  Proklusstolle  S.  65,  wo  er 
genannt  ist,  als  Gewährsmann  dafür  auftritt,  dass  Mamerkns  oder  Arne- 
ristus,  oder  wie  der  Bruder  des  Stesichorus  geheissen  haben  mag,  hu 
yimiikitQlf  io^av  ikaße^  und  als  solchen  Gewährsmann  wird  Eudemus  doch 
woM  nur  benutzt  haben,  wer  von  Mathematik  Etwas  verstand.  Zweitens 
kommt  dazu  die  Art,  wie  Plato  sich  über  Hippias  von  Elis  äussert.  Mag 
Plato  auch  im  Ganzen  gegen  Hippias  sich  eingenommen  erweisen, 
zumeist  wohl  deshalb,  weil  dieser  aus  der  Wissenschaft  ein  Gewerbe  machte 
und  auf  seinen  Reisen  um  Geldeslohn  lehrte ,  die  Stellen  scheinen  uns  doch 
nicht  rein  ironisch  aufgefasst  werden  zu  können,  in  welchen  es  heisst :  „Was 
du  am  besten  verstehst,  was  die  Sterne  betrifft  und  was  am  Himmel  sich  zu- 
trägt? ...  Aber  Etwas  über  Geometrie  hören  sie  gern?"  {Hippias  major  285) 
oder  dass  Hippias  des  Rechnens  und  der  Rechenkunst  kundig  sei  vor  allen 
Anderen  und  kundig  auch  der  Messkunst  (Hippias  minor  367|  868),  oder 
endlich  „denn  die  anderen  Sophisten  beeinträchtigen  die  Jünglinge;  sie 
führen  dieselben,  die  von  den  Künsten  sich  abwendeten,  den  Künsten  wider 
deren  Willen  zu,  indem  sie  Rechenkunst  und  Sternkunde  und  Messkunst 
nnd  Musik  sie  lehren  —  und  dabei  warf  er  einen  Blick  auf  Hippias  — ; 
kommt  er  aber  zu  mir,  wird  er  über  nichts  Anderes  Etwas  lernen ,  als  wes- 
halb er  zu  mir  kam"  (Protagoras  318).  Wenigstens  stimmt  einer  der 
genauesten  Kenner  platonischer  Dialoge,  Karl  Steinhart,  mit  unserer 
Auffassung  Überein,  welcher  in  seiner  Einleitung  zum  grösseren  Hippias 
(Platon*8  sämmtliche  Werke,  übersetzt  von  Hieronymus  Müller,  mit 
Einleitungen  begleitet  von  Karl  Steinhart,  Bd.  I,  Leipzig  1850)  den 
Hippias  von  Elis  schildert:  „Dieser  ohne  Zweifel  in  der  jonischen  Natur- 
philosophie herangebildete,  gewiss  aber  auch  mit  der  Weisheit  der  italischen 
Eleaten  nnd  des  Empedokles  nicht  unbekannte  Mann  stand  in  der  Fülle 
nnd  Vielseitigkeit  seines  ethischen,  grammatischen,  geschichtlichen,  wie 
seines  naturwissenschaftlichen,  mathematischen,  astronomischen  Wissens 
auf  der  Höhe  der  Bildung  seiner  Zeit.'^ 


*  Wir  sind  8.  B. ,  auf  den  ganz  analogen  Ideengang  gestützt,  überzengt,  dass 
der  Philippas  8.305  identisch  mit  Phil ippus  von  Mende  S.  67  ist,  der  selbst- 
verständlich gegen  eine  voreuklidische  Fassung  des  Satzes  I,  lö  der  Elemente  pole- 
misirte. 
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S.  155  ist  aosPlutarch  der  Tadel  erwähnt,  mit  welchem  Plato  deu 
Eudoxus,  den  Arehytas  und  den  MeuAchmus  belegte,  weil  sie  die 
Verdoppelung  des  Körperraumes  auf  instrumentale  und  mechanische  Ver- 
fahrungsweisen  zurückführten.  Auch  hier  steht  Hankel  nicht  allein. 
Bretschn eider  (/.  c.  S,  143 flg.)  meint  auch,  das  P^actmn,  dasN  Plato  sich 
tadelnd  ausgesprochen  habe ,  könne  nicht  wohl  bezweifelt  werden.  Beide 
Historiker  fühlen  deu  Widerspruch,  in  welchen  dabei  Plato  gegen  seine 
eigene,  viel  rober  instrumentale  Lösung  des  delischen  Problems  geräth,  und 
suchen  ihm  durch  die  Annahme  zu  entgehen,  Plato  habe  eigentlich  nicht 
die  mechanische  Würfelverdoppelung  getadelt,  sondern  die  mechanische 
Constrnction  von  Kegelschnitten  und  dergleichen  Curven  höherer  Art  als 
der  Kreis.  Uns  kann  diese  ErkUrung  um  so  weniger  befriedigen ,  als  ja 
auch  der  Kreis,  mit  Hilfe  eines  Instrumentes  beschrieben  wird;  gegen  solche 
Instrumente  anzukämpfen,  hiess  auch  damals  schon  die  ganze  Geometrie 
über  den  Haufen  werfen.  Wir  wagen  es  daher,  wenn  auch  mit  Zagen,  da 
wir  uns  der  fast  übermässigen  Kühnheit  unserer  Vermuthung  bewusst  sind, 
eine  andere  Möglichkeit  der  Prüfung  der  Fachgenossen  öffentlich  zu  unter- 
breiten. Plato  hat  nicht  die  drei  genannten  Mathematiker  ihrer  Lösungen 
wegen  getadelt,  weil  die  dabei  benutzten  Curven,  einmal  als  construirt  vor- 
ausgesetzt, gar  nicht  mechanisch  sind,  er  ist  von  ihnen  seiner  Lösung  wegen 
getadelt  worden.  Plutarch,  der  von  Mathematik  gar  Nichts  verstand,  hat 
nur  im  Allgemeinen  gewusst,  ein  Streit  über  mechanische  oder  nichtmecha- 
nische Würfel  Verdoppelung  habe  zwischen  Plato  einestheils,  Eudoxus, 
Archytas,  Menächmus  anderntheils  stattgefunden,  und  ans  der  ihm 
sonst  bekannten  idealen  Richtung  Plato 's  hat  er  sich  die  Parteistellung 
der  Gegner  selbst  zurechtgelegt,  leider  umgekehrt,  wie  »ie  wirklich  war. 

S.  158  ist  Diophant  als  Vater  der  Arithmetik  und  Algebra  in  dem 
Sinne,  wie  wir  diese  Wissenschaften  betreiben,  gerühmt,  ein  Ruhm,  der  ihm 
bleiben  müsse,  so  lange  uns  jede  Spur  fehlt,  dass  er  Vorgänger  gehabt,  die 
zwischen  ihm  nnd  einem  Nikomachus  oder  The on  stehen.  Wir  sind 
weit  entfernt  davon,  die  geistige  Grösse  des  Diophant  verkürzen  zu  wol- 
len, aber  wir  meinen,  sie  verliert  gar  nicht  dabei,  wenn  wir  auch  eine  grös- 
sere AUmäligkeit  der  Entstehung  der  Lehre  von  den  Gleichungen  zugeben. 
Diophant  hatte  —  so  däncht  uns  —  in  Griechenland  selbst  zu  den  ver- 
schiedensten Zeiten  Vorgänger,  deren  Namen  uns  freilich  nicht  alle  bekannt 
sind,  zu  denen  vielleicht  Heron  von  Alexandrien  gehört.  Auch  Thyma- 
ridas  z.  B.  war  ein  solcher.  Ob  der  Erfinder  des  Epanthems  Thymari- 
das  von  Tarent  war,  dafür  einen  zwingenden  Beweis  vorzulegen,  dürfte 
freilich  gegenwärtig  schwierig  sein,  aber  jedenfalls  ist  er  vor  Theon  zu 
setzen,  iz  Thymaridas,  wie  wir  durch  J&mblichus  wissen,  das  Kunst- 
wort „lineare  Zahlen*'  für  „Primzahlen**  eingeführt  hat,  welches  sich  bei 
Theon  von  Smyrna,  sowie  bei  Nikomachus  von  Gerasa  findet.  Auch 
Theon  von  Smyrna  selbst  ist  als  Vorgänger  Diophant's  in  der  un- 
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bestimmten  Analytik  zu  bezeichnen,  da  er  sich  mit  zwei  quadratischen  im* 
bostimmteu  Gleichnngen  beschäftigt  hat,  die  in  modernen  Zeichen  2;r*  +  ls=:^ 
heisben.  Endlich  müssen  anch  za  irgend  einer  Zeit  vor  Diophant 
Schriftsteller  die  Lösung  der  bestimmten  Gleichungen  gelehrt  haben,  da 
die  Tradition  dieser  AuflÖsungsraethoden  zu  Diophant^s  Zeiten  weit 
verbreitet  war,  und  nur  Dionjsius  persönlich  mit  denselben  unbekannt 
war,  wie  ans  der  an  diesen  seinen  Freund  gerichteten  Vorrede  des  Dio- 
phant zu  entnehmen  ist.  Die  Genialität  dieses  Schriftstellers  wird  dadurch, 
wir  wiederholen  es,  nicht  im  Mindesten  verkümmert,  aber  die  Vermathnng 
verliert  allerdings  ihre  Stütze,  er  gehöre  seiner  Abstammung  nach  zu  den 
Barbaren,  welche  später  Europa  bevölkerten  (S.  157).  Für  uns  ist  und  bleibt 
Diophant  Grieche  im  vollsten  Sinne  des  Wortes,  und  wenn  die  arabischen 
Definitionen  der  Algebra  mit  denen  des  Diophant  genau  übereinstimmen, 
wie  zweifellos  ist,  so  kann  als  Grund  ein  beiderseitig,  und  zwar  bei  den 
Griechen  in  der  Zeit  jenseits  Diophant  wirkender  fremdländischer  Ein 
fluss,  aber  auch  eine  unmittelbare  Einwirkung  Diophant*s  auf  die  Araber 
angenommen  werden.  Nicht  erst  am  Ende  des  X.  S.  wurden  seine  Schriften 
übersetzt  (S.  236  und  203),  sondern  mutbmasslich  waren  sie  schon  im  IX.  8. 
den  Arabern  durch  Kosta  ben  Luca  bekannt  geworden,  wie  Stein- 
schneider*(Zeit8chr.  Math.  Fhys.  X,  490)  gezeigt  hat. 

S.  208  wird  aus  Tabit  ben  Korra  angeführt,  dass  die  Pythagoriker 
den  Begriff  der  befreundeten  Zahlen  bereits  auf  ihre  Weise  vorwendet 
hätten.  Wir  wissen  Nichts  davon,  fügt  Uankel  hinzu,  dass  schon  die  Alten 
solche  ZahU'upaare  betrachtet  haben.  Gleichwohl  ist  Tabit's  Angabe 
ganz  richtig.  Jamblich us  schreibt  sogar  in  seinem  Commentar  zu  Niko- 
machus  {ed.  Tennulius  S  47)  dem  Pythagoras  selbst  die  Erfindung 
der  aQi9fAoi  q>Uoi  zu,  welche  der  Weise  als  beantwortendes  Beispiel  auf  die 
Frage,  was  ein  Freund  sei,  benutzte:  Einer,  der  ein  anderes  Ich  ist,  wie 
284  and  220. 

Ein  Streitpunkt,  der  wohl  noch  geraume  Zeit  die  Historiker  in  Parteien 
spalten  wird,  ist  die  Geometrie  des  Boethius  mit  ihrem  Abacus  und  den 
Apices  und  den  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen.  Ha nkel 's  Standpunkt, 
der  S.  328,  332,  334  am  F'ntschieden.sten  sich  kennzeichnet,  dürfte  folgender 
sein:  Die  uns  überlieferte  Geometrie  des  Boethius  ist  möglicherweise 
echt;  die  beiden  arithmetischen  Anhänge  sind  Interpolationen  eines  Aba- 
eisten  aus  nachgerbertischer  Zeit,  der  die  Erfindung  des  Abacus  und  der 
ZiflVrn,  welche  ihm  ein  wunderbares  Geheimniss  zu  enthalten  schienen,  mit 
antiquarischer  Gelehrsamkeit  dem  mythischen  Vater  aller  Mathematik  zu- 
schrieb und  nach  der  naiven  Sitte  seiner  Zeit  keinen  Anstand  nahm,  seine 
Hypothese  bei  einer  Kedaction  der  vermeintlichen  Geometrie  des  Boe- 
thius an  der  zwar  sehr  unpassenden,  aber  ihm  passend  scheinenden  Stelle 
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anzubringen.  Woher  die  Ziffern  stammen,  darüber  i.st  Hanke  1  nicht  im 
Zweifel.  Sie  sind  Gobarziffern,  d.  h.  magrebinische  Zeichen  der  Westaraber 
und  von  Gerbert  ans  der  Mark  mitgebracht.  Dagegen  weder  den  Abacus, 
noch  auch  die  DivisionsregeJn,  die  er  lehrte,  konnte  Gerbert  von  den 
Arabern  entlehnen,  und  da  er  selbst  weder  jenes  Instrument,  noch  diese 
Regeln  selbsthtäudig  erfand ,  so  bleibt  die  Frage  nach  der  Quelle  seines 
Wissens  noch  eine  offene.  Nicht  im  Stande,  dieser  Auffassung  beizutreten, 
müssen  wir  hier  uns  begnügen ,  auf  die  ausführliche  Begründung  unserer 
Ansicht  su  verweisen,  die  wir  an  einem  andern  Orte  niedergelegt  haben, 
dieselbe  durch  einen,  wie  es  scheint,  norh  nicht  veröffentlichten  Beweis 
für  die  Echtheit  der  Geometrie  des  Boethius  ergänzend.  Das  Wort 
xo^gpi/  kommt  bei  den  Griechen  in  mehrfacher  Bedeutung  vor,  von  welchen 
wir  nur  zwei  betonen  wollen.  Hero  gebraucht  es  als  Scheitelliuie,  d.  h. 
als  obere  Liuie  einer  ebenen  Figur,  z.  B.  eines  Vierecks.  Die  Uebersetznng 
oder  Verketzerung  in  lateinischen  Schriften,  unter  Anderen  in  Gerbert*s 
Geometrie,  heisst  coraustus,  Nikomachus  braucht  dann  fernet  xo^vgpif  als 
Scheitelpunkt  einer  Pyramide,  Dieses  letztere  xoQvqytj  ist  in  der  Arithmetik 
des  Boethius  regelmässig  durch  verlex  Übersetzt.  Wenn  nun  in  einer 
etwaigen  Geometrie  des  Boethius  das  andere  xoQvtpij  zu  übersetzen  war, 
so  kann  wohl  kein  Zweifel  daran  sein^  dass  er  wieder  nur  das  Wort  vertex 
benutzte ,  mochte  es  auch  sonst  von  in  lateinischer  Sprache  schreibenden 
Geometern  hier  nicht  benutzt  werden.  In  der  That  finden  wir  in  der  Geo- 
metrie des  Boethius  (ed.  Friedlein  S.  418)  diese  Anwendung  unseres 
Wortes  und  damit  eine  neue  Bestätigung  der  Echtheit  der  Geometrie.  Ist 
aber  die  Geometrie  echt,  dann  kann  —  diese  Wiederholung  müssen  wir  uns 
hier  gestatten  —  von  Naivität  des  Interpolators  der  arithmetischen  Anhänge 
in  keiner  Weise  die  R^de  sein.  Dann  haben  wir  es  mit  gleichfalls  echten 
Stücken  des  Boethius  oder  mit  der  Arbeit  eines  bewussten  Fälschers  zu 
thun.  Und  um  noch  ein  Wort  über  Abacus  und  cbmplementäre  Division  zu 
sageni  wohin  können  sie  denn  verweisen,  wenn  Gerbert  und  die  Araber 
als  Erfinder  ausser  Frage  sind?  Wohin  anders,  als  dahin,  wohin  wir  ihre 
Uebermittelung  wenigstens  verlegen:  nach  Italien.  Vielleicht  dürfte  auch 
als  neuer,  vereinzelt  betrachtet  vielleicht  geringfügiger  Unterstützungsgrund 
geltend  gemacht  werden  können,  dass  eine  subtractive  Zahlenbezeichnung, 
deren  allein  die  Römer  theilbaftig  waren,  und  der  Begriff  des  Complements 
sich  in  einer  noch  nicht  beachteten  Weise  decken.  Wir  können  von  dieser 
Auseinandersetzung  nicht  Abschied  nehmen,-  ohne  übrigens  zu  bemerken, 
dass  es  Hankel  gelungen  ist,  einen  wichtigen  Gewährsmann  unserer  An- 
schauung zu-  vernichten.  Der  Jahresbericht  über  die  Erziehungsanstalt  in 
Einsiedeln  von  1856  bis  1857  (von  welchem  Göser  einen  Auszug  unter  dem 
Titel:  „Ein  Studiengang  im  IX.  Jahrhundert"  in  dem  Correspondcuzblatt 
für  die  Gelehrten-  und  Realschulen,  herausgegeben  von  Frisch,  Kratz 
und  Holzer,  October  1864,  S.  225— 240  hat  abdrucken  lassen)  enthält  die 
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ErsHblnng  uiiies  Walafr  jiJ  Sirabo*  über  seine  Ersielmng,  worin  fnlgende 
Stelle  viirkuiiiiul:  „Im  Sommer  8Z2  begann  ich  unter  Tatto's  Leitung  du 
Kluiiinm  der  Atilbmetik.  Zuerst  erklärte  er  uns  die  Bücber  des  CutiHuU 
MaiiIIus  BoetliiuH  über  die  verschiedenen  Arten  und  Klutlieilungeu, 
sowie  über  die  Bedeutung  der  Zableu;  dnnn  lernten  wir  dns  Recbnup  mit 
den  FiDgnrti  und  den  Gebrauch  des  Abacus  nach  den  Büchern,  welche 
Beda  und  Boetliins  darüber  geuchriebou  babea."  Hankcl,  eiu  viel  sn 
guter  Uisteriker,  am  die  Unwiderlegbarkeit  dieser  posiltven  Angabe  in 
iiDserem  Sinne  nicht  su  fühlen,  trat  darfiber  mit  Pater  Gull  Morel  in 
t^iüsiedelo  in  Briefwecbsel  und  erfuhr  (S.31I,  Note),  jenes  Programm  berulio 
nicht  auf  neuen  Quellen.  £s  liegt  also,  scliliesst  llankel,  in  der  ScbriCt 
eine  Verwecbselnng  des  IX.  mit  dem  X[.  Jahrhundert  vor.  Da  der  Brief- 
wechsel nicht  ansrührlicher  veröffentlicht  ist,  beide  Corres[)ODdenten  aber 
inzwischen  verstorben  sind,  so  bleibt  uns  Nichte  tibrig,  als  die  gezogene 
Fuigeruug  ohne  Weiteres  anzanehmen,  was  wir  persönlich  ohne  jegliches 
Bedenken  thun. 

S.  3H1  iu  dem  Fragmente  über  Euclid  ist  das  yiyovt  ie  ovio;  o  a'vij^ 
liti  xov  npurov  Tizaltfiänn)  übersetzt,  er  sei  unter  dem  ersten  Plolemüer 
geboren.  Unbedingt  kann  das  Perfectnm  yiyovt  grammatisch  diese  Bedea- 
tuog  haben,  wiewohl  vielleiobt  der  Aorist  lyivtto  doch  eher  benutzt  worden 
wäre;  aber  ebenso  unbedingt  kann  jenes  Perfectum  auch  beissen:  er  war 
geboren,  d.h.  er  lebte,  oder  fuil,  wie  seit  Barocios  allgemein  Übersetzt 
wird.  Als  Unterstützung  für  die  gang  und  gäbe  Auffassung  dient  die  Anec- 
dote  von  dem  nicht  vorhandenen  Königswege  (S.  382).  Es  ist  doch  wohl 
sehr  nnwahrscheinlich,  dass  König  Ftolemäns  sich  eine  so  schnippige  Ant- 
wort geholt  und  gefallen  lassen  hXtte  von  einem  erst  in  seiner  Regierungs- 
zeit  geborenen ,  also  viel  jüngeren  Manne. 

Diese  kritischen  Ausstellungen,  welche,  wiewohl  sie  zahlreich  erschei- 
nen mögen,  leicht  noch  vermebrt  werden  könnten,  entfliessen,  wie  man  nns 
glauben  darf,  keineswegs  einem  Wunsche,  die  Verdienste  des  Verfassers 
herab  sn  mindern.  Wir  wollen  in  ihnen  eineslheila  den  Nachweis  liefern, 
mit  welcher  Aufmerksamkeit  wir  das  neue  Burh  uns  geistig  zn  eigen  ge- 
macht haben,  anderntbeils  aber  auch  den  Anschein  stillschweigender  Zu- 
stimmung vermeiden,  wenn  wir  nur  das  nacli  unserem  Dafürhalten  Lebens 
werthe  hervorgehoben  bütten.  Giebt  es  doch  dessen  so  viel!  Abgesehen 
von  den  früher  erwähnten  schwierigen  Wiederherstellungen  begegnen  wir 
schon  S.  11  einer  Überaos  geistvollen  Bemerkung,  die  nicht  treffender,  als 
in  Hankel's  eigenen  Worten  wiedergegeben  werden  kann:  „Von  2.1'ging 
man  wieder  durch  Aggregatiou  von  I,  2  zu  2^-|-l,  2.f-^'2  fort  und  konnte 

*  Uebtr  die  PersÖnlichk eilen  des  WaUfrld  Strabo  und  BeiDes  Lehrers 
Tatto  in  dem  Kloster  vod  Beichenau  vergl.  P.  Trudpert.  Mengart:  Epifcopalia 
Contlantieniü,  Pari  I  Tom.  1.   Sl.  BtMittt  l^Z.pag.  154  —  150. 
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80  Dach  einem  festen  Rrincip  alle  Zahlen  bis  X.X  unzweideutig  bezeichnen. 
Die  um  X  grossere  Zahl  X.X-\'X  aber  konnte  man  entweder  nach  diesem 
Schema  (im  decimalen  System  zehnzig  und  zehn)  oder  nach  dem  Schema 
(A^^  1)^  (im  decimalen  System  elfzig)  darstellen  —  von  der  Wahl,  die  man 
traf,  hing  der  gesammte  systematische  Aufbau  der  Zahlen  ab/^ 

S.  62  ist  es  dem  Verfasser  gelungen ,  dem  Verfahren  der  griechischen 
Feldmesser  sur  Zerlegung  eines  gewöhnlichen  Bruches  in  eine  Summe  von 
Stammbrtichen  auf  die  Spur  zu  kommen.  Er  hätte  dieses  Verfahren  aus* 
drücklich  bei  Leonardo  von  Pisa  (Abacus  S.  82)  auseinandergesetzt 
finden  können,  eine  spät  erhaltene  Spur,  auf  welche  wir  einiges  Gewicht 
legen  und  woraus  wir  uns  vorbehalten  bei  anderer  Gelegenheit  unsere 
Schlüsse  zu  ziehen. 

S.  115  — 127.  Die  Quadratur  des  Kreises  und  die  Exhaustionsmethode. 
Dieses  Capitel  verwcrthet  die  aristotelischen  Ansichten  über  Bewegung, 
über  Stetigkeit,  über  das  Unendliche  in  einer  Weise,  wie  es  von  mathemati- 
schen Geschichtsschreibern  noch  nie  geschehen  ist,  künftig  aber  nicht  wird 
unterlassen  werden  dürfen. 

S.  187  — 150.  Die  analytische  Methode  steht  dem  vorgenannten  Capitel 
ebenbürtig  zur  Seite,  ein  Muster  von  Vertiefung  in  den  philosophisch-mathe- 
matischen Geist  der  Griechen. 

S.  102  erkennen  wir  einen  der  folgewichtigslen  allgemeinen  Aussprüche 
in  dem  Satze,  „dass  den  Griechen  die  Idee  von  der  Vieldeutigkeit  einer 
geometrischen  Aufgabe  gänzlich  fehlte,  und  sie,  so  zu  sagen,  des  geistigen 
Organe:^  beraubt  waren,  eine  solche,  selbst  wenn  sie  offen  vor  ihnen  lag,  zu 
begreifen  —  ein  interessanter  Beweis  für  den  Satz,  dass  wir  nur  Dasjenige 
wahrnehmen,  wozu  wir  die  Idee  schon  in  uns  finden*^ 

S.  165  ist  der  geistige  Charakter  Diophant's  vortrefflich  in  den 
Worten  geschildert:  „Er  ist  ein  glänzender  Virtuos  in  der  von  ihm  erfunde- 
nen Kunst  der  unbestimmten  Analytik;  die  Wissenschaft  hat  jedoch, 
wenigstens  unmittelbar,  diesem  glänzenden  Talente  wenig  Methoden  zu 
verdanken y  weil  es  ihm  an  dein  speculativen  Sinne  fehlte,  der  in  dem 
Wahren  mehr  als  das  Richtige  sieht.** 

Den  ganzen  Abschnitt  „Mathematik  der  Inder**  (S.  172  —  222)  haben 
wir  schon  am  Eingange  unserer  Besprechung  als  einen  mit  Vorliebe  bearbei- 
teten und  überaus  woblgelungenen  bezeichnet. 

Sehr  fleissig  unter  Verwerthung  des  gesammten,  zum  grossen  Theil 
durch  die  Liberalität  des  Prinzen  Boncompagni  zugänglichen  Materials 
gearbeitet,  wenn  auch  im  Vergleich  zu  den  übrigen  Abschnitten  an  neuen 
Ergebnissen  uuverhältnissmässig  arm  ist  die  Geschichte  der  Mathematik  bei 
den  Arabern  (S.  223  —  293).  Dieser  Abschnitt  ist  der  einzige  des  Buches, 
welchen  der  Verfasser  schon  bei  Lebzeiten  in  dem  BuUetino  Boncompagni 
für  1872  veröffentlicht  und  dadurch  als  in  seiner  Auffassung  druckreif  erkUrt 
hat.    So  sehr  wir  dieses  Urtheil  in  formeller  Beziehung  mit  unterschreiben, 
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so  wenig  können  wir  unsere  Meinung  zurückhalten,  dass  der  Verfasser  eine 
glücklichere  Auswahl  für  seine  erste  historische  Veröffentlichung  hatte 
treffen  können,  indem  er  mit  diesem  Capitel  zwar  eine  Probe  seines  gewis- 
senhaften Fleisses,  aber  keineswegs  seiner  sonstigen  glänzenden  Eigen- 
schaften lieferte. 

Uns  hätte  z.  B.  als  solche  Einführung  in  die  Reihe  der  Oeschichts- 
schreiber  unserer  Wissenschaft  weit  besser  der  kurze,  aber  vortrefflich 
übersichtliche  und  in  dieser  Gestalt  ganz  neue  Abschnitt  „Die  Mathematik 
auf  den  Universitäten'*  (8,354 — 359)  gefallen,  welcher  uns  rasch  eines  der 
liebsten  Capitel  des  Boches  geworden  ist. 

Auch  aus  dem  Fragmente  über  Euklid  endlich  könnten  wir  manches 
Blatt  anführen,  aus  welchem  wir  belehrende  Anregung  geschöpft  haben,  wie 
z.  B.  die  Untersuchungen  über  die  Veränderungen,  welche  Theon  von 
Alexandrien  an  dem  Texte  der  Elemente  verschuldet  hat. 

So  haben  wir  meistens  beistimmend,  an  einzelnen  Stellen  unsere  ab- 
weichende Meinung  begründend,  so  ziemlich  das  ganze  Werk  an  unseren 
Lesern  im  Fluge  vornbergeführt ,  wenn  wir  es  auch  absichtlich  vermieden 
haben,  eine  dürre  Wiederholung  der  Ueberschriften  sänimtlicher  einzelner 
Abschnitte  znm  Abdrucke  zu  bringen.  Unsere  Leser,  so  hoffen  wir,  werden 
aus  unserem  Referate  die  Ueberzeugung  gewonnen  haben ;  dass  es  sich  um 
keines  von  den  Dutzendbüchern  handelt,  welche  die  Presse  verlassen,  um 
sofort  zn  Makulatur  zu  werden.  HankeTs  Geschichte  der  Mathematik 
hätte,  wenn  sie  ihre  Vollendung  erreicht  hätte,  eine  Epoche  in  dieser  Wis- 
senschaft gebildet.  Auch  in  dem  unvollendeten  Werke  erkennen  wir  den 
weiten,  umfassenden  historischen  Blick  neben  dem  in  das  Einzelne,  Feinste 
sich  vertiefenden  mathematischen  Geiste.  Wir  finden,  wenn  der  Ausdruck 
gestattet  ist,  toleskopische  und  mikroskopische  Eigenschaften^ereinigt,  das 
höchste  Lob,  welches  wir  einem  Geschichtsforscher  der  Mathematik  znzu- 
wenden  im  Stande  sind.  Cantor 


Nicolans  Copernicus  anf  der  Universität  zu  Krakan,  von  Prof.  Dr. 
L.  Pkowb.  Michaeli -Programm  des  Gymnasiums  und  der  Real- 
schule I.  Ordnung  zu  Thorn.    1874. 

Die  17  Quartseiten  starke  Abhandlung  schliesst  mit  der  Bemerkung  ab, 
sie  bilde  einen  Theil  der  demnächst  (in  der  Weidmännischen  Buchhandlung) 
erscheinenden  Biographie  von  Copernicus.  Der  Verfasser  sei  zur  Ver- 
öffentlichung dieses  Bruchstückes  veranbisst  worden,  weil  die  für  das  Pro- 
gramm von  anderer  Seite  vorbereitete  Abhandlung  nicht  habe  eingeliefert 
werden  können.  Wir  sind  der  Ansicht,  dass  es  keiner  Entschuldigung 
bedurfte,  um  dem  Leser  dieses  Programmes  den  Vorgeschmack  eines  Wer- 
kes zu  bereiten,  nach  welchem  er  nur  noch  lüsterner  sein  wird,  nachdem  er 
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die  Probe  gekostet,  nnd  wir  sind  nberzeugl,  dass  wir  im  Namen  Alleü  reden, 
deneu  dieses  Capitel  ans  der  Biographie  des  Copernicns  zu  Händen 
gekommen  ist,  wenn  wir  Wunsch  und  Hoffnung  aussprechen,  das  zugesagte 
,f demnächst**  —  ein  Wort,  gegen  welches  wir  im  Allgemeinen  sehr  miss- 
trauisch  sind  —  möge  sich  bewahrheiten.  Herr  Prowe  hat  über  den 
Studienaufenthalt  des  Erfinders  des  modernen  Weltsystems  in  Krakau  vom 
Herbste  1491  wahrscheinlich  bis  1495,  also  über  eine  Periode,  von  welcher 
die  Biographen  des  Copernicns  sonst  nur  Weniges  zu  sagen  wussten, 
eine  Fülle  interessanten  Materials  zusammengetragen.  Er  hat  die  Hoch- 
schule Krakau,  er  hat  die  Richtungen,  die  sich  an  derselben  gegenüber^itan-« 
nen ,  die  Lehrer,  die  an  ihr  wirkten ,  insbesondere  den  Mann ,  der  als  der 
Lehrer  unseres  Copernicns  bezeichnet  werden  mnss,  Albertus  Blar 
de  Brudzewo,  in  ein  ebenso  farbenreiches,  als  ansprechendes  Bild 
gebracht,  an  dessen  Treue  .Niemand  zweifeln  wird,  welcher  die  vielfachen 
Noten  unter  dem  Texte  durchliest.  Wir  hatten  schon  früher  die  Vorauwicht 
gehegt,  die  lange  erwartete  Biographie  des  Copernicus  ans  der  Feder 
von  Herrn  Prowe  werde  ein  in  jeder  Beziehung  hervorragendes  Werk 
werden;  was  wir  jetzt  davon  kennen,  hat  uns  nur  in  dieser  Gewissheit  zu 
bestärken  vermocht.  Oantor 


Heue  Apparate  zur  Bestimmnng  des  Breohungs-  nnd  Zerstreunngsver- 
m6geii8  fester  nnd  flüssiger  Körper,  von  Dr.  E.  Abbb.  Jena, 
Mauke's  Verlag.    1874. 

Die  in  der  vorliegenden  kleinen  Monographie  deutlich  beschriebenen 
Apparate  sind  wesentlich  zu  dem  Zwecke  erfunden,  um  rasch  nnd  ohne  dass 
grössere  Gewandtheit  erfordert  wird,  die  Bestimmung  des  Brechnngsexpo- 
nenten  von  festen  und  flüssigen  Körpern  ausfuhren  zu  können.  JPür  erstere 
Körper  dient  als  Princip  die  Bestimmung  der  Richtung,  die  ein  Lichtstrahl 
haben  muss,  damit  er  an  der  Hinterfläche  des  Prismas  aus  der  zu  unter- 
suchenden Snbstanz  so  in  der  Richtung  der  Normalen  reflectirt  wird,  dass 
er  in  der  Einfallsrichtung  nach  der  Lichtquelle  zurückkehrt  (Littrow's 
Vorschlag).  Für  flüssige  Körper  ist  das  Princip  der  Totalreflexion  an- 
gewandt, und  zwar  in  der  Art,  dnss  das  Eintreten  der  Totalreflexion  nach 
dem  eben  Verschwinden  des  durchgehenden  Lichtes  beurtheilt  wird.  Beide 
Principien  haben  den  Verfasser  auf  sehr  einfache  Constructionen  geführt, 
die  trotzdem  den  Brechungsindex  noch  in  der  dritten  Decimale  sichef 
bestimmen  lassen. 

Wir  erkennen  nicht  nur  die  praktisch  höchst  einfache  und  zweck- 
mAssige  Construction  der  Apparate  an,  sondern  rühmen  namentlich  auch  die. 
Erfindungsgabe  des  Verfassers  für  einzelne  Theile  des  Apparates;  vorzüg- 
lich  hat  uns  die  hübsche  Combination  zweier  Amic loschen  Prismen  ge- 
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falleu ,  die  der  Verfasser  gelegentlich  der  ErmittelaDg  der  Dispersion  von 
Flüssigkeiten  vorschlägt.  Ein  genaueres  Urtlieil  über  die  Apparate  selbst 
kann  freilich  nur  Derjenige  abgeben,  der  mit  des  Verfassers  Apparaten 
selbst  gearbeitet  hat,  was  dem  Referenten  aber  bis  jetzt  noch  nicht  möglich 
gewesen  ist. 

Freiberg,  6.  November  1874.  Th.  Köttbbitzsch. 


.Lehrbuch  der  Determinanten -Theorie  für  Stndirende.  Von  Dr.  Sibgm. 
GüNTHBB,  Privatdocent  am  Polytechnikum  in  München.  Erlangen, 
Verlag  von  Besold.    1875. 

In  der  Vorrede  bemerkt  der  Verfasser  unzweifelhaft  richtig,  dass  Bal- 
tzcr^s  ausführliches  Handbuch  der  Determiniintentheorie  durch  seine  an- 
gemoin  knappe  Darstellung  bei  dem  ersten  Studium  besondere  Schwierig- 
keiten darbietet  und  dass  andererseits  die  Werke  von  Reidt,  Dölp  und 
Hattendorf  fast  ausschliesslich  die  Bedürfnisse  der  Anfilnger  im  Auge 
haben.  Der  Verfasser  hat  deshalb  einen  Mittelweg  einzuschlagen  versucht, 
auf  welchem  die  Darstellung  anfangs  elementar  und  zugleich  unabhängig 
von  der  Conibinationslehre  gehalten  ist,  sp&ter  aber  um  so  mehr  an  Kürze 
gewinnt,  je  höhere  Theile  der  Algebra  resp.  Analysis  zur  Verwendung 
kommen.  Nach  genauer  Ansicht  des  nicht  sehr  umfänglichen  Werkes  gesteht 
Referent  sehr  gern,  dass  ihm  der  Versnch  des  Verfassers  recht  gelungen 
erscheint.  Die  Darstellung  ist  durchweg  klar  und  behftlt  diesen  Vorzug  auch 
bei  zunehmender  Gedrungenheit.  Hierdurch  ist  es  dem  Verfasser  möglich 
geworden ,  sowohl  in  der  Theorie  als  in  deren  Anwendungen  so  weit  zu 
gehen,  dass  er  eine  Reihe  wichtiger  Probleme  zum  Abschluss  bringt.  Be- 
sonderes Interesse  gewähren  die  genauen  historischen  Untersuchungen, 
welche  der  Verfasser  theils  im  l.  Capitel  als  „historische  Skizze  des  Deter- 
minantencalcüls'*  vorausschickt,  theils  hier  und  da  einstreut.  Referent 
zweifelt  nicht,  dass  dieses  ebenso  wissenschaftlich  strenge,  als  elegant 
geschriebene  Lehrbuch  sich  bald  allgemeiner  Beliebtheit  erfreuen  wird. 

SOHLÖMILCH. 
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Sciences  de  St,  Petersbourg.    Tome  LT,  livr,  1  et  2.   Ebendas.  2  Mk. 

Beine  Kafhematik« ' 
WiNOKLBR,  A.,  Integration  verschiedener  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.    (Akad.)    Wien,  Gerold.  60  Pf 

GÜNTHER I  S.,  Lehrbuch  der  Determinantentheorie.    Erlangen,  Besold. 

5Mk. 
Helmes,  J.,  Die  Elementarmathematik.    I.  Tbl.,  2.  Abth.   2.  Aufl.   Hanno- 
ver, Hahn.  2  Mk.  80  Pf. 

Hitt.-lit.  AbtUg.  d.  Zaitwlur.  f.  Math.  n.  Phjt.,  XX,  2.  4 
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Stegmann,  A.,  Die  GruDdlehreD  der  ebenen  Geometrie.   2.  Anfl.  Kempten, 
Kösel.  2  Mk« 

Carton- Modelle  von  Flächen  zweiter  Ordnung.    6  Nammem.    Darmstadt, 
Brill.  9  Mk. 

Waha,    de,    Quelques  proprielSs    des    courbes  reprisentees  par  Vequaiion 
y  =  A  x"  +  Bx»-*  +  . . .  +  Hx  +  K.     Luxemburg ,  Bück. 

1  Mk.  20  Pf. 

Angewandte  Mathematik. 

Kbnngott,  A.,  Krystallnetze  (120  Stück).  24.  Aufl.  Wien,  Lechner.  2  Mk. 
Ritter,  A. ,   Lehrbuch  der  Ingenieur •  Mechanik.     1.  Hftlfte.     Hannover, 

Rtimpler.  6  Mk. 

Hansen,  P.  A.,  Dioptrische  Untersuchungen.   (Sachs.  Oesellsch.)   2.  Abth. 

Leipzig,  Hirze).  2  Mk. 

RÜDOISCB,  R.  V.,  Instrumente  und  Operationen  der  niederen  Vermessungs- 

knnst.    1.  Abth.   Cassel ,  Kay.  4  Mk.  50  Pf. 

Friesach,  K. ,  Theorie  der  Planetenvorübergänge  vor  der  Sonnenscheibe. 

Leipzig,  Engelmann.  5  Mk. 

Spörer,   A.,    Beobachtungen    der   Sonnenflecken    zu  Anclam.      Leipzig, 

Engelmann.  15  Mk. 

Physik  nnd  Meteorolegie. 

Flibdner ,  C. ,  Lehrbuch  der  Physik.    1.  Theii.    Braunschweig,  Vieweg. 

4Mk. 

Burbach,  0.,  Physikalische  Aufgaben  zur  elementar  -  mathematischen  Be- 
handlung.  3.  Aufl.    Gotha,  Thienemann.  1  Mk.  20  Pf. 

Menzel,  R.,    Wandtafeln    für   den   physikalischen   Unterricht.     2.  Lief. 
Breslau ,  Morgenstern.  3  Mk. 

Härder,  E.,  Ergänzungen  und  Erläuterungen  zu  dem  Werke  „Das  Mole- 
kulargesetz etc.**.   Hamburg,  Meissner.  1  Mk. 

ScHEPFLER,  H.,  Die  Theorie  der  Wärme.    Braanschweig,  Vieweg.    2  Mk. 

Odslrcil,  J.  ,  Zur  Erklärung  der  periodischen  Aenderungen  der  Elemente 
des  Erdmagnetismus.    (Akad.)  Wien  ,  Gerold.  50  Pf. 


Mathematisches  Abhandlungsregister, 


Erste  Hälfte:   1.  Januar  bis  30.  Juni. 

A. 

Akustik 

1.  Anwendung   der  Schwingungen  zusammengesetzter  Stäbe  zur  Bestimmung  der 

Schallgeschwindigkeit.     Stefan.     Wien.  Akad.-Ber.  LVil,  697. 

2.  A  contrihution  to  the  theory  of  resonatorft      Rayleigh.     PhiL  Mag,  ktyil,  A\9. 

3.  Ueber  den  Einfluss  des  den  Schall  fortpflanzenden  Mittels  auf  die  Schwingungen 

eines  tönenden  Körpers.     Fries  ach.     Wien.  Akad  -Ber.  LVf,  31Ö. 

4.  4  theory  of  the  effects  produced  by  fog  and  vapour  in  the  atmosphere  on  tke  mtenttity 

ofsound.     Challis.     PhiL  Mag,  XtFIl,  277. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene, 
ö.  Sw  quelques  formules  de  giowittie  in/iniUwnale.  Huchonnet.  N.  ann.math.  XXXI l, 
223. 

6.  Solution  anafytique  du  tracä  des  courbes  d  pluiiewrs  centres  dicrites  d'apres  le  proeädi 

geomeirique  de  Perronet.     Revellai.     Compi.  rend.  LXXVll,  434. 

7.  Ceurbes  Jouissant  de  la  propt-Ule  que  les  sommets  des  angles  droits  circonscrits  appar- 

iiennent  ä  une  drconf^ence,    Doucet     N.  arm.  matk,  XXX U^  328.  —  Bour- 
guet  ibid.  571. 

8.  Ueber  die  Curven  des  Anklingens  und  des  Abklingens  der  Lichtem pfiudungen. 

C.  Exncr.     Wien.  Akad.-Bcr.  LXII,  197. 

9.  PropriHi  de  fovtfle  de  Cassini,     Lez.     N,  ann,  math,  XX XII,  446. 

10.  Propriiid  de  la  Spirale  equiangle.     Pellissier.     N.  ann,  math.  XXXII,  4'ti. 

1 1.  Rnveloppe  de  la  perpendiculaire  d'un  pornt  donni  ä  une  droite  mobile,     Pellissier, 

N.  ann.  math,  XXXII,  450. 
Vergl.  Asymptoten  24.    Ellipse.    Kegelschnitte.    Kreis.    Parabel     Trajectorie, 

• 

Aaelytltdie  C^eemetrie  des  Baimet. 

12.  DMermnation  des  iUments  infinitisimnux  relatifs  aux  Ugnes  d  double  eourbure.     De 

Saint-Germain,     N,  ann,  mnth,  XXXII,  126,  179,  207. 

13.  Propriite  caractinstique  de  la  droite  rectifionte.  Ruehonnet.  N.  ami.  math.  XXXII, 

315. 

14.  Etant  dornte  un  Systeme  de  Ugnes  droiies  situies  dans  l'espaee  d'unemanOre  queleonque 

on  peut  mener  une  infiniti  de  plans  dont  ekactm  coupe  toutes  ces  droites,     Bro- 
car,d,     N.  ann.  math.  XXXII,  439. 

15.  Sur  la  distnnce  d'un  point  d  une  droite.     Waille,     N.  ann.  math,  XXXII,  269. 

Vergl.  Cnbntur.     EUipsoid.     Hyperboloid.     Kugel.    Normalen.     Oberflächen. 
OberflSchen  zweiter  Ordnung.    Paraboloid. 

Aetrenomie. 

16.  Ueber  die  Bestimmung  einer  Cometenbahn.     Oppolzer.    Wien.  Akad.- Ber. 

LVir,  219;  LX,  918;  LXIV,  676. 

17.  Extension  of  the  planet -problem  to  a  spare  of  n  dimensions  and  constani  integral  cur- 

vatwe.     Lipschitz.     Quart.  Journ. math.  XII,  ^^, 

18.  9wr  la  formation  des  iqualions  de  condition  qui  risulteront  des  observations  du  passage 

de  Venus  du  8  Dicembre  1874.     Puiseux.     Compt.  rend.  LXXVII,  1505. 

19.  Ueber  den  Vennsdnrchgang  des  Jahres  1874.     Oppolzer.    Wien.  Akad.- Ber. 

LXl,  515. 
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20.  Bemerkungen  xa  JLstrand's  nener  Methode  für  Zeit-  und  Lftngenbettiminung. 

K.  ?.  Littrow.     Wien.  Akad.-Ber.  LVI,  34Ö. 

21.  Neue  einfache  Methode  für  Zeit- und  Längenbestimmung,    jl Strand      Wien- 

Akad.-Ber.  LVI,  350. 

22.  Die  Constanten  der  Präcession  nach  Le-Verrier.    Oppolzer.    Wien.  Akad.-Ber. 

LVI,  579. 
23    'Note  concemont  ie  changement  de  vitesse  de  rigime  dam  fes  rigulateur»  isochrones. 
Vvon  Fillarceau.     CompU  rend.  LXXyil,  151. 
Vergl.  Attraction.    Hydrodynamik  147. 

Aiymptoten. 

24.  Sur  vne  projtri^it  des  asymptotes.     Abel  Transon.     N.  mm,  math.  XXXU,  289. 

25.  Sur  ta  d^lermtnation  des  asymptotes  dans  les  inierseciions  des  surfaces  du  second  degri» 

Car09L     y.  ann,  math.  XXXU,  270. 

Attnctton. 

26.  Dimonstraiion  SUmeniaire  de  Im gratritation  tmberselle.  RodeL  /V.  aan,  math.  XXXI I, 

385. 

27.  Ueber  eine  ko.smische  Anziehung,  welche  die  Sonne  durch  ihre  Strahlen  ausübt. 

P  u  s  ohl.     Wien.  Akad.-Ber.  LXI,  290. 

28.  On  thi  attraction  ofthe  elHpsoid  for  the  law  ofthe  inoerse  fourth  power  ofthe  distamee- 

Totsnsend,    Quart.  Joum .  math.  XII,  66. 

29.  Thioreme  relatif  au  mouvement  d'un  point  attiri  vers  im  centre  fixer    Bertrand. 

Compt,  read.  LXXVII,  849. 


Bettimmto  Intagrale. 

30.  Ueber  einige  aur  Theorie  der  bestimmten  Integrale  gehörige  Formein  und  Me- 

thoden.    W  i  n  c k  1  e r.     Wien.  Akad.-Ber.  LX,  857. 

31.  Beitrüge  sn  einer  AbePschen  Gleichung  und  zu  einem  Satze  von  Parseval.  Pr  ang- 

hofer.     Wien.  Akad.-Ber.  LVIT,  29. 

32.  Ueber  Fourier*8che  Integrale  und  Analogien  derselben.     Frombeck.     Wien. 

Akad..Ber.  LXV,  133. 

33.  On  the  connection  between  certaSn  theorems  in  definite  integrale.    W.  Wal  ton.  Quart. 

Joum.  math.  XII,  126. 

34.  On  ihe  eoaluation  of  apair  of  definite  integrals.     W.  Wal  ton     Quart.  Joum.  math. 

XII,  181. 

35.  Ueber  einige  mit  dem  Laplace'schen  verwandte  bestimmte  Integrale.     Unfer- 

ding  er      Wien.  Akad.-Ber.  LV,  90. 
30.  Sur  la  eonstante  d* Euler  et  la  fonction  de  Binet.    Catalan.     Compt.  rend.  LXXVII, 
198. 

37.  Auswerthung  bestimmter  Integrale.    Gegenbauer.     Wien    Akad.-Ber.  LXIV, 

703. 

38.  Noteon  certain  definite  integrals.     Glaisher.    Quart,  Joum.  math.  XII,  165. 


/x«-'dx 


39.  On  the  evaluation  of  the  definite  integral    /     ,  ^^    ,  whereti<,i,     W.  Wal  ton. 

0 
Quart.  Joum.  math.  XII,  39* 

1 

..       V I dx,  wA<re0<m<l.     fF,  Wal  ton, 

o 
Quart.  Joum.  math,  XII,  184. 

2 
41.  Demonstration  of   ff  log  (sin  x)  d  x  = -r*  log  (().     W.  Wal  ton.     Quart.  Joum»  math. 

XII,  192.* 

cosx'dx  and    fsinx'dx.     Cayley.    Quart.  Joum.  math. 

Jr/A  1 18, 
43.  Ueber  einige  vielfache  Integrale.     Win  ekler.     Wien.  Akad.-Ber.  LX,  379. 


r^ 
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.  Trausforination  und  Bestimmnnfi:  des  dreifachen  Inteirrals 


Unferdiiiger.     Wien.  Akad.-Bcr.  LXI,  105. 
45.  Transformation  und  Bestimmnni;  des  dreifachen  Intearrals 

Uufordinger.     Wien.  Akad.-Ber.  LXI,  417. 
4Ö.  Zur  Theorie  der  simultanen  Substitutionen  in  zwei-  und  dreifachen  Integralen. 
Unferdinger.     Wien.  Akad.-Ber.  LXIII,  773. 
Vergl.  Ojlinderfunctionen.    Differentialquotient  68.     Elliptische  Transcenden- 
ten.    Kugclfunctionen.    Mittelgrössen.    Potential.    Ultraelliptische  Traus- 
cendenten. 

€• 

Oalender. 

47.  On  a  new  form  of  caltnder  by  nhich  ike  year  or  ntonih  or  motith-dity  or  meek-day  may 

öe  readily  found  ivhen  ike  other  ikree  components  of  a  daie  are  fftven,  J.  ff  er- 
sehet,    PAH.  Mag.  XL^II,  357. 

Oapillarität. 

48.  Sur  la  capülarUS.     Resal.     ff.  ami.  maih.  XXXII,  78. 

49.  Du  mouvement  ascendcmi  spontane  des  liquides  dans  les  lubes  capütaires.    Decharme, 

Compi.  rend,  LXXyil,  591. 

CombiBatorik. 

50.  Theoremes  sur  les  combinaisons.     Andri,     N.  ann.  math.  XX XII,  84. 

Vergl.  Wahrscheinlichkeitsrechnung  331. 

ConYWgenabadingnngen. 

51.  Stir  t'identite  des  fomndes  dfmnies  par  Cauchy  pour  diterminer  tes  conditions  de  con- 

oergence  de  la  sirie  de  Lagrange  avec  Celles  gtd  oni  iti  itablies  par  Lagrange 
lui-meme,  Minabrea.  Compl,  rend.  LXXFII,  1358.  —  Genocchi  ibid. 
1541. 

52.  Beweis  der  Diyergens  der  unendlichen  Reihe 

III  .11  1 

7;-*-27.  +  37,  +  --'^""°'"  =  *+2"*-3-^--^«- 
Unferdinger.     Wien.  Akad.-Ber.  LV,  95. 

Cnbatnr. 

53.  Segmente  und  Schiohtenräume  in  Flächen  zweiter  Ordnung.     Unferdinger. 

Wien.  Akad.-Ber.  LX,  63 1 . 

54.  Recherche  d^une  Methode  facüe  poiw  meswrer  appvoxitneUivement  la  capacitS  des  naoires,. 

D'Avout.     Cotnpt,  rend.  LXXyil,  872. 
b\  Helatkm  entre  les  volumes  correspondanls  de  deux  figwes  homographiques*   Amigues. 
N.  ann.  math.  XXXII,  374. 

CylindMrfiiBctioiMiiL 

56.  Ueber  die  Besserschen  Functionen  sweiter  Art.    Gegenbauer.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXV,  3«;  LXVI,  220. 

DetenniiuuitdiL 

57.  Elementary  demonstratiQn  of  a  fundamental  theorem,     Mine  hin.    Quart,  Joum,  math. 

XII,  172. 
Vergl.  Gleichungen  142.     Mazima  und  Minima  193.     Mechanik  213. 

Defrminanten  in  geometrischer  Anwendung. 

58.  On  the  PKickerian  caracteristics  of  a  curve  whose  equation  is  a  resultant  or  a  discrimi- 

ant  in  some general  cases.    S.  Roberts,     Quart,  Joum.  math.  XII,  281. 

59.  Sur  les  points  d^inflexion  d'une  courbe  du  troisihne  degri.     De  Saint-0 ermain. 

N.  ann,  math,  XXXII,  356. 

60.  Noteon  the  Cartesian.     Cayley.     Quart.  Joum.  math.  XII,  16. 

61.  Bquations  des  focales  d'une  smface  du  second  ordre.  Salt  et.   If.  ann,  math.  XXXI I, 

436. 
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62.  Theorem  in  regard  to  the  ffesstan  of  a  quatemary  fimction.     Cayley,     Quart.  Joum. 

math.  XU,  1Q3. 

63.  Sio'  les  pUmM  iangenU  triples  dune$urface.  Spottismoode,  Compt.  rend,  LXXVU, 

1181. 
Vergl.  Cabatnr  55.    Krümmung  179.    Kagel  184.    Oberflächen  244,  245.    Optik 
261. 

DiffnrontialgleieliiiBgMi. 

64.  On  Q  differential  eqtuUion  allied  to  Riccatfs.     Olaisher,    Quart,  Jouru  math.  XI f^ 

129.     [Vergl.  Bd.  XVII,  Nr.  278.] 

65.  Ueber  die  Integration  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  rationalen 

Coefficientcn  zweiten  Grades.    Win  ekler,    Wien.  Akad.-Ber.  LXIV,  247. 

66.  Ueber  die  Integration  linearer  Differentialgleichungen  mit  periodischen  Coeffi- 

clenten.     Boltzmann.     Wien,  Akad.-Ber.  LVJII,  54. 
Vergl.  Singulare  Lösungen. 

DifCerentialqQOtieiit. 

67.  Ueber  die  Differentialquotienten  n**'  Ordnung  von  Ausdrücken ,  welche  trigunu- 

metrische  Functionen  als  Factoren   enthalten.     Uuferdinger.     Wien. 
Akad..Ber.  LX,  605. 

0 

68.  On  the  n^  differeniiadon  of  an  integral    /4>(x,a)dx  with  regard  to  a,  suppoting  h  to 

lie  between  b  and  c«     If^.  Wal  ton.    Quart.  Joum.  math.  XU,  215. 

DUbrensenraehiiimg. 

69.  Expression  de  la  diffirence  d ordre  n*^«"  d^une  foncHon  au  moyen  de  la  derivee  du  meme 

ordre  de  vette  fonction.    Pieart.     N,  ann,  math.  XXXI l,  418. 


n 


SUsticititt. 
76.  Untersuchungen  über  die  Elasticität  fester  isotroper  Körper  unter  Berücksichti- 
gung der  Wärme.     Borohar  dt.     Berl.  Akad.-Ber.  1878,  9. 

71.  Ueber  Deformationen  elastischer  isotroper  Körper  durch  mechanische  an  ihrer 

Oberfläche  wirkende  Kräfte.    Borchardt.    Berl.  Akad-Ber.  1873,560. 

72.  5{<r  le  mouvement  d'un  fit  ilastique  dant  une  extrimUi  est  animie  d^un  mouuement  vibra- 

toire.     Mercadier.     Compt.  rend.  LXXVU,  639,  671,  1292,  1366. 

EXektrodynamik. 

73.  Ueber  die  Qrundformeln  der  Elektrodynamik.    Stefan.    Wien.  Akad.-Ber.  LIX 

693. 

74.  Ueber  die  Theorie  der  Elektrodynamik.    Heimholt«.    BerL  Akad.-Ber.  1872, 

247. 

75.  Vergleich  des  Ampere^schen  und  Neumanu*schen  Gesetzes  für  die  elektrodynami- 

schen Kräfte.     H  e  1  m  h  o  1 1 z.    Berl.  Akad.-Ber.  1873,  91 . 

76.  Action  mutueUe  des  courants  voltaiques.     Bertrand,     Compt.  rend,  hXXVIi,  962, 

1049. 

77.  Ueber  die  Gesetze  der  elektrodynamischen  Induction.     Stefan.     Wien.  Akad.- 

Ber.  LXrV,  193. 

78.  Ueber  die  diamagnetisohe  Induction.     Stefan.    Wien.  Akad.-Ber.  LXIV,  789. 

79.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  transversal-magnetischer  Flächen.     Em.  Wey  r.    Wien. 

Akad  -Ber.  LVI,  669, 

80.  A  theory  of  the  source  of  terrestrial  magnetism.    Challis.     Phil.  Mag.  XLf^U,  14. 

81.  Ueber  die  Ströme   in  N.ebenschliessungen  zusammengesetzter  Ketten.     Wasz- 

m  u  t  h.     Wien.  Akad.-Ber.  LVII,  47. 

82.  Ableitung  des  Potentials  bewegter  elektrischer  Massen  aus  dem  Potential  für  den 

Ruhezustand.     Loschmidt.     Wien.  Akad.-Ber.  LVIII,  7. 

83.  Die  Elektricitätsbeweguog  im  galvanischen  Strome.   Loiehmidt.  Wien.  Akad.- 

Ber.  LVIII,  696. 

84.  Ueber  die  elektrodynamische  Wechselwirkung  der  Theile  eines  elektrischen  Stro- 

mes von  veränderlicher  Gestalt.   Boltzmann.    Wien.  AkHd.-Ber.  LX,  69. 

85.  Ueber  die  Abhängigkeit  des  erregten  Magnetismus  von   den  Dimensionen  der 

MagnetisirungsBpirale.    Waszmuth.    Wien.  Akad,-Ber.  LVII,  4 13. 
80.  Sur  les  risistances  maxima  des  bobines  magnetiques.     Du  Mono  et.    Compt.  rend. 
LXXyU,  347.     [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  257.] 
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87.  SvT  les  meiUeures  dimensions  d  dunner  aux  ilectro-aimants.     Du  Moncel.     Compt* 

rend,  LXXFIt,  1017. 

88.  lieber  die  Arbeit,  die  beim  Magiietisiren  eines  Eisenstabcs  durch  den  elektri- 

schen Strom  geleistet  wird.     Waszmuth.     Wien.  AkHd.-Ber.  LXIII,  6. 

89.  Nachträgliche  Bemerkangen  über  aperiodische  Bewegun  ggedämpfter  Magnete. 

DuBois-Reymond.     Berl.  Akad.-Ber.  1873,  748. 

90.  lieber  die  Bestimmung  der  Constanten  eines  galyantscben  Elementes.  M  i  I  i  t  z  e  r. 

Wien.  Akad.-Ber.  LIX,  472^. 

91.  Sur  ia  dichitrche  des  condticieurs  älectrisee,     Moutier,     Compt.  rend.  LXXf^II, 

1238.  —  Fhü.  Mag.  XLVll  157. 
9->.  On  frhe(Ustone*8  bridge.  Brough.  Phü,  Mag.  XLVIl,  22,  —  Heaviside  ibid.  03. 

XUipie. 
\13.  Ellipseticonstructionen.     Staudigl.     Wien.  Akad.-Ber.  lilX,  189. 
0-1.    Trimver  ie  Heu  de»  sonmeis  des  Irianglts  de  pirimetre  constant  formis  par  deux  tan- 

gentes  a  une  eltipse  dmmee  et  ia  corde  des  contacis.     L.  P.     N.  ann.  maik. 

XXXll,  401 . 
95.  ^ire  du  iriengle  qtd  apour  sommet  U  centre  de  Celiipse  et  pour  baaela  corde  conunune 

de  VelUpse  et  d*un  cercle  osculaievr,    Peiiissier,    N,  ann.  math.  XXXII,  38. 

06.  Propri4t^  d'un  tfiangie  cir consent  ä  ime  elUpse.     Moret-Blanc.     N,  ann,  matk, 

XXXII,  577. 

07.  Lieu  d'un  foyer  de  VeUipse  inscrite  ä  un  triangle  et  dont  tautre  foyer  parcourt  une 

eliipse  donnie*     Lez»    N.  ann.  math,  XXXII,  455. 
98.   Trottver  l'envefoppe  de  Ia  corde  commune  a  taue  eliipse  et  ä  son  cercle  osculateur; 

Irouber  le  Heu  des  milieux  de>ces  cordes,  Desmons,  N.  ann.  ntath,  XXXI!,  20. 
00.  Pa:r  deux  points  fixes  A  e^  B  pris  sur  une  eliipse  donnie  on  fait  passer  des  cercles 

variables;  on  demande  le  Heu  des  points  Jl  oii  concourent  les  tangentes  men^es  ä 

VeUipse  et  ä  chaeun  des  cercles»     Doucet.     iV.  ann.  math.  XXXII,  23. 

100.  Trouoer  le  Heu  des  pöles  des  cordes  cotnmunes  et  Ia  podaire  du  centre  relative  ä  ten- 

vehppe  des  cordes  communes  ä  une  eliipse  et  ä  son  cercle  oscuititeur.     Moret- 
Blanc.     N,  ann.  math.  XXXII,  36. 

101.  Tkeorhnes  sur  VelHpse.     Moret-Blanc.    N.  ann,  math.  XXXII,  21H, 

102.  Intersfction  de  deux  elHpses  asstg^tties  d  di/f^rentes  condUions,     Moret-Blanc, 

N.  aim,  math.  XXXII,  572. 
Vergl.  Maxima  und  Minima  198,  190,  200,  201.    Quadratur  2W1,  292. 

SUiptoid. 

103.  Ueber  das  EUipsoid  von  kleinstem  Volumen  bei  gegebenem  Flächeninhalt  einer 

Anzahl  von  Centralschnitten.     Borchardt.     Berl.  Akad.-Ber.  1872,505. 

104.  On  the  duals  of  geodesics  and  Hnes  vf  curvature  on  an  elHpsoid  and  onils  pedal  sur- 

faces,    Jeff  er  y.     Quart*  Joum.  math,  XII,  322. 
Vergl.  Attraction  28.     -,„  ^    .     -.  .    . 

lOd.  On  a  special  quartic  transformation  of  an  elliptic  function,     Cayley,     Quart.  Journ. 

math.  XII,  200. 
IOf<.  Ferificatkm  of  an  elHptic  transcendent  idaititg.  Glaisher.  PhiL  Mag.  XLVIl,  437. 

F. 

FuettonoiL 

107.  Sur  Ia  fonction  exponentielle.     II  er  mite.     Compt.  rend.  LXXVII,  18,  74,  220, 

285. 
10^.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Functionen  complexer  Variabein.     Frombeck. 
Wien.  Akad.  Ber.  LXIV,  495. 

109.  Note  on  the  (2,  2)  correspondence  of  two  variables.     Cayley.     Quart,  Journ.  math, 

XII,  197.     [Vergl.  Bd.  XVH,  Nr.  348.] 

110.  Darstellungen  des  Products 

(fliH-Ä»4.c«-hrf«).(V+Ä,»-f-e,»+rf,«) .. .  (fl«n-j+**»-i+:c«n-i  +  d',-i) 
als   Summe  von  vier  Quadraten.      Unferdinger.      Wien.   Akad.-Ber. 

LIX,  455. 

Vergl.   Bestimmte  Integrale.     Oombinatorik.     Cylinderfnnctionen.     Determi- 
nanten.   Differenzenrechnung.  Elliptische  Transcendenten.  Kettenbrüche. 
Kugelfnnctionen,     Maxima  und  Minima.    Mittelgrödsen.    Potential.    Pro- 
ductenfolge.    Quadratische  Formen.    Quadratwurzel.    Reihen.    Ultraellip 
tische  Transcendenten. 


48  Historisch  •  literarischo  Abtheilang. 


^■«"y'W  •  WW^V>i%<%#N,  ' 


e«odUe. 

111.  Goomeiriseher  Beweis  des  Lehmann*8cheu  Satzes  über  die  Lage  des  Standortes 

in  Bezag  auf  das  Fohlerdreieck.     Schell.    Wiep.  Akad.-Ber.  LVII,  07. 

112.  Note  descriptive  du  cryplographe.     Fliegt' in,     Compt,  rend.  LXXVII,  400. 

Geometrie  (deeeriptive). 

113.  Die  Methodik  der  darstellenden  Geometrie  zugleich  als  Einleitung  in  die  Geo- 

metrie der  Lage.    Fiedler.    Wien.  Akad.-Ber.  LV,  659. 

114.  Die  projecti vischen  Flächen.    Sohlesinger.     Wien.  Akad.  Ber.  LVIII,  435. 

115.  Darstellung  der  Collinearprojectionen'  and  projcctivischen  Grundgesetze  in  einer 

für  die  descriptive  Geometrie  geeigneten  Form.    Schlesinger.     Wien. 
Akad.-Ber.  LVni,  658. 
116*  Darstellung  der  räumlichen  Collinearprojectionen  in  orthogonalen  Abhildnngen* 
Schlesinger.    Wien.  Akad.-Ber.  LIX,  636. 

117.  lieber  die  Identität  von  Constructionen  in  perspectivischer,  schiefer  und  ortho- 

gonaler Projeotion.    8  tau di gl.     Wien.  Akad.-Ber.  LXIV,  490. 

1 1 8.  Sur  ~tme  question  de  giamitrie  de  compas,   Peaucellier.   xV. arm. maih, XXX II,  7 1 . 

119.  lieber  Beleuchtnngsconsiructtonen  für  Flächen,  deren  zu  einer  Aze  senkrechte 

Schnitte  ähnliche  Ellipsen  sind.  Niemtschik.  Wien.  Akad.-Ber.  LVII,  078« 

120.  lieber  das  Problem  der  Glanzpunkte.     Pelz.     Wien.  Akad.-Ber.  LXIV,  730. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  6.  Ellipse  93.  Hyperboloid  149. 
Kegelschnitte  155,  156,  157,  158,  150,  160,  161,  102.  Oberfläclwn  248. 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  255 ,  256.  Optik  262.  Parabel  274.  Per- 
speotive. 

Geometrie  Chöhere). 
12 !•  Exposition  de  la  mithode  des  iqmpoUences.     Bellaoiiis,     N,  mm,  mailL  XXXII, 
97,  145,  193,  241.  297,  501,  529. 

122.  Rapport  sur  un  mimoire  de  M.  Mannheim:  Sur  les  svrfaces  trajectoires  des  points 

d*une  figure  de  forme  invariable  dont  le  ddptacement  est  assujetti  ä  quatre  con- 
ditions.     Chasles.     Compt.  rend,  LXXFII,  752. 

123.  Sur  le  nombre  des  points  d'iniersection  que  reprisente  un  point  multiple  eommun  d  deux 

courbes  planes,  lorsque  diverses  branches  de  la  premibre  sont  tangentes  d  des 
branches  de  la  seconde.     De  la  Gournerie,     Compt.  rend.  LXXVII,  573. 

124.  Application  de  la  g^niralisation  du  principe  de  correspondanee  d  la  thiorie  de  tälimi' 

nation,    SalteL     N,  ann,  maih,  XXXII,  505. 

125.  Studien  aus  der  höheren  Geometrie.     E  m.  Weyr.    Wien.  Akad.-Ber.  LVII,  44P. 
120.  Zur  Erzeugung  der  Curven  dritter  Ordnung.    Em.  Weyr.     Wien.  Akad.- Ber. 

LVni,  633. 

127.  lieber  Curvenbüschel.    Em.  Weyr.     Wien.  Akad.-Ber  LXI,  82. 

128.  Zur  Vervollständigung  der  Involutionen  höherer  Ordnung.    Em.  Weyr.     Wien. 

Akad.-Ber.  LXf,  000. 

129.  Geometrische  Mittheilungen.     E  m.  Weyr.     Wien.  Akad.-Ber.  LXI,  731,  819. 

130.  lieber  Evoluten  räumlicher  Curven.    Em.  Weyr.     Wien.  Akad.-Ber.  LXII,  804« 

131.  lieber  rationale  Raumcurven  vierter  Ordnung.    Em.  Weyr.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXm,  493. 

132.  Sur  les  diffirenits  formes  de  courbes  du  quatrihne  ordre.  ~  Zeuthe'n.     Compt.  rend* 

LXXril,  270. 

133.  Lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dornt  chacun  des  c6t6s  rencontre  deux  droites  donnies; 

enneloppe  du  plan  de  cet  angle  droit.     Genty.     N.  ann.  math,  XXXII,  332. 
134*  Sur  quelques  propriitis  gionUtriques  du  d^placement  d*une  figure  plane  dans  son  plan. 

Liguine.    N.  ann.  math,  XXXII^  481. 
135.  Sur  les  courbes  gauehes  algibriques,    Picquet.     Compt.  rend^  LXXVII,  474. 
\<i^.  On  the  superlines  of  a  quadric  surface  in  fioe-dimensional  Space.     Cayley.    QuarL 

Joum.  math.  XII,  176. 

Oesöhielite  der  Mathematik. 

137.  Notes  sur  di/f4rents  polyedres  antiques  en  bronte.     Hugo.    Compt,  rend.  LXXFII, 

433,  472,  502.  —  Baudot  ibid.  1288. 

138.  Christo/bri  ffanstenü  vita.     Holst     N,  ann,  math.  XXXII,  433. 

139.  Nicrologue  de  Cl.  Burdin,  t  \2  Novembre  1^1^.  Bertrand.  Compt.rend.  LXXFII, 

1148. 
Vergl.  Convergensbedingungen  51. 
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Gleiehimgen. 

140.  Lösung  algebraischer  Gleichungen  von  beliohig  hohem  Grade,  auch  mit  com- 

plezen  Coeffieienteii ,   mit  Hilfe  des  Qauss^schen  Schemas   für  complexe 
Grössen.     Kaabe.     Wien.  Akad.-Ber.  l^XIJIi  733. 

141.  Ucber  die  verschiedenen  Stürmischen  Reihen  und  ihre  gegenseitigen  Beziehun- 

gen.    Kronecker.     Berl.  Akad.-Ber.  I^i73,  1 17. 

142.  On  Wronski't  Theorem.     Cayley,     Quart.  Juuvn.  math,  XI l,  221. 

143.  On  a  theorem  in  eliminalion.     Syiveftler,     Quart.  Joiirn.  malh.  XI If  ;">. 

144.  Propriite  d*une  eqitation  du  quatrieme  degrc  qui  a  une  meine  double.-     Moreau. 

N.  ann.  matk.  XXXIl,  437. 


Hydrodynamik. 

I4&.  Fiarther   dixcussion  of  the  amdytical  principles  of  ftydrodynandra.     Challis      Phil. 

Mag.  XLFIi,  25.  —  Moon  ibid.  143.     (Verpl.  Bd.  XIX,  Nr.  313.] 

146.  On  the  motion  offltdds     Co  ekle,    Quart.  Journ,  math.  XU,  19.     (Vergl.  Bd.  XVII, 

Nr.  32\] 

147.  Etementory  tkeory  of  the  tides.     Abbott.     Quart»  Journ.  vuUh.   Xll,  7.     IVergl. 

Bd.  XVin,  Nr.  23] 

148.  Ueber  ein  Theorem,  geometrisch  ähnliche  Bewegungen  flüssiger  Körper  betref- 

fend ,  nebst  Anwendnng  auf  das  Problem,  Luftballons  zu  lenken.     Helm* 
ho  Uz.    Berl.  Akad.-Ber.  1873,  501. 

Hyperboloid. 
140.  Einfache  Constructionen  windschiefer  Hyperbolide  nnd  Paraboloide  mit  ihren 

ebenen  Schnitten  und  Selbstschatten.     N  i  e  m  t  s c h  i  k.     Wien.  Akad--Ber. 

LXI,  381. 
1 50.  Hyperboloide  engendr4 par  une  droite mobile»   Moret-  Blanc.  N.  ann.  math»  X XXII, 

357. 

iBtegrationen. 
151«  Sur  Cintäyration  des  di/firentielles  raiiottnelles.  Catalan,  N.  ann, math,  XXXII,  423. 

152.  Ueber  die  beiden  Integrale    /«*»«*.  ^?*  [na?  — co*a?]rfa?-  Unferdingur    Wien. 

Akad..Ber.  LVn,  611. 

153.  Ueber  die  beiden  Integrale   /o;«*^.   \m.loy{a'^bx)\dx  und  einige  verwandte 

Formen.     Unferdinger.     Wien.  Akad   6er.  LIX,  437. 

Invarianten. 

154.  On  tm  identical  equation  connected  with  the  theory  of  inoarianis.     Caylty,    Quart, 

Journ.  maih,  XII,  1 1 5. 

^  Ä. 

Xegelsdinitte. 

155.  Sur  un  nouoeau  mode  de  construction  des  coniques*    Abel  Transon»    N.  ann,  math» 

XXXII,  5. 

156.  Durchführung  verschiedener  die  Curven  zweiten  Grades  betreffenden  Construc- 

tionen mit  Hilfe  von  Kugel-  nnd  Cylinderflächen.      Standigl.      Wien. 
Akad.-Ber.  LVIII,  060. 

157.  Construction  eines  Kegelschnittes,  wenn  derselbe  durch  imaginäre  Punkte  und 

Tangenten  bestimmt  wird.    Standigl.     Wien.  Akad.-Ber.  LXI,  007. 

158.  Construction  der  Kegelschnittslinien  aus  Punkten  nnd  Tangenten.     Kou tuy. 

Wien.  Akad.-Ber.  LVII,  469. 

159«  Construction  des  Durchschnittes  einer  Geraden  mit  den  Kegelschnittslinien. 
Ko  n  t  n  y.     Wien.  Akad.-Ber.  LVI,  303. 

160.  lieber  die  Construction  der  Durchschnittspunkte  von  Kreisen  und  Kegelschnitts- 
linien.    Niemtschik.     Wien.  Akad.-Ber.  LIX,  89. 

101.  Ueber  die  Construction  der  Durchschnittspunkte  zweier  Kegelschuittsliuien. 
Niemtschik,    Wien.  Akad.-Ber.  LIX,  481. 
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162.  Allgemeine  Methoden  zur  Darstellniig  der  Darchschnittc  von  Ebenen  mit  Kegel- 

und  Cylinderflächen ,  von  Geraden  mit  Kegelsi-fanittslinien  und  von  confo- 

cHlen  Kegelschnittslinien  unter  sich.     Nieuitschik.     Wien.  Akad.-Ber. 

LX1I1,57I. 
1H3.  Die  Azen  der  1  minien  zweiter  Ordnung  in  allgemeinen  trimetrtschen  Punkicoordt- 

naten.     O.  Stolz.     Wien.  Akad.-Ber.  LV,  280. 
1Ö4.   To  find  ihe  foci  and  axes  of  a  cotnc  in  tritinear  coordinaien,     C,  Smilh.     Quart, 

Joum.  mnth,  XI /,  240. 
lÖöt  Erweiterung  des  Satzes  von  Desargnes  nebst  Anwendungen.  Ed.  Weyr.  Wien. 

Akad.-Ber.  LVIII,  2j3. 
1(^6.  Thioreme9  sur  tes  coniques.    Saltel.     N,  arm.  tnath.  XXX/I,  80. 
1(57.  lieber  ähnliche  Kf  geUchnitte.     Ed.  Wey  r.     Wien.  Akad.-Her.  LXil,  201. 
1 68.   Thioreme  sur  les  polaireH  des  »ommets  d'itn  Mangle  par  rappori  ä  une  mhne  conique. 

P eilissie r.     ü,  ami.  math.  XX XU,  48. 
1 00.   Thioreme  sur  les  coniques  mscriies  dans  un  'quadrilaiere  fixe  gut  tauche  une  cowbe  de 

Uyisieme  classe  domt4e,    Koehler,   N,ann,math,  XXXIl,  180.  —  Laguerre 

ibid.  187. 

170.  On  the  parallel  curoes  ofconics.     S,  Roberts,     Quart.  Joum.  wiath.  Xtl,  58. 

171.  Thiureme  sur  deux  eoniques  confocales,     Koehler,     N,  ann   math.  XXX II,  \hl. 

172.  /Jeu  du  point  de  concours  des  iangentes  communes  A  une  conique  /ixe  et  d  une  autrt 

qni  se  meut  mttour  du  foger  common*     Jamet.     N.  ann,  math.  XXXlIy  41. 
Vergl.  Ellipse.     Kreis«     Parabel. 

Xettenbr&che. 

173.  On  St/lüesier's  and  other  forms  of  cotitinued  fraclion  for  circle-quadratto'e.     Muir, 

PhiL  Mag.  XLVIl,  331. 
Vergl.  Quadratwurzel.  Kraii 

174.  Theoreme  sur  une  infinite  de  cercles  tangents  en  un  meme  point.     Moret-Blanc. 

N.  ann.  math.  XXXII,  440. 

Xreittheilimg. 

175.  Zur  Theorie  der  Krei^theiluug.     Frischauf.     Wien.  Akad  -Ber.  LV,  113« 

Xrüaimiing. 
170.  Cui'vature  ofcurves  and  surfaces,     IVatson,     Quart,  Journ,  math,  XII,*6\%, 

177.  Uebcr  Ki  ümmungsiinier.   der  Flächen  zweiten  Qrades  und  oonfocale  Systeme 

solcher  Flächen.     Em.  Weyr.     Wien.  Akad.-Ber.  LVIII,  60. 

178.  Construction  des  Krümmungskreises  lur  Fusspuuktcurven.    Em.  Weyr.    Wien. 

Akad.-Ber.  LIX,  160. 

179.  On  the  principal  radii  of  curvature  of  a  surface  referred  to  quadriplanta*  and  tangential 

coordinaies.    Jefferg.     Quart.  Joum.  math.  XII,  86. 

180.  Du  rayon  de  courbure  dune  courbe  dicrite  par  un  point  d'une  figwe  mobile.    Saint- 

Loup.     y.  ann.  math.  XXXII,  113. 
Vergl.  Ellipsoid  104. 

*  Xrystallographie. 

181.  Ueber  die  regelmässigen  ebenen  Punktsysteme  von  unbegrenzter  Ausdehnung. 

Sohucke.    Berl.  Akad.-Ber.  1873,  ;i78. 

182.  On  the  ray-planes  in  biaxal  crystats,     H\  Wal  ton.      Quart.  Joum.  math,  XII,  200. 

183.  Ueber  eine  Anwendung. des  Spectralapparates  zur  optischen  Untersuchung  der 

Krystalle.    Ditscheiner.     Wien.  Akad.-Ber.  LVIIJ,  15. 

Kugel. 
1K4.  Rayon  de  la  sphkre  cireonscrüe  au  titraedre.     Dostor.    H.  ann.  math.  XX XU,  370. 
185.  Calcui  du  rayon  de  la  sphire  inscrite  dans  le  titraedre.     Do  stör,    N.  ann.  math. 

XXXII,  867. 
I8H.  Sur  le  th^rkme  de  Dandelin  se  rapportant  ä  une  sphire  inscrite  dans  un  cone  de  r4vo- 

hition  et  touchante  A  le  fois  un  plan  qui  coupe  ce  ebne.     Abel   Transon. 

N.  ann.  math.  XXXII,  2\. 
187.  Conti trttction  de  deux  points  sur  une  sphire  donnie  Jouissant  d'une  certaine  propviM, 

Moret-Blanc.     N.  ann.  math,  XXXII,  360. 
Vergl.  Optik  263.     Potential.     Trigonometrie  314. 

Xogelfuietlonen. 
188    Ueber  die  Functionen  AT  und  rr.    Gegenbauer.     Wien.  Ak.-Ber.LXV.  373. 
189.  Zur  Theorie  der  Functionen  XX*    Oeganbftuer.    Wien,  Ak«<L-Ben LX VI«  55. 
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190.  Entwiokelung  nach  den  Functionen  X^^'^^.    Gegeiibauer.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXVr,  415. 

191.  Integralausdrücke  für  die  Functionen  J^JI!'.     Gegen  bau  er.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXVX,  374. 

192.  Ueber  die  Kriterien  zur  Ui«terscheidung  der  Maxima  und  Minima  vonFunctiontMi 

mehrerer  Veränderlicher.     Stolz.     Wien.  Akad.-Ber.  LVIII,  iO«3. 

193.  Conditüms  for  a  maximum  or  a  mtninami  in  a  funclian  of  any  monber  ofvarinbleH.     H. 

Williamson.     Quart.  Journ.  math.  XI I^  18 

194.  Fortgesetste  Untersuch angen  über  specielle  Minimaltiächen.      A.   Schwarz. 

Berl.  Akad.  Her.  1872,  3. 

195.  Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten  Variation  dcH  FlächeninhHltos  von  Mini- 

malflächen im  Allgemeinen  und  von  Thcüen  der  Schraubcntläche  im  Beson- 
dern.     A.  Schwarz.    Berl.  Akad.-Ber.  1872,  718. 
19(5.  Ueber  eine  Ausdehnung  der  Theorie  der  Minimalflächen.     Lipschitz.     Berl. 
Akad.-Ber.  1872,  3t)  I. 

197.  Sur  vn  ceriain  minimum.     Korkine  ^  Zolotareff.    N*  ann.  math.  XX XU,  337. 

198.  Star  Vellip/te  maxinmm  (faire  inscrite  dans  nn  triangle,     Gambey,     N,  ann,  math. 

XXXll,  1S9.  —  Morel- Blancibid.  142. 

199.  Parm  totUes  les  ellipses  qtd  passent  par  quatre  points,  trotwer  celie  doni  l'aire  est 

minimum      Gambey.     N.  ann,  math,  XXXII,  475,  524. 

200.  Le  minimum  d'tme  tangente  ä  Vellipse  comprise  entre  les  axes  est  igal  ä  la  demi-^omme 

(a+b)  des  axes,     Lez,     N.  ann.  math   XXXII,  44. 

201.  Le  maximum  de  la  distance  dupoint  de  conlact  d*une  tangente  d  Vellipse  d  ta  projec- 

tion  du  centre  sur  cette  tangente  est  4gal  d  la  demi-diff'&ence  (a— b)  des  axes. 
Lex.    N.  ami.  maih.  XXXIIj  Ab. 

202.  Ueber  die  Maxiroa  und  Minima  der  Winkel ,  unter  welchen  Curveii  von  Radien 

durchschnitten  werden.     C.  Exner.     Wien.  Akad.-Ber.  LVIT,  75. 

203.  Ueber  die  Maxima  und  Minima  der  Winkel,  unter  welchen  krumme  FUichun  von 

Radien -Vedoren  durchschnitten  werden.     C.  Exner.     Wien.  Akad.-Ber. 
LXIIT,  149. 
Vergl.  Elektrodynamik  8t5.     Ellipsoid  lOS. 

Meehanik. 

204.  Nouvetle  dimonstration  du  Parallelogramme  des  forces.     DeUgue.     y.  ann,  math, 

XXXII,  495. 

205.  Mimoire  swr  le  Probleme  des  trois  Corps,     Em    Mathieu,     Compt.  rend.  LXXTII, 

1071. 
206*  Theorie  des  Gleichgewichts  und   der  Bewegung  eines  Systems  von  Punkten. 
Losch  midi.     Wien.  Aknd.-Ber.  LV,  523. 

207.  Note  in  Illustration  ofcertnin  general  theorems  oblained  by  Dr,  R.  Lipschitz.  Cayley. 

Quart,  Journ.  math.  XII,  316. 

208.  Extension  of  Lagrange*  s  equations.     Ferrers.    Quart.  Journ.  math.  XII,  I. 

209.  On  tite  integratwn  of  t^te  accurate  equations  applicable  io  the  motion  in  one  plane  of  an 

indefinitely  thin  wire,     Moon,     Quart.  Journ.  malh.  XI t,  241. 

210.  Swr  un  thSoreme  de  micanique  c4lesie,     Siacci.     Compt.  rend.  LXXVIl ,   1288. 

[Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  121.] 

211.  On  some  theorems  in  meehanics.     ßesant.    Quart,  Journ,  math.  XII,  276. 

212.  On  the  meamre  of  ntork  in  the  theary  of  energy.     Moon.     Phil.  Mag,  XLVII,  291. 

[Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  332.] 

213.  SvT  rapplicaiion  des  diterminants  d  la  thiorie  des  momenis  des  forces.     Durrande. 

N,  arm.  math.  XXXIl,  265. 

214.  On   the  motion  of  a  partUUe  referred  to  a  moviny  space.     H^atson.     Quart,  Journ, 

math,  XII,  204. 

215.  Sur  V acc4liration  normale  d  la  trqjectoire  d'un  point  d'un  Systeme  invariable  mobile 

dans  son  mouvement  le  plus  g^närat.     Sabinine.     N.  ann,  math,  XXXII,  257. 
—  Res al  ibid.  264. 

216.  Mouvement  d'un  segment  sphirique  sur  un  plan  inclini  en  tenant  compte  du  frottement. 

Didion.     Campt,  rend.  LXXVII,  167. 

217.  Mouvement  d'un  point  mnteriel  pesant  et  libre  dans  im  fluide  homogene  en  repos.  Dieu, 

N,  am,  math,  XXXII,  161^ 
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218.  On  a  properiy  in  the  eqttUibrium  oftrvo  circular  cord»  repelling  each  oüier  accm-ding 

io  the  tan  of  the  inoerse  cube  of  the  distance.   Tonnten d,  Quai^t.  Joum.  maih. 
X!l,  214. 

219.  On  tattiochronous  and  brachistochr'onous  curoes  for  parallel  and  concurt-eni  /brces, 

Tomnsend.     Qtiart.  Joum.math.  XU,  2-17. 
22(K  A  geometrical  study  of  the  kinemuiic  equUibrium  and  small  oscittatwns  of  a  rigid  body. 
Stame/l  Bali.     Quart.  Jouni.  nutth   XII,  41.     [Vergl.  Bd.  XVI,  Nr.  120.] 

221.  On  a  ctmstruction  in  rigid  dynamics      Towneend.     Quart.  Jowni.  tnath.  Xli,  138. 

222.  On  a  ronstruction  itt  the  dynamiat  of  a  rigid  body  which  roUs  wUhout  itUdbig  on  a  fixed 

rough  surface^     Townsend,     Quart.  Joum  math.  XII,  20 1 . 

223.  Nouvelles  exp4riences  relatives  d  ta  thiorie  de  la  poussie  des  terres,   Curie,    Compi, 

rend.  LXXFII,  142,  778.  —  De  Saint-Venant  ibid.2M.   [Vergl. Bd. XIX, 
Nr.  343.] 

224.  Integration  de  Ciquution  aux  derivies  partielles  des  rylindres  isostatiques  qui  se  pro- 

duisent  ä  Vintiriettr  d'un  massif  ibouteux  soumis  it  de  fortes  pressions.    Bous- 
sinesq.     Compt.  rend.  LXXf^II,  667. 

225.  Essai  thiorique  sur  VequUibre  d'ilasticit4  des  massifs  pulvirulents  et  sur  la  poussie 

des  terres  Sans  ooh^sion.     Houssinesq,    Compt,  rend,  LXX ^11,  lb7\. 

226.  lieber  Longitudinalschwinguiigen  elasischer  Stäbe.     Stefan.     Wien.  Akad.- 

Ber.  LV,  5«7. 

227.  lieber  die  Eigenschaften  der  Schwingungen  eines  Systems  von  Punkten.  Stefan. 

Wien.  Akad.-I3er.  LXVI,  159. 

228.  Ueber  Schwingungen  von  Saiten,  welche  aus  ungleichen  Stücken  bestehen. 

Stefan.     Wien.  Akad.-Ber.  LVII,  517. 

229.  Theorie  der  Schwingungscurven.    v.  Strselecki.    Wien.  Akad.-Ber.  LXV,  189. 

230.  Ueber  die  Festigkeit  sweier  mit  Druck  übereinandergesteckter  cyliodrischer 

Röhren.     Boltzroann.     Wien.  Akad.Ber.  LIX,  679. 

231.  Notes  on  applied mechanics.     St a well  BalL     Quart,  Joum.  maih.  XII,  112. 

232.  Essai  sur  la  ditemtfnation  du  frottement  de  tair  sur  un  proJectUe  oblong.      Resal. 

N.  um,  math.  XXXII,  561. 

233.  Die  Hauschlagscurven  des  Mühlsteins.     Martin.     Wien.  Akad.-Ber.  LV,  300« 

234.  Ueber  die  Reduction  der  Barometerstände  bei  Gefässbaiometern  mit  veränder- 

lichem Niveau.     Jelinek.     Wien.  Akad -Ber.  LVI,  655. 
23ö.  Ueber  eine  neue  Art  der  Beobachtung  an  Heberbarometern.     Handl.     Wien. 
Akad.Ber.  LVH,  109. 

236.  Theorie  der  Waagebarometer.     Handl.     Wien.  Akad.-Ber.  LIX,  7. 

Vergl.  Akustik.    Astronomie.    Attraction.    Capillarität    Elasticität.    Elektro- 
'    dynamik.  Hydrodynamik.   Molekularphysik.   Optik.   Wärmelehre.   Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung 332,  333. 

]att«lgrl(st«&. 

237.  Nähere  Bestimmung  des  Unterschiedes  zwischen  dem  arithmetischen  und  geo- 

metrischen Mittel  positiver  Grössen  und  ein  daraus  abgeleitetes  allgemeines 
Theorem  der  Integralrechnung.  Unferdinger.  Wien.  Ak.-Ber.  LVI,  272. 

Kolekolaiphytik. 

238.  Ueber  das  Wirkungsgesetz  der  Molekularkräfte.     Boltzmann.     Wien.  Akad.- 

Ber.  LXVI,  213. 

239.  Beiträge  zur  Molekulartheorie.     Handl.    Wien.  Akad.-Ber.  LVI,  569;  LXV, 

377;  LXVI,  136. 

240.  On  the  mathematical  theory  of  isomere.     Cayley.     Phü.  Afag,  XLf^II,  4A4, 

241.  Sur  le  maximum  de  densiii  de  Veau;  expHcation  mecanique  de  ee  phinomene.     Piar* 

ron  de  Mondesir,     Compt,  rend,  L XX f^ II,  1154. 

M. 

IToniisleii. 

242.  Einfaches  Verfahren ,  Normalen  zu  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  Husserhalb 

liegende  Punkte  zu  ziehen.    Niemtschik.    Wien. Akad.-Ber. LVIII,  831. 


Obtrflicheii. 
243.  Sur  une  riduetion  de  l'Squation  d  differences  partielles  du  troisieme  ordre  qui  rigU 
les  fandites  de  surfaces  stisceptibfes  de  faire  partie  d'un  Systeme  orthogonat, 
Levy,    Compt.  rend.  LXXyj,  1435. 
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244.  Demonairaiion  of  Dupin's  theorem:  ihat  tkree  /amilies  ofsttr/aces  iniersecting  every- 

where  at  right  angfeg  intersect  along  thetr  rurveg  ofcttrvatttre,   Cayley,   Quart, 
Jottm.  matk.  XII^  185. 

245.  On  the  transformation  of  the  equation  ofa  sitrface  to  a  sed  ofckiefaxes.    Cayley, 

Quart.  Joum.  math,  XII,  34. 

246.  On  the  arder  of  the  condUion  that  ttoo  sttr/aces  may  touch.     S.  Roberts,     Quart, 

Joum.  math  XII,  229. 
247    Beitrag  zur  Construction  von  ßerühningsebenen  an  Rotationsflächen.   Matze  k. 
Wien.  Akad..Ber.  LVIII,  44. 

248.  Ueber  die  Constrnction  des  Durchschnittes  zweier  krummen  Flächen  unter  An- 

wendung von  Kugeln  und  Rotationsflächen.   N i e m tsch ik.    Wien.  Akad.- 
Ber.  LXIV,  117. 

249.  Stndien  über  Fläehen,  deren  zu  einer  Aze  senkrechte  Schnitte  ähnliche  Ellipsen 

sind.     Niemtschik.     Wien   Akad..Ber.  LVII,  246. 

250.  Rapport  anharmonigue  de  quatrepoints  du  plan,     Lucas.     Compt.  rend,  LXXyfl, 

1463. 

251.  Recherches  analytiques  aur  la  swrfaee  du  troisihne  ordre  qui  est  la  r^ciproque  de  la 

surface  de  Steiner,  Laguerre.  N.  ann.  math.  XXXII^  55.  [Vergl.  Bd. 
XVIII,  Nr.  334.] 

252.  Ueber  einige  besondere  Arten  von  Flächen  vierten  Grades.    Kummer.     Berl. 

Akad.-Ber.  1872,  474. 

253.  On  the  eycHde,     Cayley,     Quart.  Joum.  math.  XJI,  148. 

254.  PropriM  du  tore.     Doucet,     N.  ann.  math.  XXXII,  470. 

Vergl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  62,  63.  Maxima  und  Mi- 
nima 194,  195,  196. 

OberiUUdien  zweiter  Ordnung. 

255.  Anwendung  der  räumlichen  Central-  und  Parallelprojection  zur  Lösung  verHchie- 

dener,  die  Flächen  zweiter  Ordnung  betreffender  Probleme.  Staudig  1. 
Wien.  Akad.-Ber.  LVIII,  811. 

256.  Ueber  die  Axenbestiramung  von  Centralprojectionen  der  Flächen  zweiten  Qrades. 

Pelz. '  Wien.  Akad..Ber.  LXVI,  481. 

257.  Th^orhnes  sur  ies  sttrfaces  de  second  ordre.     Salt  ei.     N.  ann,  math.  XXXII,  91. 

258.  Solution  analytique  d'un  probleme  se  rapporiant  ä  une  surface  du  second  degrä  et  ses 

axes,     Oambey,     N.  ann.  math,  XXXIl,  92. 

259.  On  prend  sur  une  surface  du  second  degri  une  section  plane  quelconque;  cette  coto'be 

peut  itre  prise  pour  la  focale  d'une  surface  nouuelle  passant  par  i'une  ou  Vautre 
des  focales  de  la  premüre.  Pellet.  N.  ann,  math.  XXXII,  464.  —  Painvin 
ibid,  579. 

260.  Des  surfaces  a.^^^-f  .b.^^i^+  I  =0.     Oallois,     N.  ann.  'math.  XXXII,  440. 

Vergl.  Asymptoten  25.  Cnbatnr  53.  Determinanten  in  geometrischer  Anwen- 
dung 61.  Ellipsoid.  Hyperboloid.  Krümmung  177.  Kugel.  Normalen. 
Paraboloid. 

Opük. 

261.  On  geometrical  optics.     I^^arren.     Quart,  Jottm.  math.  XII,  ^71. 

262.  Constrnction  der  Curven  bestimmter  Beleuchtungsintensität  an  Rotation.sflächen 

mit  Benutzung  berührender  Kugelflächen.  Matzek.  Wien.  Aknd.-ßer. 
LVnr,  49. 

263.  Zur   Dioptrik  eines  Systems  centrirter  Kugelflächen.     Lang.     Wien.  Akad.- 

Ber.  LXIII,  666. 

264.  The  boimdary-eonditions  ofreflection  and  refraction  for  the  principal  section  of  media 

inmotion      Ketteier.    Phil.  Mag.  XL  FI  I,  AM. 

265.  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Untersuchung  des  reflectirten  Lichtes.   Ditschei- 

n  e  r.    Wien.  Akad.-Ber.  LVIII,  66 1 . 

266.  Ueber  den  Finflnss  der  Wärme  auf  die  Brechung  des  Lichtes  in  festen  Körpern. 

Stefan.     Wien   Akad.-Ber.  LXIII,  223. 

267.  Ueber  absolute  Intensität  und  Absorption  des  Lichtes.    Handl.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXV,  129. 

268  Ueber  die  durch  pbrnparallele  Krystallplatten  hervorgerufenen  Talbot*8chen  In- 
terferenzstreifen.    1)  i  t  s  c  h  e  i  n  e  r.     Wien.  Akad.-Ber.  LVII,  709. 

269.  Ueber  einige  neue Talbot'schelnterferenzerscheinungen.  Ditscheiner.  Wien, 
Akad.-Ber.  LXni,  529. 
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270.  Eixtde  annlytique  et  exp6rimentfile  des  mierfirences  desrayons  eUipHques,   OrouUe- 

boiit.     Compl.  rend.  hXXFIl,  l>69. 

271.  On  ihe  manufacltoe  and  theory  vf  diffrtiction- yratings.     RayUigh.     Phil.    Mag, 

XLFII,  81,  193. 

272.  lieber  den  Gangunterschied  nnd  das  Intensitätsverhältniss  der  bei  der  Reflexion 

an  Glasgittern  auftretenden  parallel  und  senkrecht  zur  Einfallsebene  po- 
larisirten  Strahlen.     Ditscheiner.     Wien.  Akad.-Ber.  LX,  507. 
27^^.  Ueber  eine  einfache  Vorrichtung  znr  Herstellung  complemenUircr  Farbenpaare 
mit  Brücke^s  Schistoskop.    Ditscheiner.    Wien.  Akad.-Iier.  LXIII,  5Ö-1. 
Vergl.  Geometrie  (descriptive)  119,  120.     Krystallographie. 

Parabel. 

274.  Beschreibung  der  Parabel  aus  gegebenen  Punkten  und  Tangenten.     Koutny. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXIII,  760. 

275.  Ster  trois  paraboles  passant  par  les  sommets  d'un  triangle  pris  deux  fi  deux  et  ayant 

vn  point  de  conlact  conamm.     Poujade.     iV.  onn.  math,  XXX 11^  190. 
Vergl.  Trajectorie.  Parabotold. 

276.  Du  tälraedre  cofijugud  ä  un  parabolcüde.     Gambey.     N,  arm,  maih.  XXXII,  333. 

Vergl.  Hyperboloid  149.  pe^^lye. 

277.  Gonstruction  der  Seibstschattengrenze  von  Rotationsflächen  in  der  Perspective 

unter  Voraussetzung  paralleler  Lichtstrahlen.     Koutny.     Wien.  Akad.- 
Ber.  LV,  215. 
278    Ueber  die  directe  Bestimmung  von  Kreisbildern.     Morstadt.     Wien.  Akad.- 

B"-  l^VI,  (12.  pu«tortri,. 

279.  Die  allgemeine  Formel  für  die  Summe  der  Winkel  eines  Polygons.    Unfer- 

d  i  n  ge r.     Wien.  Akad.  Ber.  LVIT,  627. 

280.  Demonstration  of  ihe  egualiiy  of  tttfo  aftgles  of  a  triangle  by  the  egualily  of  their 

hUecting  lines,     F.  0.  Hesse,     Phil.  Mag.  XLVtl,  3Ö5. 

28 1 .  Sur  tm  point  remorquable  du  plan  d'un  triangle,  Lemo  i »  e.  N.  mm.  math,  XXX II,  36 1. 

282.  Aire  iun  quadrilatkre  en  fonction  de  ses  quatre  cötis  et  de  la  droite  qtd  imit  les 

milieux  de  deux  coi^s  opposis.     Lecornu,     N.  ann,  math,  XXXII,  2Ö. 

283.  On  triangles  insa'ibed  in  a  circle  and  circumscribed  about  another,    Besant.    Quart, 

Joum.  math.  XII,  276. 

284.  Th4orkme  sur  deux  sicantes  d'une  cir(onf^ence.  Morel    N,  ann.math, XXXII,  137. 

FotentlaL 

285.  Meati  potential  ooer  a  spherical  svrfcuie,     Percioal  Frost.     Quart.  Journ.  math. 

XII  197. 
Vergl.  Elektrodynamik  82. 

Prodnctenfolge. 

286.  On  IV.  G.  Homer" s  method  of  factoriaU     Jos.  Homer.     Quart.  Journ  math  XII, 

268. 

Quadratische  Formen. 
'2^7.  lieber  die  algebraische  Theorie  der  quadratische u  Formen.  Kroneeker.   Berl. 
Akad-ller.  1872.  490.  ,j,,a„t«r. 

288.  Ueber  die  Bestimmung  der  konstanten  Hes  PolNrplanimeters.   A.  Schell.  Wien. 

Akad.-Ber.  LVI,  325. 

289.  Allgemeine  Theorie  des  Polarplanimeters.   A.  Schell.  Wien.  Akad.-Ber.  LVIII, 

189. 

290.  Note  sur  le  planimetre  polaire,     Resal.     Campt,  rend,  LXXVII^  609. 

291.  Trouver  faire  de  l'enveloppe  de  la  corde  commune  ä  une  ellipse  et  ä  son  eerele  oscu- 

Iftteur.     Morel- Blanc.     N.  ann,  tnath.  XXXII,  34. 
2i^2.   L'aire  de  la  courbe,  Heu  du  venire  (Vune  ellipse  qui  roule  sans  gfisser  sur  une  droite 
fixe,  est  la  mayenne  arithmitique  entre  les  aires  des  cercles  d^crits  sur  hs  axes 
comme  diamhres,     Morel-  Blanc.     N.  ann.  math,  XXX JI,  45 1 . 
Vorgl.  Kettenbrücbe.     Maxima  und  Minima  198,  IV*9. 

QnadratwuneL 
293.  Sttr  deux  diff Gentes  f armes  de  la  racine  carrie  approchee  dun  nombre,     Morel- 
Rlanv,     N,  ann.  mnth,  XXXII,  477. 
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294.  On  senä-conoergent  series.     Glaisher.     Quart.  Joum.  math.  X//,  52. 

295,  ön  /Ätf  crpansion  of  functions  in  irigonometrical  series,    W,  IValton.    Quart.  Joum. 

math.  Xll,  146. 
290.  Der  Rest  der  Taylor'schen  Reihe.     W  i  n  c  k  I  e  r.     Wien.  Akad.-Ber.  LIX,  533. 

297.  Ueber  die  Entwickelang  nnd  Summation  einiger  Reihen.     Win  ekler.     Wien. 

Akad.-Ber.  LXIV,  799. 

298.  Ueber 1:;+:; TTi '*""•"'■  r ~. — "rTTT»  ^^i  to  =  oo  und  fiber  das  Di- 

(ui+a)*     («  +  2^/  [»i+»i(ii-l)a]* 

richlet'sche  Paradozon  bei  unendlichen  Reihen.     Unferdinger.     Wien. 
Akad.-Ber.  L VIT,  621. 

299.  Ueber  das  Dirichlet'sche  Paradoxon  bei  unendlichen  Reihen.     Unferdinger. 

Wien«  Akad.-Ber.  LX,  591. 
390.  Ufber  einige  6 eget  stände  der  elementaren  Analysis.  Winckler.  Wien.  Akad.- 
Ber.  LIX,  356. 

301.  Or  eertain  series  for  n,     Olaisher,     Quart,  Journ.  math,  XU,  232. 

302.  Ueber  /tof— ^4-— ^+...  +  r^l  .     Unferdinger.     Wien.  Akad.-Ber. 

Uw-f-l      wi-l-2  2mJ(M=ao) 

LV,  93. 

303.  Die  Summe  der  Logarithmus-  und  Arcustangens-Reihe  mit  alternirenden  Zeichen- 

gruppen.    Unferdinger.     Wien.  Akad.-Ber,  LV,  75. 

304.  Die  Summe  der  Ezponential-,  der  Sinns-  und  Cosinusreihe  mit  alternirenden 

Zeichengruppen.    Unferdinger.     Wien.  Akad.-Ber.  LVI,  257. 

305.  Sommation  de  ia  sirie  27  (- 1  )p .  2p  .  °*^"T '2"'/"~/l"^^^'     ^  «  ^^^ « ^  «•     ^-  «««• 
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math.  XXX! I,  lö9. 
Vergl.  Convergenzbedingungen.    Gleichungen  141.   Kugelfunctionen  190.   Tri- 
gonometrie 310,  311,  312. 

Bingnlftre  Lösungen. 

306.  On  Singular  Solutions,     Cockle.    Quart,  Jount.  math,  XU,  305. 

Sabstitiition«n. 

307.  Sur  les  polynomes  bÜin4aires.     C.  Jordan.     Compt.  rend,  LXXFII^  I4S7. 

T. 

TtInMdmr. 

308.  Surle  titrakdre,     Abel  Transon.     N.  arm,  math.  XXXII,  519. 

Vergl.  Kugel  185.     Paraboloid. 

Tnjeotorie. 

309.  Trouuer  la  trajectoire  orthogonale  d'un  Systeme  de  paraboles  Egales  tangentes  en  ietit 

sommet  ä  une  droite  fixe.     Gambey.     N.  ann.  math.  XXXII,  185. 

Trigonometrie. 

310.  On  the  exffression  for  eosines  of  multiple  angies  in  terms  of  powers  of  cosines  and  ton- 

versety.     W,  Wal  ton,     Quart.  Joum.  math,  XII,  168. 

311.  ßrpressions  de  BinmtL  et  cos  m  a  «n  fonetum  de  sin  a  ou  cos  a  seulement,    Mourgue. 

N.  am.  math,  XXXII,  408. 

312.  Sto'  les  däveloppements  de  sin  na,  cos  na  suivatU  les  puissances  de  2cosa  et  2sina. 

Le  Besgue.     N.  ann.  math.  XXXII,  425. 
.S 1 3.  Construetion  <2f  sin 3 a,  sin 4 a,  co.s  3 a,  cos 4a.  Demartres,   N.  ann. math, XXXII, 
143. 

314.  Ueber  einige  merkwürdige  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie.     Unfer- 

dinger.    Wien.  Akad.-Ber.  LVIII,  30. 
Vergl.  Reihen  295,  300. 

V. 

mtraelliptiiehe  Transoendenten. 

315.  l^iber  die  vollständigen  AbePschen  Integrale.     Winckler.     Wien.  Akad.-Ber. 
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Bemerkungen  zn  dem  Aufsatze  Oünther's:  ,,Zur  OeschicMe 
der  deutschen  Mathematik  im  fünfzehnten  Jahrhundert/* 

Von 

M.   CUBTZE 
in  Thorn. 


Ich  habe  in  dem  ersten  Hefte  des  20.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  mit 
hohem  Interesse  die  Abhandlung  Günther's:  i,Zar  Geschichte  der  dent- 
schen  Mathematik  im  fünfzehnten  Jahrhandert"  gelesen.  Es  sei  mir  erlaubt, 
einige  Bemerkungen ,  beziehungsweise  Berichtigungen  der  darin  mitgetheil- 
ten  Notizen  mitzntheilen. 

Zunächst  möchte  ich  die  Bibliographen  wenigstens  vor  der  Anklage  in 
Schatz  nehmen,  dass  sie  die  von  Herrn  Günther  behandelte  ,,®eome tri a 
beutfd}''    nicht  kannten.      In   Hain,   Bepertorium    Bibliographxcum 
(Stuttgardt  1821),  findet  sich  unter  Nr.  7576,  bei  welcher  der  vorgesetzte 
Stern  anzeigt,  dass  der  Verfasser  das  Buch  selbst  in  Händen  gehabt,  fol- 
gende Notiz:  ^ 
«  7576.   ®(503Wei:3{39l.    F,  \a  (iL:  ©cOtttctm  II  bcutf^.     F.  2a: 
(«)g3d  bcr  gcomc*  ||  trc^   etliche  nut=  ||  parlid&c  flü(f  b^  ||  etc.      Term. 
f,Qa  hac  lin. :  rtg  ^öom .  f  •  jum  .  i  ♦  ein  ejccmpcl  ^erhac^  Pet.    Fig.  malhe- 
maU  $.  h  a.  el  typ,  n.  4.  g,  eh.  s.-  s.  c.  et  pp.  n.  6  ff.  c.  figg.  matkemat. 
et  Uli.  initial  floreni. 
Da  Hain  die  Drucke  nur  bis  1500  incl.  verzeichnet,  so  steht  soviel  fest, 
dass  seiner  Meinung  nach  die  ©eometria  beutfd^  vor  1500  gedruckt  ist. 
Da  sie  bei  Weller,  Reperlorium  Typographieum   (Nördlingen  1864, 
Anhang  ibid,  1874)  fehlt,  so  dürfte  auch  dieser  tüchtige  Bibliograph  derselben 
Meinung  sein. 

Herr  Günther  irrt  aber  wieder,  wenn  er  annimmt,  dass  eigentlich 
Dürer,  von  Roficzer  abgesehen,  der  Erste  sei,  der  über  Geometrie  in 

HIsi  -llt  Abtiilff.  d.  2«Itsohr.  f.  Maib.  u.  Fbyt.,  XX,  3.  5 
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deutscher  Sprache  geschrieben  hat.  Zunächst  besitzt  die  Mtinchner  Hof- 
und  Staatsbibliothek  ein  Mannscript  aus  dem  Jahre  1477  {Cod,  Gertnan. 
Nr;  328),  in  welchem  auf  Blatt  62 — 73  sich  findet:  Geometria  (Peld- 
messkunst),  deutsch,  also  offenbar  von  der  obigen  Geometria 
deutsch  verschieden.  Weiter  aber  giebt  es  noch  andere  Werke,  die, 
wenn  auch  nicht  hauptsächlich ,  so  doch  nebenbei  geometrische  Sachen  in 
deutscher  Sprache  behandeln.  Ich  führe  z.  B.  an:  S^n  neU)  hinfHicT) 
Sucd^  I  iDcld^eS  jar  jcnjiß  tJtib  belaub  |  lernet  nad^  bcr  gemainen  reßet  S)etre, 
»eiferen  |  practic,  regule  faljt  t)ft  etlid&c  regeln  Söffe  man  |  d}erlatfc^önct)üjutt)iffen 
notbürfftta  Sied^nüg  |  auff  lauffmannfd^afft.  Slud^  nad^  ben  |)rol>or5  (  tion  bcr 
lunfl  beiS  gefanngi^  im  biatontfd^en  ge  |  fd^led^t  au^  j^tatle  monod^orbü,  orgel^ 
pfctffe  I  t>n  anber  inftrument  au§  ber  erfinbung  ^^t^*  |  göre.  SBJe^tter  i|l  ^tct- 
innen  begriffen  bued^l&alts  I  ten  burd^  \>^^  3«>^*iöl,  ftap5  t)nb  fd^utbbud^  |  SBtfier 
gumad^en  burc^  bad  quabrat  Dnnb  tri^  |  angel  mit  \Al  anbern  luftigen  flüdCen  ber 
®t^i  I  metre^.  ®cmad^t  auff  ber  I5bltd^en  ^oen  fd^ul  |  ju  Sien  in  Ofterreic^ 
butd^f  ^enrictt  ©rarn-  |  matcum/ober  fc^re^ber  tjon  ©rffurbt  ber  flbe  |  freien 
ffünfien  SKatper.  |  9Rit  Äa^fcrltd^e  gnaben  t>nb  |  ^riuilegien  ba3  bued^  nid^t  | 
nac^  ju  trudfe  in  fed^g  iarn  Am  Ende:  ©ebructt  ju  SRürnberg  burd^  |  So^an^ 
ncm  ©tüc^g  I  für  Sucag  Sllantfee  ©üd^furer  |  t>nb  fflürger  ju  SGBieu.  Das  Buch 
ist  1518  gedruckt,  und  befindet  sich  ein  Exemplar  in  der  Hof-  und  Staats- 
bibliothek zu  München.  Neuausgaben  existiren  mehrfach ,  z.  B.  Frankfurt 
a/M.  c.  1540,  Chr.  Egenolph  und  ebendaselbst  1544,  letztere  Ausgabe 
ebenfalls  in  Mönchen;  dann  wieder  gedruckt  zu  Nürnberg  bei  Johann 
Stüchs  15*21,  und  zu  Erfurd  bei  Matthes  Maler  1523,  beide  Ausgaben  in 
München. 

Wenn  Herr  Günther  aus  der  Sprache  auf  das  Alter  schliessen  will ,  so 
dürfte  er  vielleicht  nach  dem  oben  angeführten  Titel  das  Buch  des  Hein- 
rich Schreiber,  genannt  Grammateus,  el^enfalls  um  1500  oder  früher 
ansetzen.^  Ist  übrigens  Rat dolt  der  Drucker,  so  fällt  das  Buch  ,,Geome- 
tria  deutsch*'  sicher  nicht  vor  1487,  da  erst  nach  dieser  Zeit  Uatdolt  in 
Augsburg  druckte,  üebrigens  ist  Rat  dolt  keineswegs  der  alleinige  Er- 
finder der  Kunst,  mathematische  Figuren  in  den  Text  zu  drucken.  In  dem 
Werke  des  Oresme:  De  laiitudinibus  formarum,  hat  Mattheus  Cer- 
donis  von  Windischgrätz,  der  zu  Padua  druckte,  im  Jahre  1482,  also  gleich- 
zeitig mit  Ratdolt,  mathematische  Figuren  in  Holzschnitt  in  Anwendung 
gebracht. 


*  Wahrscheinlich  hat  Herr  Günther  noch  nicht  Gelegenheit  gehabt,  die  oft  in 
wirklich  haarsträubender. Orthographie  gedruckten  Originalausgaben  Lutherischer, 
Melanthon'scher  und  sonstiger  Reformations-  und  Gegenreformationsschriften  ein-* 
ansehen;  hätte  er,  wie  ich,  dieselben  hundertweise  in  Händen  gehabt,  so  würde  er 
sicherlich  nicht  über  den  Mangel  an  orthographischem  Sinn  in  einem  Buche  Klage 
fuhren,  das  zu  den  Incunabcln  unserer  Literatur  gehört. 
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Ich  komme  zu  einem  andern  Theile  der  Untersnchnngen  des  Herrn 
Verfassers,  za  dem  S  7,  zn  dem  ich  im  Stande  bin,  die  Behauptung  Egen*s, 
dass  Card  an  darch  Tartaglia  zn  den  Problemen,  die  Aufgaben  der 
Geometrie  mit  einer  Zirkelöffnnng  zn  vollführen,  angereizt  wurde,  zn 
beweisen.  Als  Libri  seine  Bisioire  des  Mathematiques  en  Halte 
schrieb,  hatte  er  diese  Beweismittel  noch  nicht  in  Händen,  später  hatte  er 
sie  erstanden,  hat  ab^r  darüber  Nichts  veröflfentlicht.  Nur  Prof.  Gherardi 
in  Florenz  hat  in  den  von  mir  übersetzten  Materialien  zur  Geschichte 
der  mathematischen  Facultät  der  alten  Universität  Bologna 
die  Materie  eingehend  behandelt,  auf  die  Beweismittel  gestützt,  welche 
Libri  später  von  ihm  erstand,  und  die  in  der  Libri 'sehen  Anction  (London 
1801)  für  20  jf  10  5  verkauft  wurden.  Es  bringt  mich  das  zugleich  auf  das 
nachgelassene  Werk  B.  Hanke Ts.  Auch  dieser  hat,  obgleich  er  die  Ma- 
terialien citirt,  doch  die  ganze  Geschichte  der  Erfindung  der  Gleichungen 
dritten  Grades  nur  nach  der  tendenziös  gefärbten  Mittheilung  Tartaglia*s 
erzählt.  Ueberhaupt  enthält  dieses  im  Allgemeinen  so  neue  und  über- 
raschende Gesichtspunkte  entwickelnde  Buch  in  Einzelnheiten  eine  nicht 
geringe  Zahl  von  Fehlern,  so  dass  es  nicht  unbedingt  als  Autorität  citirt 
werden  kann.  Doch  zu  meinem  eigentlichen  Zwecke  zurück.  Nachdem 
Card  an  in  seiner  Ars  magna  die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  Grades 
bekannt  gemacht  hatte,  wie  Tartaglia  behauptete,  indem  er  einen  geleiste- 
ten Eid  brach,  kam  bekanntlich  zwischen  Tartaglia  und  Card  an  ein 
wissenschaftlicher  Streit  zum  Ausbruch,  der  in  den  Jahren  1546  — 1547  zu 
einer  vollständigen  Herausforderung  durch  Cartelli  wurde,  über  deren 
Art  und  Weise  Hankel  a,  a.  0.  weitläufig  gehandelt  hat.  Die  Cartelli 
wurden  jedoch  nicht  zwischen  Card  an  und  Tartaglia  gewechselt,  son- 
dern zwischen  Ferrari  und  Tartaglia.  In  dem  zweiten  Cartello  Fer- 
rari's  zeigt  dieser  den  Grund,  weshalb  sich  Cardan  seines  Eides  für  ent- 
bunden halten  durfte;  er  hatte  nämlich  die  Originalarbeit  des  Scipione 
dal  Ferro  über  die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  Grades  bei  dem 
Schwiegersohne  des  Ferro,  dem  Annibale  da  IIa  Nave,  eingesehen 
und  durchgearbeitet  drei  Jahre  vor  der  Ausgabe  der  Ars  magna;  was  er  in 
seiner  Ars  magna  mittheilte,  war  nicht  die  Erfindung  Tartag] ia's,  sondern 
des  Ferro,  und  der  einzige  Fehler,  welchen  Cardan  bei  der  Veröffent- 
lichung beging,  war  der,  dass  er  nicht  das  wahre  Sachverhältniss  klarlegte. 
Tartaglia  hat  in  seinem  zweiten  Cartello,  der  Antwort  auf  das  eben  « 
erwähnte  Ferrari* sehe,  diese  Darstellung  ausdrücklich  als  richtig  an- 
erkannt, freilich  wohl  nur,  weil  ihm  Zeugen  gegenübergestellt  werden 
konnten,  die  ihn  überführt  haben  würden.  —  In  seinem  vierten  Cartello 
hatte  Tartaglia  dem  Ferrari  auch  Aufgaben  gestellt,  welche  das  von 
Herrn  Güntherbehandelte  Problem  betrafen;  Ferrari  antwortete  darauf: 
,yJo  m^allegro ,  Messer  Nicola ,  che  in  questi  vosiri  qttesiti,  m'habbiate  dato  materia 
di  giovare  a  quei  che  si  dileUano  di  Geomelria,  et  di  AriihmeUcay  non  essendo  tut- 
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tavia  pervenuti  anchora  al  colmo  delle  predette  scienze  .  E  quesio ,  percioche  ne" 
cosiri  primi  diecesette  quesiii  si  coutiene  queUa  bella  invenzione  dt  operare  senza 
muiare  Vapertura  del  compasso ,  la  quäl  io  non  so  da  chi  si  havesse  principiOj  ma 
iö  so  bene ,  che  da  circa  a  cinquani*  anni  in  qua  molti  bei  ingegni  si  sono  affaiicati 
per  accrescerla,  fra  quali,  in  gran  parte,  e  sfato  la  felice  memoria  di  messer  Sei- 
pione  dal  Ferro  cittadino  Bolognese  .  Io  dunque  voglio  esser  quello,  che  a  tal 
inventione  dia  tuita  la  perfeilione,  che  puö  havere,  dimostrando  per  qucsia  via,  non 
solamente  alcune  propositioni,  trovaie  da  nostri  maggiori,  ma  elia?idio  tuUo  Euclide, 
Da  diese  Stelle  ihrem  grössten  Theile  nach  in  dem  Werke  von  Fan- 
tazzi:  Noiizie  degli  Scritiori  Dolognesi,  Jomo  9,  abgedruckt  ist,  so  ist 
der  Weg,  auf  welchem  Egen  zu  seiner  nach  dem  Obigen  sehr  begründeten 
Behauptung  kam,  dass  nämlich  Card  an  und  Ferrari  durch  Tartaglia 
zur  Behandlung  derartiger  Probleme  angereizt  seien ,  deutlich  genug  ge- 
zeichnet. Die  Stelle  zeigt  aber  ausserdem  noch  vielmehr  für  die  Geschichte 
gerade  dieser  mathematischen  Theorie,  was  des  Weiteren  hier  nicht  auszu- 
führen ist. 


Hat  Copernicns  die  Einleitung  in  sein  Werk  de  Revoluiionibus 

selbst  gestrichen  oder  nicht? 

Herr  Prof.  Cantor  hat  in  diesen  Blättern  (Jahrg.  XVHI,  S.  31—33) 
die  Säcularausgabe  des  Copernicus  einer  eingehenden  Bcspreclinng 
unterworfen.  SpHter  {ibid,  S.  71 — 72)  hat  er  mit  Hinweis  auf  eine  andere 
Besprechung  (Augsburger  Allgem.  Zeitung,  17.  Juli  1873,  Beilage  Nr.  198) 
zu  derselben  Berichtigungen  und  Ergänzungen  gegeben.  Da  ich  in  Betreff 
der  an  beiden  Stellen  ventilirten  Frage,  ob  die  Einleitung  in  das  erste  Buch 
der  Revoluliofies  mit  Bewilligung  des  Copernicus  unterdrückt  wurde  oder 
nicht,  und  ob  dieselbe  überhaupt  nach  der  Widmung  an  Papst  Paul  III. 
überflüssig  sei,  anderer  IMcinung  bin,  als  Herr  Prof.  Cantor,  so  erlaube 
ich  mir  hier,  meine  Gründe  des  Weiteren  darzulegen. 

Die  Geschichte  des  Druckes  der  Revolutiones,  wie  sie  in  der  Augsbnrger 
Allgera.  Zeitung  von  Cantor  aufgestellt  wird,  ist  unhaltbar.  Nach  der 
gewöhnlichen  Ansicht  war  die  Originalhandschrift  des  fraglichen  Werkes 
gegen  1530  beendigt  —  man  schliesst  dies  daraus,  dass  einmal  die  letzte  Be- 
obachtung, welche  Copernicus  benützt,  vom  12.  März  1529  datirt,  und  der 
Brief  des  Cardinal  Schönberg  vom  1.  November  1536,  welcher  der  Origi- 
nalausgabe vorgedruckt  ist,  von  dem  Buche  als  einem  vollendeten  spricht  —  , 
wir  haben  aber  durch  Rheticus  bestimmte  Nachrichten,  dass  dies  für  einen 
Theil  —  die  Trigonometrie  —  nicht  richtig  ist,  und  dass  speciell  die  letzte 
Kevibion  des  ganzen  Werkes  erst  während  der  Anwesenheit  des  Letztern 
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(Mai  1539  bis  Ende  1541)  in  Frauenburg  gemacht  ist*  Dieser  letzten  Re- 
vision gehören  unzweifelhaft  alle  durch  Tinte  und  Schrift  sich  deutlich 
abhebenden  Oorrectureu,  Znsätze  und  Streichungen  des  prager  Manuscrip- 
tes  an,  durch  welche  dem  Werke  der  Umfang  gegeben  ist,  wie  ihn  die  Aus- 
gaben enthalten.  Die  Streichungen  erstrecken  sich  nun  wohl  auf  den  der 
Hauptsache  nach  in  die  Widmung  an  Papst  Paul  III.  aufgenommenen 
Schluss  des  ersten  Buches  der  ursprünglichen  Redactiou  mit  dem  Briefe 
des  Lysis  an  Hipparch,  aber  nicht  auf  die  Einleitung  des  Werkes, 
welche  die  ersten  Herausgeber  unterdrückten,  und  welche  Herr  Prof.  Can- 
tor  von  Oopernicus  selbst  durch  die  Widmung  an  Paul  III.  ersetzt 
ansieht.  Der  von  C a n t o r  allegirte  Brief  des  Osiander  an  Copernicus 
vom  20.  April  1541  aber  fällt  noch  in  eine  Zeit,  wo  das  Manuscript  sich  noch 
in  den  Händen  des  Copernicus  befand,  der  es  erst  Ende  1541 ,  als  Rhe- 
ticus  Frauenbnrg  schon  verlassen  hatte,  an  Tiedemann  Giese  übergab, 
der  es  dann  nach  Wittenberg  sendete,  wo  Rheticas  daraus  zunächst  die 
Trigonometrie  Anfang  1542  edirte.  Hätte  Copernicus  also  infolge  des 
Briefwechsels  mit  Osiander  die  Einleitung  in  das  ganze  Werk  streichen 
und  durch  die  Widmung  an  Paul  III.  ersetzen  wollen,  so  würde  dies  bei 
der  Revision,  die  unter  Assistenz  des  Rheticus  gemacht  wurde,  sicher 
schon  durch  ein  Durchstreichen  des  betreffenden  Passus  angedeutet  sein, 
was  aber  nicht  geschehen  ist.  Die  Widmung  stellt  doch  eine  Art  Vorrede 
—  sie  hat  in  der  Originalausgabe  den  Columnentitel  Praefalio**  —  des  gan- 
zen Werkes  dar;  kann  nun  eine  solche  wirklich  die  Einleitung  eines  Werkes 
ersetzen,  oder  ist  es  nicht  vielmehr  natürlich,  dass  die  Vorrede  die  Gedan- 
ken der  Einleitung  und  noch  ein  gut  Stück  mehr  aus  dem  Gedankengange 
des  Buches  recapitulirt?  Das  thut  aber  die  Widmung.  Sie  enthält  viele 
Gedanken  der  Einleitung,  aber  auch  manche  nicht;  sie  enthält  manche 
Gedanken,  wel(;he  der  Einleitung  fremd  sind,  so  die  Verarbeitung  des  Pas- 
sus über  den  Brief  des  Lysis  an  Hipparch  u.  A. 

Im  Mai  1542  brachte  Rheticus  das  Mnnnscript  der  Revoluiioncs  selbst 
nach  Nürnberg  {Mclanlhon,  Opp.  IV,  6»^.  2484),  da  nun  in  diesem  Monat 
schottjer  Druck  begann,  vorher  aber  schon  die  Trigonometrie  in  wörtlicher 
Uebereinstimmung  mit  dem  Hauptwerke  gedruckt  war,  so  kann  das  von 
C an  tor  Druckexemplar  genannte  Manuscript  nicht  erst  in  Nürnberg  an- 
gefangen sein,  obwohl  es  dort  recht  wohl  erst  vollendet  sein  wird.  Hat  also 
Jemand  die  Einleitung  gestrichen,  so  war  es  Rheticus;  darin  stimmen 
wir  mit  C a  n  t o r  überein ,  wir  glauben  aber  nicht ,  dass  Copernicus  seine 
Einwilligung  dazu  gab.  Bis  Ende  1542  hat  Rheticas  auch  selbst  den 
Druck  besorgt,  erst  nach  seinem  Weggange  nach  Leipzig  trat  Osiander 


•  Ed,  Thor.,  p.  Xf^Il,  Anm.  20. 

**  Auch  Giese  nennt  sie  in  seinem  später  erwähnten  Briefe  an  Rheticus  mit 
diesem  Namen. 
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an  seine  Stelle.  Wer  sieh  die  Mühe  giebt,  die  letzten  Bücher  der  Original- 
ausgabe in  Bezug  auf  Correctheit  des  Textes  mit  den  ersten  Büchern  zn 
vergleichen,  wird  fast  bis  auf  die  Seiten-  und  Capitelzahl  genau  den  Punkt 
angeben  können,  wo  dieser  Wechsel  der  Redaction  eintrat. 

Der  Druck  des  Buches  bat  doch  sicher  nicht  mit  der  ersten  dreifachen 
Bogenlage  ohne  Numeration  begonnen,  sondern  mit  dem  Cap,  L  Quodmundus 
Sil  sphaericus.  Sollte  Oopernicns  nun  schon  Ende  1541  die  Widmung  an  Paul 
IIL  mit  nach  Wittenberg  gesendet  haben,  so  dass  daraufhin  Rh  oticus  die 
Einleitung  strich,  und  nicht  vielmehr  erst,  als  er  hörte,  das  Werk  ist  bald 
fertig,  diese  Widmung  geschickt  haben?  In  dem  bekannten  Briefe  Giese's 
an  Rheticus  vom  20  Juli  1543  wird  freilich  die  ganze  Schuld  auf  Oslan- 
der abgewälzt,  diese  Epistola  aber,  von  derbes  heisst:  Epistolam  ad  te  mitio 
cum  ipsius  exemplo,  nHmlich  des  Copernic  us,  wie  dieser  die  Einleitung 
haben  wollte,  kann  doch  kaum  etwas  Anderes  sein,  als  eben  die  unter- 
drückte Einleitung,  die  —  das  wird  Jeder  sagen,  der  sie  mit  der  PraefaHo 
vergleicht  —  viel  schärfer  und  klarer  den  Standpunkt  des  Verfassers  zeigt,, 
als  die  letztere.  Mir  scheint  also  aus  Allem  die  Zustimmung  des  Coper- 
nicus  zn  der  Unterdrückung  der  Einleitung  in  das  ganze  Werk  sehr  frag- 
lich, mir  scheint  dagegen,  dass  Rheticus  sie  gestrichen,  vielleicht  auf 
Anrathen  des  Osiander  aus  Opportunitätsgründen.  Der  Brief  Osi an- 
deres an  Rheticus,  ebenfalls  vom  20.  April  1541,  würde  dazu  vielleicht 
die  erste  Veranlassung  gegeben  haben,  gerade  weil  aber  bis  sum  Verlassen 
Frauenburgs  durch  Rheticus  Copernicus  die  Einleitung  nicht  ge- 
strichen hat,  trotzdem  Osiander  brieflich  und  Rheticus  mündlich  dazu 
drängten ,  kann  ich  nicht  glauben ,  dass  er  später  auf  schriftliches  Drängen 
des  Rheticus  zu  einer  solchen  die  Zustimmung  ertheilt  hat. 

Thorn,  April  1874.  M.  Cürtze. 


Recensionen, 


Einleitung  in  die  mechanische  Wärmetheorie,  von  Dr.  O.  Krebs,  Lehrer 
der  Physik  und  Chemie  an  der  höheren  Gewerbe-  und  Handelsschule 
zu  Frankfurt  a.  M.  Mit  32  Holzschnitten  im  Text.  Leipzig,  Druck 
und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.    1874. 

Die  deutsche  Literatur  leidet  einen  fühlbaren  Mangel  an .  Werken, 
welche  zur  Einführung  Studirender  in  die  Lehren  der  mechanischen  Wärme- 
theorie geeignet  sind,  einer  Wissenschaft,  welche  für  die  theoretische  Physik 
ebenso  wichtig  ist,  als  für  die  Theorie  aller  auf  Expansion  von  Luft  oder 
Dampf  gegründeten  Maschinen.  Die  vorhandenen  vollständigen  und  in  sich 
geschlossenen  Darstellungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  bilden  ent- 
weder einen  Theil  eines  grösseren  Werkes,  z.  B.  von  Grashof' s  theoreti- 
scher Maschinenlehre,  oder  von  Wüllner,  Experimentalphysik,  3.  Ausg., 
oder  sie  sind  wie  das  classische  Werk  von  Zeuner  (Grundzüge  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie,  2.  Aufl.,  1866)  und  Röntgen  (Grundlehren  der 
mechanischen  Wärmelehre,  L  Theil,  1871)  speciell  für  den  Techniker  ge- 
schrieben. Unter  diesen  Umständen  empfiehlt  sich  das  vorliegende  Werk- 
chen ganz  besonders,  indem  es  bei  einem  sehr  billigen  Preise  (4  Mark)  die 
Gelegenheit  darbietet,  gleichzeitig  die  experimentellen  Grundlagen  der 
mechanischen  Wärmetheorie,  ihre  mathematischen  Entwickelungen  und  ihre 
Anwendung  auf  calorische  und  Dampfmaschinen  kennen  zu  lernen.  Dies 
lässt  sich  auch  aus  nachfolgender  Inhaltsangabe  des  Werkchens  erkennen, 
welches  in  Format  (8°)  und  Umfang  (218  S  )  der  ersten  Auflage  von  Zeu- 
ner^s  Grundzügen  der  mechanischen  Wärmetheorie  fast  gleichkommt. 

Abschnitt  I:  „Das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme**,  S,  1 — 36, 
enthält  die  älteren  und  neueren  Anschauungen  Über  das  Wesen  der  Wärme, 
die  dem  Messen  von  Arbeit  und  Wärme  zu  Grunde  liegenden  Definitionen 
und  Sätze  und  die  Beschreibung  und  Berechnung  der  älteren  Kumford- 
schen,  sowie  vieler  neueren  Versuche  von  Joule  und  Hirn  über  das 
Arbeitsäquivalent  der  Wärmeeinheit. 

Abschnitt  II:  „Das  Wesen  der  Wärme  und  die  Theorie  der  Energie**, 
S.  30 — 48,  führt  den  Leser  von  den  Vorstellungen  des  Clausius  über  die 
Einwirkung  der  Wärme  auf  die  drei  Aggregatzustände,  auf  die  aus  dem 
Princip  der  Erhaltung  der  Kraft  hervorgegangene  Begrififseintheilung  der 
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Energie  in  kinetische  und  potentielle  Energie  and  schliesst  nach  ausführ- 
licher Besprechung  dieser  Begriffe  an  zahlreichen  Beispielen  mit  dem  mathe- 
matischen Ausdrucke  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arheit  (1.  Haupt- 
gruudsats). 

Abschnitt  III:  „Der  umkehrbare  Kreisprocess^S  S.  48 — 144,  beginnt 
mit  der  Erläuterung  des  einfachen  Carno tischen  Kreisprocesses ,  seiner 
graphischen  Darstellung  durch  Clapeyron,  den  isothermischen  und  adia- 
batischen Cnrven  (Rank ine),  der  isodynamischen  Curve  (Cazin),  dem 
Indicatordiagramm  und  dem  2.  Hauptgrundsatze  der  mechanischen  Wärme- 
theorie. Hieran  schliesst  sich  die  ausführliche  Darstellung  der  Gesetze  der 
Gase  unter  Einführung  der  absoluten  Temperatur  von  Haus  aus  und  die 
Berechnung  des  Garn ot' sehen  Kreisprocesses  für  Gase.  Nach  Einschal« 
tung  eines  mathematisch  gehaltenen  Capitels,  betreffend  die  Krön  ig  und 
Olausius'schen  Ansichten  über  die  Constitution  der  Gase,  folgt  für  den 
einfachen  und  hierauf  für  den  zusammengesetzten  umkehrbaren  Kreis- 
process  bei  Gasen  und  dann  bei  einem  beliebigen  vermittelnden  Körper  der 

Beweis  des  Satzes,  dass  die  Summe  aller  Verwandlungen  Null  ist  j   1  —  =0  ). 

Den  Schlass  des  Abschnittes  bildet  die  Ableitung  der  1.  und  2.  Hauptgieich- 
ung  der  mechanischen  Wärmetheorie. 

Abschnitt  IV:  „Gesetze  der  Dämpfe**,  S.  144  —  184,  enthält  die  Ablei- 
tung der  äusseren  und  inneren  latenten  Wärme  der  Dämpfe  und  der  Ver- 
dampfungswärme aus  den  empirischen  Formeln  Regnault^s,  sowie  die 
Ilerleitung  mit  Hilfe  der  mechanischen  Wärmetheorie  von  den  gesetzmäs- 
sigen  Beziehungen  gesättigter  und  überhitzter  Dämpfe  und  ihren  isothermi- 
schen ,  isodynamischen  und  adiabätischen  Curven. 

Abschnitt  V:  „Von  den  Dampf-  und  Heissluftninschinen",  S.  184  —  213, 
beschäftigt  sich  mit  den  calorischen  Maschinen ,  auf  welche  sich  die  Sätze 
vom  Kreisprocesse  in  einfacher  Weise  anwenden  lassen,  und  mit  der 
Berechnung  der  idealen  und  wirklichen  Dampfmaschine. 

Abschnitt  VI:  „Energie  und  Entropie**,  S.  213  — 218,  giebt  ein  Resume 
über  die  über  Energie  und  Entropie  des  Weltalls  angestellten  Betrach- 
tungen, nach  Clausius,  Rankine  u.  A. 

Dem  eben  gegebenen  Inhaltsverzeichniss,  welches  die  gleichmässige 
Berücksichtigung  des  rein  Theoretischen,  des  Experimentellen  und  Tech- 
nischen, wie  schon  früher  erwähnt  wurde,  erkennen  lässt,  füge  ich  zur  Cha- 
rakteristik des  Buches  noch  hinzu,  dass  man  bei  der  mathematischen  Be- 
handlung, welche  hier  bekanntlich  nicht  elementar  sein  kann,  sondern  von 
Differentialgleichungen  mehrerer  Variabelen  und  einfachen  Integrationen 
ohne  Nachtheil  nicht  absehen  darf,  einer  gefälligen  Darstellung  begegnet. 
Ferner  mögen  zahlreiche  Citate  nicht  unerwähnt  bleiben,  welche  auf  die 
Originalarbeiten  oder  andere  bemerkenswerthe  Arbeiten  hinweisen. 
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In  Anbetracht  der  eben  hervorgehobenen  Vorzüge  and  unter  noch- 
maligem Hinweis  aaf  den  billigen  Preis  (4  Mark)  verdient  das  Werkchen 
von  Krebs  die  wärmste  Empfehlung  au  Diejenigen,  welche  einen  verständ- 
nissvolle'n  Ueberblick  über  die  mechanische  Wärmetheorie  anstreben  oder 
einen  Ausgangspunkt  für  tiefer  eingehon<le  Studien  in  dieser  jungen ,  aber 
so  wichtigen  Wissenschaft  suchen.  r\^   Kahl 


Die  Bechenkunst  im  sechszehnten  Jahrhundert,  von  A.  Kuckuck.    Sepa- 
ratabdruck aus  der  Festschrift  zur  dritten  Säcularfeier  des  Berlini 
sehen  Gymnasiums   zum   grauen  Kloster.     Berlin ,   Weidmännische 
Buchhandlung.    1874. 

Uer  uns  vorliegenden  Abhandlung  v<m  26  Druckseiten  hat,  wie  uns 
dünkt,  der  Verfasser  ein  ungünstigeres  Loos  bereitet,  als  sie  eigentlich  ver- 
diente. Die  viel  zu  pomphafte  Ueberschrift  erweckt  nämlich  Erwartungen, 
welche  die  Abhandlung  weitaus  nicht  erfüllt.  Herr  Kuckuck  giobt  uns 
ganz  interessante  ,, Beiträge  zur  Geschichte  der  Rechen'kun.st  in  Deutsch- 
land*', wie  er  allenfalls  hätte  sagen  können,  aber  wir  lernen  keineswegs  bei 
ihm  die  Kechenkunst  im  16.  Jahrhundert  kennen.  Als  Quellen  dienten  ihm 
neben  dem  umfangreichen  Artikel ,, Rechnen",  welchen  Herr  Wildermuth 
für  Schmidts  Encyklopädie  des  gesammton  Erziehungs-  und  Unterrichts- 
wesens, Bd.  VI,  Gotha  1867,  bearbeitet  hat,  insbesondere  zwei  Rechenbücher 
aus  dr^r  Bibliothek  des  Gymnasiums,  zu  dessen  dreihuDdertjährigem  Gedenk- 
tage die  Abhandlung  selbst  erschien.  Das  eine  Buch  ist  vevfasst  von 
Johann  Alb  recht  oder,  wie  er  auch  manchmal  sich  nennt,  Johann 
Albert,  Rechenmeister  zu  Wittenberg,  das  andere  von  dein  bekanntetjten 
deutschen  Lehrer  der  Rechenkunst ,  von  dem  im  Volksmunde  noch  heule 
fortlebenden  Adam  Riese  zu  Annaberg.  Das  erste  Buch  gehört  der 
„Rechnung  auf  der  Linien"  an ,  jener  Fortsetzung  der  alten  Kunst  des 
Abacub,  welche  nur  die  gegen  den  Rechner  senkrechten  Cohimnen  in  waa.;- 
rechte  Zeilen  umzuwandeln  veranlasst  war,  niutlima-slich  dadurch,  dass  man 
den  vordem  lie;;enden  Abacus  in  den  Schulen  aufhängte,  damit  er  von  vielen 
Schülern  gleichzeitig  gesehen  werden  könne.  Das  zweite  Buch  vertritt  die 
Classe  der  „Rechnung  auf  «len  Federen",  d.  h.  also  der  Rechnung  mit  Zahl- 
zeichen ohne  Rechenbrett,  wie  sie  schon  von  den  Algorithmikern  des  12.  und 
13.  Jahrhunderts  angebahnt  wurde.  In  der  That  sehen  wir  —  und  das 
musste,  meinen  wir,  hervorgehoben  werden  — ,  im  16.  Jahrhundert  nur  eine 
anderweitige  Stufe  derselben  Entwiekelung  vor  uns,  welche  die  Geschichte 
der  Rechenkunst  als  kennzeichnend  für  einen  über  300  Jahre  früher  gelege- 
nen Zeitpunkt  schildert.  Damals  sehen  wir  die  Rechenkunst  als  Capitel  der 
Gelehrtenwissenschaft  von  Klosterschule  zu  Klosterschule  sich  verbreiten, 
bald  in  gewohnter  Beibehaltung  des  Abacus,  wie  sie  seit  Boethius  und 


66  Historisch  •  literarische  Abtheilung. 

vielleicht    noch    im    8.  Jahrhundert   mit  Zugrundelegung  des   Boethias 
gelehrt  wurde,  bald  im  Anschluss  an  arabische  Schriften,  insbesondere  an 
das  durch  Atel  hart  von  Bath  um  1120  übertragene  Lehrbuch  des  Mo- 
hammed  ben   Moussa  Alkhovarezmi,   so  dass  die  neuere  Methode 
anfänglich  nur  zaghaft  n^ben  der  alten  vorgetragen  wird,  dann  aber  die- 
selbe überwuchert  und  ganz  verdrängt.     Wir  sehen  diesen  Verdrängungs- 
process  in  Italien  mit  beschleunigter  Geschwindigkeit  vor  sich  gehen,  seit 
Leonardo  von  Pisa  1202  sein  Meisterwerk  geschaffen.     Im  15.  und  16. 
Jahrhundert  wird  nun  in  Deutschland  Volkseigenthum,  was  bisher  nur  ganz 
Vereinzelten  in  unserem  Vaterlande  zugänglich  war.    Die  städtischen  Scha- 
len verbreiten  den  Elementarunterricht  in  weiteren  und  weiteren  Kreisen, 
und   Mittel  [zum   Zwecke   ebensowohl,   als  Belege   für  die   Erfüllung   des 
Zweckes    sind    die  Lehrbücher    der   Rechenkunst    in    deutscher  Sprache, 
welche  mindestens   seit  1489  (Johannes  widmann  von  Eger,  Behende  nnd 
hübsche  Rechnung  ^auf  allen  Kauffmannschafft)  beginnen,  seit  Luther  und 
Melanchthon   fast  einzig  im  Gebrauche  sind,   wie  Herr  Kuckuck  (S.  5) 
richtig  hervorgehoben   hat,    und  die  Anwendung  der  Muttersprache  geht 
Hand  in'Hand  mit  der  Uebung  (S.  17),  als  Rechenlehrer  Männer  anzustellen, 
die  nicht  wissenschaftlich  gebildete  Mathematiker  sind ,  die  nicht  ob  dociri- 
nam,  sondern  ob  civilem  prudeniiam  claruerunU   Auch  jetzt  wieder  beginnt  der 
Volksunterricbt  mit  der  älteren  Methode,  nnd  nur  allmälig  bürgert  sich  die 
Ziffernrechnung  neben  der  mit  Rechenpfennigen  ein,  schliesslich   wieder, 
und  diesmal  endgiltig,  die  ältere  Nebenbuhlerin  beseitigend.    Nur  wo  sehr 
einfache  Zustände  herrschen,  wo  es  sich  ausserdem  um  keine  höhere  Rech- 
nungsoperation-handelt,  als  um  das  Zusammenfassen  wiederholt  auftretender 
Einheiten  zu  einer  Zahl,  ist  in  dem  Kerbholze  ein  letzter  Rest  der  alten  instru- 
mentalen Rechenkunst  übrig  geblieben.    Es  hat  sich  bewahrheitet,  was  einer 
der  trefflichsten  Rechenmeister  des  16.  Jahrb.  von  dem  Rechnen  auf  den  Linien 
aussprach:   „Wahr  ist^s,  dass  sie  zu  Haussrechnungen,  da  man  viel  Sum- 
mierns,  Aussgebens  undEynnemmens,  bedarff,  etwan  förderlich  erscheinen, 
aber  in  Kunstrechnungen,  die  ein  wenig  etwas  wichtig,  zum  offtermal  ver- 
hinderlich'   Nicht  sag  ich,  dass  man  anff  den  Linien  dieselben  Rechnungen 
nicht  auch  machen  köndte,   sondern  soviel  vortheils  ein  Fussgänger,  der 
leichtfertig  und  mit  keiner  Last  beladen  ist,   gegen  einem,  der  unter  einer 
schwären  Last  stecket,  hat,  soviel  vortheils  bat  auch  ein  Kunstrechner  auff 
oder  mit  den  Ziphern  für  einem  mit  den  Linien/^  So  ist  die  Meinung  Simon 
Jacob 's,  den  die  Zeitgenossen,  allerdings  mit  ziemlicher  Uebertreibung, 
einem  Johannes  Schoner,  ja  sogar  einem- Regiomontanus  an  die 
Seite  stellen.    Gleich  diesen  sei  er  diu  Franke,  singt  Magister  Johannes 
Ulrich  Struppius  von  Gelnhausen,  und  habe  seine  Vaterstadt  Co- 
burg ebenso  berühmt  gemacht ,  wie  diese  Karlsstadt  und  Königsberg. 

Da  über  das  Leben  Simon  Jacob's  unseres  Wissens  in  keinem  histo- 
rischen Werke  Etwas  angegeben  ist,  so  benutzen  wir  diese  Gelegenheil,  um 
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za  bemerken,  dass  Simon  Jacob  ebenso  wie  sein  Bruder  Pancratins 
«Jacob  aus  Coburg  stammte,  und  dass  sie  nie  versäumten,  sieh  dem  ent- 
sprechend Jacob  von  Coburg  oder  Coburgk  zu  nennen.  Beide  siedeK 
ten  nach  Frankfurt  a.  M.  über,  wo  Simon  Rechenmeister,  Pancratins 
Rathschreiber  war.  Seit  1552  hatte  Siuion  ein  grosses  Rechenbuch  zum 
Drucke  vorbereitet,  von  welchem  er  in  der  Vorrede  mit  stolzem  Selbst- 
bewusstsein  sagt:  „Denen  Nichts  dann  was  in  jren  AfTenmodel  gegossen 
wirdt,  behagt  und  gefeilt,  wil  ich  hiemit  gesagt  haben,  dass  sie  diese  meine 
Arbeit,  so  lang  auss  jhrer  Werckstat  ein  bessere  komme,  ungetadelt  ligen 
lassen.  Thu  mich.hierauff  Gott  dem  Allmächtigen  und  dem  Leser  befehlen." 
Mancherlei  Hindernisse  waren  Schuld,  dass  dieses  Werk  erst  1560  erschien, 
während  ein  Auszug  1557  veröffentlicht  wurde.  Bald  wurde  eine  neue  Aus- 
gabe nothwendig,  welcher  Simon  Jacob  auch  eine  Geometrie  beifügen 
wollte ,  da  starb  er  am  24.  Juni  1564.  Der  Bruder  und  Testamentserbe, 
Rathschreiber  Pancratins  Jacob,  hielt  es  für  seine  Pflicht,  die  Absicht 
des  Verstorbenen  zu  erfüllen,  wozu  in  dessen  Nachlasse  das  Material  bereit 
lag.  Seiner  vom  24.  August  1565  datirten  Vorrede  und  dem  auf  diese  Vor- 
rede folgenden  Leichencarmen  des  Magister  Struppius  entnehmen  wir 
diese  Notizen.  Die  Ausgabe,  die  uns  zur  Verfügung  stand,  gehört  der 
Heidelberger  Universitätsbibliothek  an.  Es  ist  ein  stattlicher  Quartband 
von  über  700  Seiten  mit  dem  Titel:  „Ein  new  und  wolgegründt  Rechen- 
buch, auff  den  Linien  und  Ziffern,  sampt  der  Welschen  Practic  und  allerlei 
Vortheilen,  neben  der  Extraction  Radicum,  und  von  den  Proportionen,  mit 
vielen  lustigen  Fragen  und  Aufgaben.  Dessgleichen  ein  vollkommener  Be- 
richt der  Regel  Falsi ,  mit  neuwen  Inventionibns,  Demonstrationibus ,  und 
Vortheilen,  so  biss  anher  für  unmäglich  geschetzt,  gebessert,  dergleichen 
noch  nie  an  Tag  kommen.  Und  dann  von  der  Geometria,  wie  man  man- 
cherlei Felder  und  Ebene,  auch  allerlei  Corpora,  Regularia  und  Irregulär! a, 
messen,  Aream  finden  und  rechnen  soll.  Alles  durch  Simon  Jacob  von 
Coburg,  Bürger  und  Rechenmeister  zu  Franckfurt  am  Mayn  mit  fleiss  zu- 
sammengetragen und  jetzt  zum  zweiptenmal  getruckt.  Getruckt  zu  Franck- 
furt am  Mayn,  bei  Matthes  Becker,  In  Verlegung  Christian  Egenolphs 
Erben,  Anno  1600." 

Der  Verfasser  dieses  Werkes  lehrt  nun  allerdings  Mancherlei,  von 
welchem  wenigstens  in  den  Rechenbüchern  Adam  Riese's  Nichts  enthal- 
.ten  ist,  während  er  das  von  Jenem  behandelte  Material  durchaus  beherrscht. 
Wir  erwähnen  als  Beiden  gemeinsam  die  Regula  falsi,  welche  eine  Darstel- 
lung des  Rechnens  im  16.  Jahrhundert  mehr  als  nur  nennen  (S.  24)  musste. 
Wir  erwähnen  die  von  Herrn  Kuckuck  (S.  19)  hervorgehobene  Subtrac- 
tionsinethode,  wornach  die  dekadische  Ergänzung  einer  Ziffer  des  Subtra- 
henden  der  entsprechenden  Ziffer  des  Min^enden  beigefügt  wird,  eine 
Methode,  welche  aber  auch  schon  am  Schlüsse  des  15.  Jahrhunderts. bei 
Johannes  Widmann,  sowie  in  der  „Summa**  des  Luca  Pacioli  vor- 
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kommt,  wie  D robisch  in  seinem  nicht  genügend  bekannten,  überaus  Inhalt- 
reichen  Programm  De  Joannis   Widmanni  Egerani  cow/?e«e/to"  (Leipzig  1S40) 
auf  S.  21   nachgewiesen  hat.    Von  Eigeuthümlichkeiten  Simon  Jacob*s 
gegenüber  Adam  Riese  erwähnen  wir  Wurzelausziehungen  der  verschie- 
densten Grade,   erwähnen   aus  dem  geometrischen  Theile  das  Kunstwort 
Corauscus  definirt  als  „eine  Linie,  so  mit  dem  Basi  Parallel  oder  gleich - 
weitig  ist".    Wir  haben  es  hier  mit  einer  neuen  Form  des  Wortes  corauslus 
zu  thun,  welches  von  der  Zeit  der  Agrimensoren  bis  zur  Margaritha  pfäloso- 
phica  an  den  verschiedensten  Orten  sich  findet,  und  welches  von  Gottfr. 
Hermann  offenbar  richtig  als  latinisirt  aus  dem  griechischen  Worte  xo^varog 
{sc,  YQOfAtifj)  gedeutet  worden  ist  (vergl.  D robisch  /.  c.  S.  30  in  der  Note). 
Wir  erwähnen  in  derselben  Richtung  die  wälsche  Praktik,  die  wir  Herrn 
Kuckuckes  Behauptung  (S.  24)   widersprechend  in   dem  Exemplar   von 
Adam  R'iese's  Rechenbuch,  welches  wir  benutzen,   nicht  finden,  womit 
übrigens  nur  eine  offenkundige  Verschiedenheit  der  vielen  Ausgaben  unter- 
einander hervorgehoben  sein  soll.     Auch  die  wälsche  Praktik  scheint  uns 
historisch  so  bedeutsam,  dass  Herr  Kuckuck  sich  nicht  mit  dem  Namen 
derselben  hätte  begnügen  dürfen.    Sie  besteht  dem  Gedanken  nach  in  einer 
Zerlegung  eines  gebrochenen  Multiplicators  in  eine  Summe  von  sogenannten 
Stammbrüchen,  d.h.  von  Brüchen  mit  Einheitszählern,  wodurch  dieMultipli- 
cation  in  leichte  Divisionen  und  eine  nachfolgende  Addition  umgesetzt  wird, 
ein  Verfahren,  welches  die  Geschichte  der  Rechenkunst  als  das  älteste  bei 
Bruchrechnungen  auftretende  kennen  lehrt,  welches  aber  bei  dem  sogenann- 
ten kaufmännischen  Rechnen  auch  heute  noch  empfohlen  zu  werden  pflegt, 
und  für  welches  sich  in  England  sogar  der  an  ,, wälsche  Praktik"  erinnernde 
Name  Praclice  erhalten  hat.     Besonders  gepriesen  und  in  zahlreichen  Bei- 
spielen auseinandergesetzt  finden  wir  es  in  einem  andern  Werke  des  16. 
Jahrhunderts,   nämlich   bei  Johann   Krafft,    „Bürger  zu  Memmingen, 
dieser  Zeit  Teutscher  Schul  Modist  und  Rechenmeister  zu  Ulm**,  der  1591 
bei   demselben  Drucker,    aus   dessen  Werkstätte   Simon  Jacob's  Buch 
hervorging,  ein  Rechenbuch  erscheinen  Hess. 

Diese  wenigen  Bemerkungen,  welche  keineswegs  auf  Vollständigkeit 
Anspruch  machen  und  zudem  nur  auf  deutsche  Verhältnisse  sich  beziehen, 
mögen  den  Ausspruch  rechtfertigen,  dass  Herr  Kuckuck  seiner  Abhand- 
lung nicht  wohl  den  Titel  beilegen  durfte,  welchen  sie  trägt..  Als  das 
betrachtet,  was  sie  ist,  als  Auszug  aus  den  Büchern  von  Johann  Albert^ 
unB  Adam  Riese,  an  welchen  manche  beiläufige  Notiz  sich  noch  anfügt, 
ist    sie    dagegen   ein  recht  .schätzbarer  Beitrag,  welchem  wir  viele  Leser 
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lieber  Sohwingnngeji  verbundener  Pendel,  von  W.  Dumas.   Separatabdrack 
aus  der  Festschrift  zur  dritten  Säcularfeier  des  Berlinischen  Gym- 
nasiums zum  grauen  Kloster.  Berlin,  Weidmann*8che  Buchhandlung. 
1874. 
In  etwas  aphoristischer  Weise  werden  zunächst  allgemein  die  Differen- 
tialgleichungen ohne  Rücksicht  auf  Widerstände  und  für  den  Fall  aufgestellt, 
dass  alle  Schwingungen  in  derselben  Verticalebene  erfolgen.    Die  Integra- 
tion derselben  erfolgt  uuter  Vernachlässigung  aller  solcher  Glieder,  die  bei 
kleiner  Schwingungsamplitude  aller  Pendel  ebenfalls  sehr  klein  ausfallen. 
Alsdann  wird   die  Aufgabe  umgekehrt,  indem  die  Bedingungen  ermittelt 
werden ,  denen  die  Construction  eines  zusammengesetzten  Pendels  genügen 
mnss,  damit  es  gegebene  Schwingnngszustände  darbiete.    Schliesslich  wer- 
den noch  die  beiden  gesonderten. Fälle  betrachtet;  dass  entweder  nur  ein 
Haupt-  und  ein  Nebenpendel  vorhanden  ist,  oder  dass  sämmtliche  Neben- 
pendel gleiche  Schwingungsperiode  besitzen  und  hinsichtlich  ihrer  Massen 
bedeutend  gegen  die  des  Hauptpendels  zurückstehen. 

Freiberg,  25.  November  1874,  Th.  Köttbbitzsch. 


Keuere  Untersuchungen  über  die  Identität  von  Licht  und  strahlender 
Wärme,  von  Franz,  Separatabdruck  aus  der  Festschrift  zur  dritten 
-Säcularfeier  des  Berlinischen  Gymnasiums  zum  grauen  Kloster. 
Berlin,  Weidmännische  Buchhandlung.    1874. 

Das  vorliegende  kurze  Schriftchen  von  nur  14  Seiten  gr.  8".  enthält  in 
engem  Rahmen  die  klare,  lichtvolle  und  umfassende  Darstellung  der  ge- 
schichtlichen Entwickelung  der  heutigen  Ansicht,  dass  Licht  und  Wärme- 
strahlen ihrer  physikalischen  Natur  nach  identisch  sind.  Es  ist  mit  Recht 
Gewicht  darauf  gelegt,  dass  im  Anfange  sich  grosser  Widerspruch  gegen 
eine  solche  Ansicht  erhob,  dass  aber  doch  experimentelle  Nachweise  un- 
bedingt zu  dieser  Ansicht  zwingen,  trotzdem  der  menschliche  Organismus 
für  beide  Naturerscheinungen  verschiedene  Apparate  zur  Wahrnehmung  zu 
benützen  scheint.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  auch  die  übrigen  Iden- 
titätsbeweise von  Licht  und  Wärmestrahlen ,  die  sich  auf  die  Interferenz- 
und  Folarisationserscheinungen  beziehen,  in  das  gehörige  Licht  gestellt  sind. 
Rühmenswerth  muss  noch  besonders  der  reiche  Literaturnachweis  anerkannt 
werden. 

Freiberg,  3.  December  1874.  Th.  Köttbritzsch. 

Die  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte,  nach  den  Methoden 
der  neueren  Algebra  (Invariantentheorie)  behandelt  von  Dr.  HoGO 
RosENOW.   Breslau  1873.    Verlag  von  Maruschke  und  Berendt. 

Der  Inhalt  der  uns  vorliegenden,  drei  Druckbogen  starken  Abhandlung 
ist  in  der  Uejberschrift  deutlich  angegeben.    Der  Verfasser  hat  sich  die  Auf- 
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gäbe  gestellt,  die  Eigenschaften  der  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem 
Doppelpunkte  in  Beziehung  zu  setzen  zu  drei  binären  cubischen  Formen, 
und  wie  sehr  eine  solche  Untersuchung  zeitgemäss  war,  ergiebt  das  gewiss 
nur  zufällige  Zusammentreffen,  dass  Herr  B.  Igel  in  Wien  sich  genau  die 
selbe  Aufgabe  stellte,  deren  Lösung  unter  dem  Titel :  „üeher  ebene  Curven 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt",  datirt  vom  13.  Januar  1873,  in  den 
Mathematischen  Annalen  Bd.  VI,  8.032—642,  abgedruckt  ist.  Beide  Ver- 
fasser kommen  wie  in  der  Methode,  so  in  den  Ergebnissen  zu  Aehnlicheni, 
nur  dass  die  Rosenow'sche  Abhandlung,  wie  sich  aus  ihrem  fast  fünf- 
fachen Umfang  im  Voraus  errathen  liess,  vollständiger  und  in  sorgfältigerer 
Ausführung  auf  die  in  Frage  kommenden  Dinge  eingeht.  Sie  verdient  des- 
halb Allen  empfohlen  zu  werden ,  welche  ein  Beispiel  der  Anwendung  der 
modernen  algebraisch-geometrischen  Methoden  auf  eino  bestimmte  Aufgabe 
in  fasslicher  Form  kennen  zu  lernen  wünschen.  Cantob 


Direote  Deduotion  der  Begriffe  der  algebraischen  und  arithmetischen 
Omndoperationen  aus  dem  Ordssen-  und  Zahlenbegriffe,  von  Josef 
Finger,  Professor  an  d.  Staats-Oberrealschule  in  Laibach.  Laibach 
1873.  Druck  und  Verlag  von  Ignaz  v.  Kleinmayr  und  Fed.  Bamberg. 
26  S. 

Um  dem  Verfasser  dieser  kleinen  Monographie  gerecht  zu  werden, 
mtlssen  wir  zunächst  aus  der  Vorrede  uns  darüber  vergewissern ,  was  die 
Absicht  bei  ihrer  Veröffentlichung  war.  SHle  Abhandlung  soll  den  Uebel- 
stKnden  der  meisten  Lehrbücher  begegnen,  welche  zum  grossen  Theil  dar- 
aus hervorgehen,  dass  die  Begriffe  von  Zahl,  von  Grösse  und  von  Verhält- 
niss  nicht  deutlich  genug  erläutert  werden;  sie  soll  als  eine  bessere  Ein- 
leitung in  die  Algebra  dienen,  als  man  sie  zu  finden  gewöhnt  ist.  In  unseren 
Lehrbüchern  befriedigt  nach  Herrn  Finger's  Ansicht  diese  Einleitung 
weder  den  Schüler,  noch  den  Lehrer.  „Der  Grund  hiervon  liegt  lediglich 
in  der  Menge  scliwülstiger,  vieldeutiger  Erklärungen,  die  dem  Schüler  ganz 
unverständlich  sind,  und  ich  möchte  fast  sagen,  oft  auch  dem  Verfasser 
selbst  nicht  deutlich  sind/*  Wer  in  dieser  Form,  welcher  das  Prädicat  der 
Schroffheit  nicht  leicht  vorzuenthalten  ist,  über  die  grosse  Menge  unserer 
Schulbücher  den  Stab  bricht,  von  dem  kann  man  verlangen,  dass  er  auch 
vollständig  leiste,  was  er  verspricht,  dass  er  nämlich  „dem  Schüler  nicht 
unverständlich  bleibe  und  ihm  durch  Anleitung  zum  selbstständigen  Denken 
Vergnügen  gewähre".  Wir  fürchten,  dies  dürfe  Herrn  Finger  nicht  in 
dem  von  ihm  beabsichtigten  Maasse  gelungen  sein.  Der  Anfänger  wird 
kaum  zu  verstehen  vermögen,  was  Herr  Finger  ihm  bietet,  und  dem  weiter 
Vorgeschrittenen  erschwert  der  Verfasser  gleichfalls  das  Verständniss  schon 
dadurch,  dass  er  Wörter  von  so  weiter  Verbreitung,  wie  Arithmetik  und 
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Algebra,  in  einem  Sinne  gebraucht,  welcher  dem  Referenten  wenigstens 
ganz  neu  war.  Die  Definition  lautet  nämlich:  „Die  Rechnungsoperation 
heisst  eine  ,,,, algebraische^*'*,  wenn  die  gegebenen  Elemente  durchwegs 
oder  zum  Theil  Grössen  sind,  eine  ,, „arithmetische** *',  wenn  dieselben 
durchwegs  Zahlen  sind**  (S.  10,  $8).  Neben  dieser  Neuerung,  welche  zu 
rühmen  wir  keine  Veranlassung  finden,  ist  hervorzuheben,  dass  der  Satz 
von  der  Vertauschbarkeit  der  Reihenfolge  der  Theilc  einer  Summe  in  die 
Definition  der  Grösse  (S.  6,  §1,  Nr.  2)  mit  hineingezogen  wird,  wodurch 
allerdings  die  Nothwendigkeit  eines  Beweises  dieses  Satzes  wegfällt.  Als 
neu  dürfen  wir  ferner  bezeichnen  die  Unterscheidung  von  Quotient  und 
Verhältniss  (S.  11,  S§  16  und  18),  indem  Quotient  die  Masseinheit  ist,  sofern 
die  gemessene  Grösse  und  die  Masszahl  der  letzteren  bezogen  auf  die 
erstere  als  Einheit  bekannt  sind,  Verhältniss  dagegen  die  Masszahl  ist 
unter  vorausgesetzter  Kenntniss  der  Masseinheit  und  der  gemessenen  Grosso. 
Auf  Zahlen  übertragen ,  wird  man  hiernach  unter  Kenntniss  des  Productes 
zweier  Factoren  und  des  ersten  derselben  den  einen,  unter  Kenntniss  des 
Productes  und  des  zweiten  Factors  den  andern  Namen  für  den  gesuchten 
noch  übrigen  Factor  zu  benutzen  haben.  Erst  der  Beweis  der  Vertausch- 
barkeit der  Reihenfolge  von  Zahlenfactoren  gestattet  dann  in  der  Arithmetik 
die  fünf  Rechnungsoperationen  (Addition,  Subtraction,  Multiplication ,  Di- 
vision, Verhältniss)  durch  Zusammenfallen  der  beiden  letztgenannten  auf 
vier  Rechnungsarten  zurückzuführen.  Cantor 


La  tfieorie  des  paralleles  selon  les  geometres  Japonais  tnise  en  ordre par 
Claudel.    Bruxelles  1876. 

Von  den  13  Druckseiten  dieser  im  Selbstverlage  des  Verfassers  erschie- 
nenen kleinen  Abhandlung  gehören  vier  d^r  Vorrede  an,  in  welcher  unter  der 
leicht  durchsichtigen  Verkleidung  als  Japanese  tadelnde  Bemerkungen  über 
die  üblichen,  nichts  weniger  als  strengen  Begründungen  der  Parallelentheorie 
ausgesprochen  werden.  Dieser  Tadel  wird  wohl  bereitwilligen  Anschluss 
finden,  da  vielleicht  bis  auf  den  heutigen  Tag,  auch  nach  Herrn  ClaudeTs 
Veröffentlichung,  keine  Parallelentheorie  existirt,  die  einem  andern  Mathe- 
matiker, als  dem,  der  sie  erfunden,  völlig  Genüge  leistete.  Die  Maske  aber 
wird  ebenso  ein  Jeder  sofort  als  das  erkennen,  was  sie  ist  und  als  was  sie 
Herr  Claudel  selbst  auf  unsere  briefliche  Interpellation  zugestanden  hat, 
als  an  sich  unschuldiges  Reizmittel  der  Neugier,  um  einem  einigermaasen 
verrufenen  Gegenstande  Leser  zuzuwenden.  Wiewohl  wir  durch  unser 
obiges  kurzgefa.sstes  Urtheil  schon  erklärt  haben,  dass  Herrn  ClaudeTs 
Theorie  uns  nicht  befriedige,  wollen  wir  dieses  Urtheil  näher  begründen, 
um  zu  zeigen,  dass  wir  nach  Descartes'  Empfehlung  Uebereilung  wie 
Voreingenommenheit  zu  vermeiden  gesucht  haben.    Eine  Parallelentheorie 
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aufstellen  wird  immer  soviel  heissen,  als  den  Entwarfeines  Lehrkörpers  der 
Geometrie  bis  jenseits   der  EinfüLrung  der  Parallellinien  liefern.     Einen 
solchen  Entwarf  bietet  uns  auch  der  Verfasser.     Er  geht  aus  von  der  Ge- 
raden und  der  Ebene  and  denjenigen  Linien  und  Flächen,  die  nicht  gerade, 
die  nicht  eben,  oder,  wie  er  lieber  sagt,  die  nicht  einfach  sind.    Die  Ge- 
rade (Ebene)  ist  ihm  die  Linie  (Fläche),  welche  sich  selbst  überall  und  in 
jeder  Weise  identisch  ist,  welche,  wie  man  auch  ein  Stück  von  ihr  auf  das 
andere  lege,  mit  sich  zur  Deckung  gebracht  werden  kann.     Daraus  folgt, 
dass  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  nur  eine  Gerade  verläuft;  dass  es 
überhaupt  nur  eine  Gerade  giebt;  dass  alle  Geraden  durchaus  zusammen 
fallen,   wenn  sie  mit  zwei  Punkten  aufeinanderliegen ;   dass  eine  Gerade, 
welche  zwei  Punkte  mit  einer  Ebene  gemein  hat,  ganz  in  diese  hineinfällt; 
dass  zwei  Ebenen,  welche  zwei  Punkte  miteinander  gemein'  haben,  noch 
unendlich  viele  andere  Punkte  theilen,  welche  sämmtlich  der  Verbindungs- 
geraden jener  beiden  Punkte  angehören;  dass  zwei  Ebenen,  die  mit  drei 
ihrer  Punkte   zusammenfallen,   ganz   zusammenfallen.      Alle  diese   Sätze 
erkennen  wir  als  bewiesen  an,  wenn  auch  manche  Ausdrucksweise  schärfer 
gefasst  sein  dürfte,  wie  auch  im  weiteren  Verlauf  mitunter  die  Bedingung 
als  selbstverstanden  unterdrückt  ist,  dass  gewisse  Geraden  derselben  Ebene 
'angehören  sollen.    Der  Satz  dagegen,  dass  die  Gerade  AB  kürzer  sei  als 
die  gleichfalls  aus  geraden  Theilen  bestehende  gebrochene  Linie  ADCEB 
zwischen   denselben   Endpunkten,  ist  von   einem   sein  sollenden  Beweise 
begleitet,  der  gar  Nichts  beweist.    Man  kann  ja  gut  und  gern  zugeben,  was 
Herr   Claudel   fordert,   dass   nacheinanderfolgendes  Auflegen   eines   als 
Maassstab  dienenden  geraden  Stückchens  in  Her  Richtung  AD  nimmermehr 
nach  B  führe,  dass  dasselbe  negative  Ereigniss,  ein  Sichentfernen  von  B^ 
die  Folge  des  üeberganges  auf  die  DC,  auf  die  CE  wäre,  wenn  man  auf 
jenen  Linien  bliebe,  dass  erst  auf  der  EB  nach  B  zu  gelangen  ist,  und  wenn 
man  das  Alles  zugegeben  hat,  so  folgt  keineswegs,  dass  AD'\-DC'\'  CE'\-EB 
y>AB  ist.     Herr  Claudel  schliesst  weitere  Sätze  an,  deren  Beweise  er 
verschweigt,   indem   er   sich   mit  der  Angabe  ihrer  Reihenfolge  begnügt. 
Dreiecke,  sagt  er,  sind  congruent  bei  Gleichheit  zweier  Seiten  und  des  ein- 
geschlossenen Winkels,  bei  Gleichheit  einer  Seite  und  dißr  beiden  anliegen- 
den  Winkel,   bei    Gleichheit  der   drei    Seiten.       In    einem  Punkte    einer 
Geraden  lässt  sich  nur  eine  Senkrechte  erheben.    Von  einem  Punkte  ausser- 
halb einer  Geraden  lasst  sich  nur  eine  Senkrechte  auf  sie  fällen.     Recht- 
winklige Dreiecke  sind  congruent  vermöge  der  Gleichheit  der  Hypotenuse 
und  eines  spitzen  Winkels.    Kann  man  wirklich  mit  keinen  weiteren  Vor- 
kenntnissen versehen,  als  sie  soweit  geschildert  wurden,  beweisen,  dass  von 
einem  Punkte  ausserhalb  einer  Geraden  nur  eine  Senkrechte  auf  sie  möglich 
ist?    Wir  müssten  den  Beweis  selbst  gesehen  und  geprüft  haben,  um  daran 
zu  glauben.   Und  dennoch  stützt  sich  auf  diesen  Satz  und  auf  die  Definition: 
Parallellinien  sind  solche,  welche  auf  derselben  Geraden  senkrecht  stehen, 
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der  Beweis  dafür,  dass  Parallellbien  sich  niemals  treffen  können,  weil  sonst 
von  ihrem  Dnrchschnittspunkte  ans  zwei  Senkrechte  zu  einer  Geraden 
gesogen  wären.  Eine  Erschleichung  einer  geometrischen  Wahrheit  liegt 
demnach  bereits  dem  Anfange  der  Entwickelang  zn  Grunde.  Nicht  besser 
verhält  es  sich  mit  der  Fortsetzung.  Wenn  der  Beweis  des  Satzes ,  dass 
jede  Senkrechte  zu  einer  Parallelen  auch  die  andere  Parallele  treffe,  mit 
den  Worten  beginnt,  man  werde  doch  von  irgend  einem  Punkte  P  aus  eine 
Senkrechte  ziehen  können,  welche  beide  Parallelen  treffe,  so  ist  auch  das 
eine  Voraussetzung  ohne  jede  Rechtfertigung.  Möchten  daher  auch  —  was 
aber  nicht  behauptet  werden  soll  —  die  weiteren  Folgerungen  bis  zum 
euklidischen  Postulate,  dass  zwei  Gerade  sich  schneiden,  welche  mit  einer 
gemeinsamen  Transversale  verschiedene  Richtungsunterschiede  haben, 
noch  so  streng  sein,  wir  könnten  darum  doch  in  dem  neuen  Versuche  keine 
Parallelentbeorie  erkennen,  welche  voraussetzungslos  Alles  bewiese.  Die 
Auswahl  der  Erfahrungssätze,  welche  an  die  Spitze  der  Geometrie  zu  stellen 
sind ,  mag  bis  zu  einem  gewissen  Grade  Geschmackssache  sein ;  die  That- 
Sache,  dass  solche  Erfahrungssätze  an  der  Spitze  stehen,  kehrt  regelmässig 
wieder,  nur  dass  der  Verfasser  sich  dessen  mehr  oder  weniger  bewnsst 
erscheint.  Auch  Herr^Claudel  hat  diesem  Gesetze  sich  nicht  entziehen 
können;  auch  er  hat,  wie  wir  sehen,  zwei  bis  drei  unbewiesene,  weil  un- 
beweisbare Vordersätze  nötbig,  auf  welche  er  sich  zu  stützen  hat. 

Cantob. 


Beiträge  nr  medhanisohen  Wärmetheorie,  von  Baron  N.Dbllinoshausen. 
Heidelberg ,  Carl  Winter's  Universitätsbuchhandlnng.    1874. 

Das  110  Seiten  8^  enthaltende  Werkchen  besteht  aus  vier  gesonderten 
Abhandlungen,  nämlich {  1.  Mathematische  Begrüi^dung  der  Vibrations- 
theorie der  Wärme,  S.  1 — 88;  2.  Die  inneren  Bewegungen  und  ihr  Einfluss 
auf  den  Aggregatzustand  der  Körper,  S.  36 — 64;  8.  Die  Wärme,  eine  innere 
lebendige  Kraft  der  Körper,  S«65— 96,  und  4.  Die  chemische  Wärme  der 
Körper,  S.  97  —  119.  Der  Zweck  der  Schrift  ist  die  nähere  Beleuchtung  und 
Ausführung  einiger  Theile  in  des  Verfassers  vorausgegangenem  Werke: 
„Grundzfige  einer  Vibrationstheorie  der  Natur*^  1872.  lieber  die  einzelnen 
vier  gesondert  dastehenden  Abhandlungen  müssen  wir  auch  gesondert  unser 
Urtheil  abgeben. 

Der  erste  Theil  der  ersten  Abhandlung  hat  es  zu  thun  mit  der  bekann- 
ten mathematischen  Behandlung  unendlich  kleiner  Schwingungen  und  deren 
Znsammensetzung.  Da  sich  stehende  Wellen  bilden  sollen,  indem  jeder 
Wellenzug  an  der  Begrenzung  eines  Körpers  reflectirt  wird,  so  wird  jeden- 
falls erfordert,  dass  die  Wellenlänge  ausserordentlich  (unendlich)  klein  sei, 
weil  sonst  für  verschiedene  Dimensionen  des  Körpers  das  Entstehen  stehen- 
der y^ellen  bei  unveränderlicher  Schwingungszeit  (wie  sie  der  Verfasser 
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fordert)  unbegreiflich  erscheint.  Die  Körperwarme  oder,  wie  der  Verfasser 
sagt,  rohende  Wärme  soll  aus  longitndinalen,  die  gestrahlte  aas  transver- 
salen Schwingungen  bestehen.  Wenn  aber  ein  Körper  beim  Abkühlen 
Wärme  ausstrahlt,  wie  kommt  es,  dass  dann  die  longitudinalen  Schwingungen 
in  transversale  übergehen?  Weiter  heilst  es  S.  38:  „Die  Schwingungsdauer 
der  Wärmevibrationen  eines  Körpers  ist  somit  im  Allgemeinen  unveränder 
lieh  und  für  jeden  Körper  genau  bestimmt/'  Wie  aber  stimmt  dies  mit  der 
Thatsache  überein,  dass  ein  immer  höher  erhitzter  Körper  auch  Strahlen  von 
immer  kleinerer  Wellenlänge  aussendet?  Ueber  alle  diese  eben  genannten 
Einwände  bleibt  der  Verfasser  die  Antwort  schuldig. 

Die  zweite  Abhandlung  beschäftigt  sich  in  ihrem  ersten  Theile  wiede- 
rum mit  der  mathematischen  Betrachtung  unendlich  kleiner  Schwingungen 
und  enthält  da  nicht  gerade  Neues.  Was  weiter  gesagt  ist  zur  Erklärung 
von  Krjstall  -  und  Aggregatsform ,  besteht  nur  in  aneinandergereihten  un- 
wahrscheinlichen Behauptungen  ohne  Beweis. 

Die  dritte  Abhandlung  geht  davon  aus,  dass  die  Wärme  eine  innere 
lebendige  Kraft  der  Körper  sei.  Es  werden  nur  die  permanenten  Gase  als 
Beispiele  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  und  die  gefundenen  Resultate  sind 
der  Hauptsache  nach  identisch  mit  den  längst  bekannten  der  mechanischen 
Wärmetheorie.  An  einer  Stelle,  wo  sich  eine  Differenz  mit  der  von  Glan- 
sius  berechneten  Geschwindigkeit  der  Gasmoleküle  herausstellt,  ist  dieselbe 
einfach  constatirt,  nicht  erklärt. 

Die  vierte  Abhandlung  endlich,  welche  sich  mit  der  chemischen  Wärme 
der  Körper  beschäftigt,  versteht  unter  dieser  Wärme  die  calorimetrisch 
messbare,  die  sich  bei  Entstehung  der  betreffenden  chemischen  Verbindung 
ergiebt.  Da  diese  Wärme  eine  ganz  andere  Schwingungsamplitude  der 
componirenden  Körper  verlangt,  als  die  früher.  (Abhandlung  3)  berechnete 
ist,  so  wird  sie  erklärt  durch  die  Interferenz  stehender  Wellen. 

Freiberg,  3.  Februar  1875.  Th.  Kötteritzboh. 
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Otto  Hesse 

(geb.  in  Königsberg  am  2'2.  April  1811,  gest.  in  München  am  4.  Augost  1874). 

Von 

Prof.   M,  NOETHEB 

in  Erlangen. 


Innerhalb  zweier  Jabre  bat  die  deatscbe  algebraiscb- geometrische 
Wissenscbaft  ihre  beiden  grössten  Vertreter  verloren:  seinem  so  früh  dahin- 
geschiedenen Schüler  Alfred  Clebsch  ist  der  Altmeister  Otto  Hesse 
jetzt  nachgefolgt.  Wir  können  in  dieser  Reihe  noch  den  dritten  analytischen 
Geometer  anführen,  der  in  Dentscbland  mit  den  Synthetikern  Möbius  und 
Steiner  schon  an  der  Spitze  der  aufstrebenden  Wissenschaft  stand  und  mit 
ihnen  vereint  der  Geometrie  einen  wesentlichen  Gehalt  gab,  den  vor  sechs 
Jahren  einer  wieder  neu  aufgenommenen  geometrischen  Thätigkeit  entris- 
senen Julius  Plücker  (1801—1868). 

Dem  Verdienste'  dieses  Letzteren  hat  Clebsch  eine  ausführliche 
Darstellung  gewidmef^,  welche  auch  die  Entwickelung  der  die  Geometrie 
beherrschenden  Principien  eingehend  verfolgt  Auf  Hesse,  der,  wie  nach 
ihm  Clebsch  selbst,  vor  Allem  Algebraiker  war,  wird  dabei  mehr  nur  wie 
im  Gegensatz  zu  Plücker  hingewiesen.  Aber  die  wissenschaftliche  Thä- 
tigkeit Hessens  weist  in  ihrer  wichtigsten  Seite  zunächst  auf  Jacobi 
(1804  — 1851)  hin,  dessen  Schüler  im  eminenten  Sinne  des  Wortes  Hesse 
war.  Und  während  die  späteren  Entwickelungen  gerade  dieser  Richtung 
durch  die  Darlegung  der  Arbeiten  Clebsch'a  bereits  eine  eingehende  Be- 
handlung erfahren  haben **^,  erscheint  es  auch  nothwendig,  diese  Richtung 


*  A.    Clebsch:  ,,Znm  GedächtnisB   an  Julias  Plücker."    Bd.  16  der  Abb.  der 
Gott.  Akad.d.  Wiss. 

**  Alfred  Clebsch.  Versuch  einer  Darlegung  und  Würdigung  seiner  wissenschaft- 
lichen Leistungen.  Von  einigen  seiner  Frennde.  (Leipzig,  Teubner  1873,  aus  Math, 
Ann.  Vn.)  * 
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noch  weiter  zurück  zn  verfolgen.  Aus  diesem  Bedürfniss  ist  der  vorliegende 
Versuch  einer  Würdignng  der  Arbeiten  Hesse 's  hervorgegangen. 

In  der  That  muss  aber  bei  diesem  snccessiven  Zurttckverfolgen  des 
historischen  Zusammenhanges  eine  neue  Lücke  fühlbar  werden.  Wir  können 
die  Beziehungen  der  Hesse 'sehen  Arbeiten  zu  denen  Jacobi's  nicht 
erledigen,  ohne  eine  Darlegung  dieser  letzteren  auch  von  algebrais'cher 
Seite  her  vorauszusetzen.,  wie  es  für  die  functionentheoretischen  Arbeiten 
dieses  Meisters  in  der  Dirichlet'schen  Gedächtnissrede*  geschehen  ist. 
Wenn  wir  also  auch  jene  Beziehungen  hier  nur  unvollkommen  anführen 
können,  so  bleibt  doch  unsere  eigentliche  Aufgabe  die  Würdigung  der 
Arbeiten  Hessens  an  sich;  und  diese  wird  durch  deren  ausgesprochene 
Eigenart  und  durch  den  Umstand ,  dass  deren  tiefgreifende  Einwirkung  auf 
die  Entwickelung  der  Wissenschaft  sich  rasch  vollzogen  hat  und  im  Ganzen 
beendet  ist,  eine  verhältnissmXssig  einfache. 

Diesem  Umstände  gemäss  ist  auch  die  Stellung  H esse's  selbst  eine 
anerkannte ;  und  so  mögen  wir  hier  schon  genauer  bezeichnen ,  worin  die 
Bedeutung  desselben  beruht.  Es  ist  Hesse,  der  zuerst  erkannt  hat,  dass 
die  Theorie  der  homogenen  Formen  das  von  aller  Geometrie  los- 
gelöste Untersuchungsfeld  für  den  Algebraiker  bildet,  wobei  dann  die 
Resultate  der  Forschung  ihre  Interpretation  in  denjenigen  geometri- 
schen Eigenschaften  der  algebraischen  Curven  und  Flächen  finden,  welche 
wir  die  projectivischen  nennen.  Er  hat  weiterhin  jene  Theorie  auch  wirk- 
lich eingeleitet,  indem  er  wenigstens  die  nächste  der  von  einer  Grund- 
form abhängigen  Formen,  die  Determinante,  welche  j et ztHesse's 
Namen  trägt,  aufstellte  und  ihre  Bedeutung  in  wichtigen  Problemen  der 
Elimination  und  Geometrie  systematisch  verfolgte.  So  knüpfen  die  ersten 
Begrifife  und  die  erste  Entwickelung  der  Invariantentheorie  an  Hesse  an. 
—  Sehen  wir  zunächst,  wie  dessen  Arbeiten  Selbstlauf  Jacobi  zurück- 
führen. 

Die  Arbeiten  Jacobi 's,  die  nach  so  vielen  Seiten  hin  bahnbrechend 
gewirkt  haben,  sind  für  diejenigen  Hesse 's  in  zwei  Richtungen  von  unmit- 
telbarem Einfluss  geworden:  zunächst  durch  ihren  gedanklichen  Inhalt  in 
den  algebraischen  Problemen,  die  sie  behandeln,  sodann  durch  die  analy- 
tischen Methoden,  die  theils  als  Hilfsmittel  bei  Untersuchungen  mannich- 
faltiger  Art,  theils  auch  als  selbstständige  Darstellungen,  wie  jene  der 
Theorie  der  Determinanten  (1841,  Journal  Grelle  22),  auftreten.  Es  ist 
übrigens  unmöglich,  diese  beiden  Richtungen  in  ihrem  Einflüsse  getrennt  zu 
verfolgen.  Denn  überall  zeigt  sich  bei  Jacobi  die  originale  Kraft,  die  zur 
Behandlung  neuer  Probleme  neue  Hilfsmittel  ersinnt  oder  vorhandene  ver- 
allgemeinert; und  es  zeigt  sich  auf  der  andern  Seite,  wie  im  Anschlüsse  an 
die  Entwickelung   selbst   sich   auch    der  Gedankenkreis    nach  und  nach 


*  Journal  Grelle,  52. 
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erweitert  nnd  aasemanderliegende  Gebiete  Zusammenbang  gewinnen.  Wir 
braueben  in  diesem  Sinne  nur  an  die  Vereinfaebangen  zu  erinnern ,  welcbe 
Jacobi  z.  6.  dem  Pfaff'scben  Probleme  nnd  dem  der  zweiten  Variation 
zu  Tbeil  werden  Hess,  um  die  Quelle  genau  bezeicbnen  zu  können,  ans  der 
er  einen  wesentlichem  Tbeil  seiner  folgenreichen  Resultate  schöpfte:  die 
Macht  einer  methodisch  gebildeten  und  der  Verallgemeinerung  fähigen 
Analyse. 

Obwohl  diese  Art  der  Ideenerweiterung  in  keiner  der  umfassenden 
Arbeiten  Jacobi*s  zu  verkennen  ist,  so  muss  eine  solche  Behandlung 
doch  vor  Allem  in  den  algebraischen  Untersuchungen  hervortreten.  Wir 
denken  hier  zunächst  an  diejenigen  über  die  lineare  Transformation 
quadratischer  Formen,  an  die  sich  die  erste  Entwickelung  der  Ideen 
Hessens  und  auch  vorzüglich  die  späteren  systematischen  Darstellungen 
der  analytischen  Geometrie  in  dessen  Lehrbüchern  anschlössen.  Bei  Jacobi 
erscheint  das  Problem  im  Gefolge  von  Fragen  über  Transformation  viel- 
facher Integrale  (1832,  1833,  J.Cr.  8,  10,  12);  und  wir  sehen  dabei  neben 
einer  fortlaufenden  Ausbildung  des  Determinantencalculs  andere  weit- 
reichende Hilfsmittel  entstehen,  wie  die  elliptischen  Coordinaten,  die 
Jacobi  über  den  von  Cauchy  eingenommenen  Standpunkt  {Exerc,  de 
Matheffim  t  IV)  hinausführen. 

Aus  diesen  formell  vollendeten  Arbeiten  J  a  c  o  b  i  *  s  leiten  wir  vor  Allem 
den  in  Hessens  Darstellungen  überall  hervortretenden  Zug  ab,  die  wirk- 
liche algebraische  Ausführung  an  Stelle  blosser  Deductionen  zu 
setzen,  und  weiterhin  insbesondere  die  Methode  der  Zurückführung  all- 
gemeiner Formen  auf  specieMe,  canonische,  aus  denen  die  Eigenschaften 
der  allgemeinen  Formen  sich  ablesen  lassen. 

Zu  dieser  Anregung  hat  sich  für  Hesse  noch  als  zweite  der  Einfluss 
der  neuen  geometrischen  Grundideen,  soweit  sie  in  den  Werken  von  Pon- 
celet  und  Steiner  sich  enthüllten,  gesellt,  und  ihre  Vereinigung  erst  hat 
ihm  die  individuelle  Richtung  gegeben.  Die  ersten  Arbeiten  Hessens  behau- 
dein,  abwechselnd  auf  dem  Wege  geon^trischer  Construction  und  auf  analyti- 
schem Wege  durch  Transformation  homogener  Formen,  die  Theorie  der  Fl  ä  - 
eben  zweiter  Ordnung.  An  Poncelet'sche  Entwickelungen  über  con- 
jugirte  Linien  dieser  Flächen  anknüpfend,  wird  eine  Construction  ihrer  Haupt- 
axen  geliefert  (1837,  J.  Cr.  18) ;  und  dann  entstehen  die  Begriffe  der  Polardrei- 
ecke und  der  Polartetraeder,  der  „Systeme  conjugirter  Punkte"  (1840,  J.  Cr. 
20),  und  die  Beziehungen  zwischen  zweien  solcher  Systeme,  als  Interpretation 
analytischer  Relationen.  Aus  diesen  Betrachtungen  ist  die  lineare  Construc- 
tipndes  achten  Schnittpunktes  dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  aus  sieben 
gegebenen  Schnittpunkten  (J.Cr.  20,26)  hervorgegangen,  und  ferner,  in 
Anlehnung  an  Steiner' sehe  Sätze,  die  lineare  Construction  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  aus  nenn  gegebenen  Punkten  (1842,  J.  Cr.  24).  —  Hesse 
ist  erst  später  und  nur  gelegentlich,  wie  bei  Ausarbeitung  des  Lehrbuches 
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über  Raumgeometrie,  aaf  die  quadratischen  Formen  zurückgekommen.  Aber 
wenn  er  auch  ihre  Theorie  nicht  eigentlich  weitergeführt  hat,  was  erst  darch 
Weierstrass  (1858)  und  in  Arbeiten,  die  sich  an  diesen  anschliessen, 
geschah ,  so  hat  er  doch  noch  eine  wichtige  Anwendung  derselben ,  die  auf 
die  Transformation Sder  zweiten  Variation  eines  einfachen  Integrals  mit 
einer  zu  bestimmenden  Function,  wesentlich  gefördert  (1857,  J.  Cr.-Borch.  ^^ 
54).  Dem  Vorgange  Jacobi's  folgend,  und  unter  umfassender  Anwendung 
der  algebraischen' Hilfsmittel,  gelang  ihm  der  Beweis  der  schon  oben 
erwähnten,  von  diesem  gegebenen  Keduction  des  Problems,  was  dann  weiter 
zur  Inangriffnahme  und  zur  Lösung  des  allgemeinen  Problems  der  Varia- 
tionsrechnung die  Anregung  lieferte*. 

Von  dem  tiefsten  Einflüsse  auf  den  Fortschritt  der  Wissens  :ihaft  ist 
eine  andere  Anregung  geworden,  die  Hesse  aus  den  Jacob i*schen  Ar- 
beiten empfing.  Um  die  algebraische  Operation  fähig  zu  machen ,  den  Ge- 
dankengehalt der  Geometrie  in  sich  aufzunehmen  Und  die  Probleme  in 
eigener  freier  Gestaltung  auszuführen,  war  vor  AUem^  eine  weitere  Ausbil- 
dung der  Theorie  der  Elimination  der  Variabein  aus  mehreren  Gleich- 
ungen nothwendig.  Im  15.  Bande  von  Cr e  11  e^s  Journal  (1835)  hatte 
Jacobi  die  Elimiaationsmethode  von  Euler  und  B^zont,  welche  die 
Aufgabe  für  zwei  Gleichungen  n^^"  Grades  auf  die  Elimination  aus  einem 
System  linearer  Gleichungen  zurückgeführt  hatten  (der  erstere  durch  suc- 
cessive  Eliminationen,  der  zweite  auf  directerem  Wege),  neu  dargestellt 
und  die  Resultante  als  n- reihige  Determinante  gegeben.  Aber  diese  Ab- 
handlung discutirt  auch  ausführlich  die  Beziehungen  zwischen  den  in  die 
Formeln  eingehenden  Coefficientenaggregaten  und  insbesondere  die  Gleich- 
ungen, welche  die  Resultante  selbst,  und  ihr  Prodnct  mit  einer  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  willkürlichen  Function,  als  Functionen  der  gegebenen  bei- 
den Formen  darstellen. 

Es  lässt  sich  nun  verfolgen,  wie  sich  an  diesen  letzteren  Gedankengang 
die  Entwickelung  der  Eliminationsthcorie  anschliesst.  Dem  Charakter  des 
analytischen  Verfahrens  entsprechend,  strebt  diese  Ausbildung  auch  hier 
grössere  Allgemeinheit  dadurch  an,  dass  sie  nach  und  nach  das  von  der 
zufälligen  Gestalt  der  einzelnen  Aufgabe  Abhängige  abstreift.  Wenn  die  . 
Schöpfung  solcher  Methoden  auch  einen  tiefen  Einblick  in  das  Wesen  des 
Problems  voraussetzt ,  so  zeigt  sich  doch ,  wie  sich  derselbe  erst  später,  bei 
fortgesetzter  Anwendung,  zu.  völligem  Vcrständniss  erhebt. 

Nachdem  Hesse  1843  selbstständig  auf  die  schon  früher  von  Syl- 
vester erhaltene,  von  diesem  als  „dialytische"  bezeichnete  Methode  der 
Elimination  aus  zwei  Gleichungen,  eine  Modification  des  obengenannten 
Verfahrens,  gekommen  war,  tritt  nun  in  seiner  wichtigsten  Arbeit  „Ueber 
die  Elimination  der  Variabein  aus  drei  algebraischen  Gleichungen  zweiten 


*  Vergl.  die  oben  citirte  Schrift  über  Clebsch,  S.  7. 
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Grades  mit  zwei  Variabeln"  (Jan.  1844,  J.  Cr.  28)  und  in  der  unmittelbar 
folgenden  Abhandlang  über  die  Wendepunkte  der  üarven,  der  Gedanke 
klar  hervor :  nicht  die  Darstellung  der  Endgleichung  an  sich ,  sondern  der 
Einblick  in  die  Natur  der  Functionen,  aus  denen  sie  sich  zusammensetzt,  muss 
das  Ziel  sein.  So  wird  denn  die  einfachste  der  von  den  drei  quadratischen 
Grundformen  abhängigen  Formen,  ihre  Functionaldeterminante,  ge- 
bildet und  eine  beliebige  weitere  Function  dritten  Grades  linear  durch  diese 
vier  Formen  ausgedrückt,  wodurch  das  Problem  zunächst  auf  ein  System 
linearer  Gleichungen  zurückgebracht  wird.  Indem  aber  weiter  die  quadra- 
tischen Formen  sich  als  Polaren  einer  neuen  Form  dritten  Grades  ergeben, 
zeigt  sich  das  Problem  als  zur  Theorie  einer  cubischen  ternären  Form 
gehörig,  und  nun  sehen  wir,  wie  sich  aus  der  frühern  Eliminationsaufgabe 
die  Theorie  einer  solchen  Form,  d.  h.  der  Curven  dritter  Ordnung ,  ent- 
wickelt. Die  bezeichneteFunctionaldeterminante  geht  in  die  hier  zum  ersten 
Male  auftretende  Determinante  der  zweiten  partiellen  Differen- 
tialquotienten der  cubischen  Form,  in  die  Hesse'sche  Determi- 
nante derselben,  über.  Und  es  folgt  der  Fandamentalsatz  der  ganzen 
Theorie:  dass  die  Determinante  irgend  einer  Form  kf'\-\A  der  linearen 
Schaar,  welche  aus  der  cubischen  ternären  Form  f  und  ihrer  Determinante 
/i  gebildet  ist,  ebenfalls  eine  dieser  Schaar  angehörige  Form  ist. 

Von  dieser  Covariante  A  der  Form  f  wird  sogleich  auch  ihre  wesent- 
liche Eigenschaft,  bei  linearer  Transformation  invariant  zu  sein,  zur  lieber- 
führung  von  /"in  eine  canonische  Form  benutzt,  welche  die  zweiten  Poten- 
zen der  Variabein  nicht  mehr  enthält,  eine  auf  vier  Arten  mögliche  Reduc- 
tion.  Wenn  sich  so  für  die  Theorie  der  homogenen  Formen  eine  erste 
Grundlegung  ergiebt,  so  geht  Hesse  auch  auf  die  Interpretation  des 
Zusammenhangs  der  gefundenen  Formen  für  die  Geometrie  ein,  und  er  findet 
das  wichtige  Resultat,  dass  die  Wendepunkte  einer  Curve  n^^  Ordnung 
allgemein  als  vollständiger  Schnitt  derselben  mit  einer  Curve  der  Ordnung 
3  (n — 2),  der 'durch  die  Determinante  gegebenen  Hess  ersehen  Curve  der 
erstem,  bestimmt  werden,  ein  Resultat,  das  vorher  nur  für  Curven  dritter 
Ordnung  von  Plücker  erhalten  worden  war.  Für  diese  Curven  dritter 
Ordnung  selbst  ergiebt  sich  durch  die  oben  erwähnte  Reduction  die  inter-* 
essante  Gruppirung  der  Wendepunkte. 

Hesse  hatte  den  Ausgangspunkt  für  die  Ableitung  des  allgemeinen, 
auf  die  Wendepunkte  bezüglichen  Satzes  in  der  gewöhnlichen  Theorie  der 
KfUmmung  der  Curven  genommen,  die  für  die  gesuchte  Function  einen 
Ausdruck  liefert,  der  in  den  Coordinaten  der  Schnittpunkte  um  zwei  Ein- 
heiten zu  hoch  ist.  So  entstand  das  erste  grössere  Beispiel  der  Reduction 
der  Resultanten  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  gegebenen  Curve,  der  Her- 
ausschaffung von  Factoren,  die  zu  der  eigentlichen  Frage  nicht  in 
Beziehung  stehen,  vielmehr  von  der  speciellen  Eliminationsmethode  her- 
rühren.    Man  kann   wohl  sagen,  dass  mit  dieser  bei  Eliminationsfragen 
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immer  wiederkehrenden  Aufgabe  eine  ganze  Richtung  weiterer  Untersnch* 
angen  angedeutet  ist  und  dass  in  ihrem  Gefolge  sich  die  Invariantentheorie 
erst  entwickelt  hat. 

Der  einfachste  Fall  einer  solchen  Aufgabe  tritt  schon  bei  der  Gleich- 
ung der  Tangente  einer  gegebenen  Curve  auf,  wenn  die  Gleichung  der  letz- 
teren in  nicht  homogener  Gestalt  vorliegt.  Auch  jene  Gleichung  wird  in 
den  Coordinaten  des  Berührungspunktes  um  eine  Ordnung  zu  hoch,  aber 
die  Einführung  der  homogenen  Form  allein  genügt  schon,  mit  Hilfe  der 
Gleichung  der  Curve  den  linearen  Factor  heraustreten  zu  lassen.  Dieses 
Beispiel  weist  also  auch  schon  auf  die  Nothwendigkeit  der  Einführung  der 
homogenen  Formen  in  die  algebraische  Theorie  der  geometrischen  Ge- 
bilde hin. 

Ein  wesentliches  Mittel  zur  Erreichung  der  Reduction  der  Resultanten 
hat  die  von  Joachimsthal  J.  Cr.  S3  angegebene  Methode,  nach  der  man 
die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  einer  Curve  mit  einer  Geraden  auf  zwei  in 
dieser  letztern  befindliche  feste  Punkte  bezieht,  geliefert  Wir  finden  diese 
Methode,  welche  Curvenprobleme  theilweise  auf  solche  binärer  Formen 
zurückführt,  zuerst  in  einer  Abhandlung  von  Cajlej  (1846,  J.Cr.  34) 
benutzt,  in  der  die  durch  Hesse  angeregten  Eliminationsfragen  nach 
mehreren  Richtungen  fortgeführt  werden.  Indem  hier  das  Problem  der 
Wendepunkte  mehr  in  projectivischem  Sinne  gefasst  wird,  gelangt  Cayley 
bereits  hier  zur  Anwendung  seiner  schon  früher  aufgestellten  symbolischen 
Methode,  und  er  zeigt  wenigstens,  dass  die  weiteren  analogen,  aber  compli- 
cirteren  Probleme,  wie  das  der  Doppeltangenten  einer 'Curve ,  von  einer 
Ausbildung  des  Invariantencalculs  abhängen.* 

An  dem  Problem  der  Doppeltangenten  vor  Allem,  insbesondere  der- 
jenigen der  Curven  vierter  Ordnung,  schreitet  nun  die  Eliminationstheorie 
weiter.  Im  36.  Bande  von  Cr  eile 's  Journal  (1847)  schlägt  Hesse  densel- 
ben Weg  ein,  den  nach  dem  Obigen  Cajley  genommen  hatte,  führt  ihn 
aber  in  der  eleganten  und  durchsichtigen  Darstellung,  die  allen  seinen  Ar- 
beiten eigen  ist,  bis  zur  Erledigung  der  Reduction  für  die  Reihe  der  nächst- 
liegenden Formen  durch.  Er  gelangt  so  auch  zu  einer  Erniedrigung  der 
von  Cayley  gegebenen  Gleichung,  welche  die  Berührungspunkte  der  Dop- 


*  Wir  haben  hier  übrigens  zu  erwähnen,  dass  diese  Cayley 'sehe  Arbeit  ver- 
schiedene später  erhaltene  Resultate  schon  vorweg  genommen  hat;  so  das  Verhalten 
der  Hesse  *  scheu  Determinante  einer  Curve  in  einem  Doppel-  oder  Rückkehrpnnkte 
der  letztern  (s.  Hesse,  Brief  an  Jacobi  y.  27.Nov.  1849,  J.  Cr.  40,  und  Jacobi*8 
Erwiderung);  so  ferner  das  sogenannte  „Uebertragangsprincip",  das  später  Clebsch 
entwickelt  hat  (das  man  nicht  mit  dem  von  Hesse  ebenso  genannten,  noch  unten 
S.  87  zu  besprechenden  Princip  verwechseln  wird).  Dasselbe  findet  sich  aber  für 
einen  speciellern  Fall  angewandt,  und  es  ist  in  der  That  ja  anch  nichts  Anderes,  als 
eine  besondere  Form  der  Anwendung  der  JoachimsthaP sehen  Methode. 
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peltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  bestimmt,  ohne  jedoch  damals 
den  letzten  noch  übrigen  quadratischen  Factor  beseitigen  zu  können. 

Wie  sehr  diese  Fragen  alle  Kräfte  zur  Begründung  des  Problems  selbst 
nnd  zur  Schaffung  neuer  Hilfsmittel  anregten,  wird  durch  einen  Brief  von 
Hesse  an  Jacobi  (27.  Nov.  1849,  J.Cr.  40)  gezeigt.  Jacobi  war  ein 
Beweis  für  die  Möglichkeit  der  Rednction  der  zuletzt  genannten  Gleichung 
gelungen,  ein  Beweis,  der  später  in  seiner  einfachsten  Form  von  0  leb  seh 
(J.  Cr.-Borch.  63)  dargestellt  worden  ist.  Hesse,  dem  ein  solcher  Beweis 
zur  „ Lebensfrage'*  geworden  war,  sah  sogleich  den  „unberechenbaren 
Nutzen  desselben. für  seine  eigenen  Bemühungen**  voraus.  Aus  dem  näch- 
sten Briefe  vom  7.  December  erhellt,  wie  die  neue  Anwendung  der  Deter- 
minantentheorie durch  Känderung,  die  in  den  späteren  Arbeiten  Hessens 
eine  hervorragende  Rolle  spielt,  im  Entstehen  begriffen  ist;  und  noch  in 
demselben  Monat  (Brief  vom  30.  Dec.  1849,  J.  Cr.  40)  gelingt  es  endlich 
Hesse,  die  langgesuchte  Gleichung  14.  Grades  für  die  Doppeltangenten 
der  Curve  vierter  Ordnung  in  reiner  Form  hinzustellen. 

Später  hat  Salmon  eine  zweite  Methode  für  dieses  specielle  Problem 
angegeben  (1858).  Die  weitere  Entwickelung  des  allgemeinen  Problems,  die 
unabhängig  von  Hesse  verlaufen  ist,  haben  wir  hier  nicht  zu  verfolgen,  um 
so  weniger,  als  schon  in  der  oben  cltirten  Schrift  über  Clebsch  die  Weiter- 
führung der  Ideen  der  Invariantentheorie,  zunächst  von  Seiten  der  eng- 
lischen, dann  der  deutschen  Algebraiker,  ausführlich  betrachtet  worden  ist. 
Es  möge  nur  erwähnt  werden,  dass  die  wirkliche  Ausführung  der  Reduction 
um  Potenzen  linearer  Factoren  erst  in  neueren  Arbeiten  (vergl.  Gordan: 
Ueber  Combinanten,  Math.  Ann.  V),  in  denen  die  Betrachtung  von  Formen 
mit  mehreren  Systemen  von  Variabein,  der  JoachimsthaTschen  Methode 
analog,  wesentlich  ist,  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht  ist,  der  aber 
für  das  einzelne  Problem  noch  ein  weites  Feld  der  Untersuchung  übrig  lässt. 

Dagegen  hat  Hesse  die  Reduction  für  ein  weiteres  specielles  Problem 
gegeben.  Er  hat  die  Aufgabe  für  die  Wendepunkte  nochmals  direct,  und  zwar 
algebraisch  von  einer  neuen  Seite  her,  angefasst,  die  seitdem  auch  für  höhere 
Probleme  mehrfach  angewandt  worden  ist,  nämlich  durch  Umformung  des 
Determinantenausdrucks,  welcher  in  Differentialform  die  Bedingung  aus- 
drückt, dass  eine  Gerade  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  mit  der  Curve 
gemein  hat  (1849,  J.  Cr.  41).  Und  auf  dieselbe  Weise  wird  auch  das  erwei- 
terte Problem  behandelt  und  gelöst:  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene 
eines  Punktes  einer  Raumcurve,  die  der  vollständige  Schnitt  zweier  Flächen 
ist,  aufzustellen.  Es  sind  diese  Darstellungen  aber  geeignet,  noch  in  ande- 
rem Sinne  unser  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen.  Denn  die  Umformungen 
erhalten  durch  die  Einführung  von  geränderten  Determinanten  eine  beson- 
dere Leichtigkeit,  und  die  Darstellung  wäre  sogar  durch  consequentere 
Anwendung  auch  der  mehrreihig  geränderten  Determinanten  noch  zu  ver- 
einfachen gewesen  (wie  später  Clebsch,  J.  Cr.-Borch.  63,  gethan).   Auch 
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ist  bemerkenswerth,  dass  nun,  was  früher  bei  Hesse  nicht  der  Fall  ist,  das 
Problem  in  durchaus  projectivischem  Sinne  aufgefasst  wird,  so  dass  die 
homogenen  Coordinaten  ohne  Kücksicht  auf  metrische  Bedeutung  auftreten, 
ganz  in  der  Weise,  die  später  Glebsch  nach  diesem  Vorgänge  allgemein 
angenommen  hat*. 

Wir  haben  schon  angedeutet,  dass  der  Gedankenkreis,  in  welchem  sich 
die  zur  Invariantentheorie  zu  rechnenden  Arbeiten  Hessens  bewegen,  der 
der  Untersuchung  von  canonischen  Formen  ist;  eine  Art  der  Be- 
trachtung, die,  von  so  wichtigen  Resultaten  sie  für  speciellere  Probleme 
begleitet  sein  kann,  für  die  allgemeine  Theorie  in  den  Hintergrund  treten 
muss,  wie  das  denn  in  der  That,  besonders  seit  den  Arbeiten  A ronhol d*s, 
geschehen  ist.  Die  geometrischen  Resultate  für  die  Curven  dritter  und  vier- 
ter Ordnung,  die  Hesse  in  einer  Reihe  reicher  und  schöner  Abhandlungen 
niedergelegt  hat,  sind  an  solche  besondere  Formen  von  Curvengleicbnngen 
geknüpft,  insbesondere  an  die  Darstellung  derselben  in  Form  von  sym- 
metrischen Determinanten ,  deren  Elemente  lineare  Functionen  der  Coordi- 
naten sind.  Aus  der  Thatsache  allein,  die  ans  der  ersten  der  Abhandlungen 
(J.  Cr.  28)  sich  ergab,  dass  für  die  Curven  dritter  Ordnung  diese  Darstellung 
auf  dreierlei  Weise  möglich  ist,  resultirte  sofort  eine  Menge  auf  die  Systeme 
von  Paaren  conjugirter  Punkte  dieser  Curven  bezüglicher  Sätze  (1847,  J.  Cr. 
36),  sowie  Sätze  über  die  mit  diesen  Systemen  zusammenhängenden  linearen 
Systeme  von  Berührungskegelschnitten,  die  vielfach  über  die  von  Mac- 
laurin,  Poncelet,  Plücker  und  Steiner  gegebenen  Sätze  hinaus- 
gehen. 

Die  Behandlung  solcher  symmetrischen  Determinanten,  beson- 
ders bezüglich  ihres  Verhaltens  bei  linearer  Transformation  der  Variabein 
und  ihrer  Beziehungen  zu  solchen  Determinanten,  die  durch  Bänderung, 
freilich  auch  hier  nur  durch  eine  einzige  Ränderung,  aus  ihnen  hervorgehen, 
bildet  von  jetzt  an  den  Kern  der  algebraischen  Betrachtungen  Hesse's. 
Wir  mögen  hierbei  an  den  Unterschied  dieses  Verfahrens  von  demjenigen 
Plücker's  erinnern,  der  vielmehr  mit  algebraischen  Symbolen  den  geo- 
metrischen Constructionen  nachfolgte.  Dieser  Gang  und  die  daraus  fliessen- 
den Resultate  für  die  Oruppirung  der  Doppeltangenten  der  Curven  vierter 
Ordnung  waren  von  Hesse  jedenfalls  spätestens  1851  gewonnen  (vergl. 
J.  Cr.  45,  S.  101),  aber  die  systematische  Darstellung  ist  von  ihm  erst  1853 
( J.  Cr.  49)  gegeben  worden. 

Wenn  schon  diese  Methode  auch  für  sich  zur  Aufstellung  von  Systemen 
von  Berührungscurven  führte  und  zu  Sätzen,  die  gleichzeitig  auch  von 
Steiner  (J.  Cr.  49)  veröffentlicht  worden  sind  (wie  auch  wenige  einzelne 
derselben  vorher  schon  von  Salmon),  so  wurde  jene  Oruppirung  doch  erst 


*  Hieraas  folgte  eine  Modification  der  bezüglichen  Stelle  der  Clebsch- Schrift, 
S.14. 
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durch  eine  elegante  Combination  der  analytischen  Behandlung  mit  der  geo- 
metrischen Anschauung  völlig  übersichtlich.  Vermöge  derselben  wird  das 
ebene  Problem  mit  einem  Problem  im  Kaume  in  Verbindung  gesetzt  und  die 
Beziehungen  der  28  Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ordnung  an  dem 
Bilde  der  28  Verbindungslinien  von  acht  Punkten  im  Räume  erläutert.  Und 
dieses  Bild  ist  auch  für  alle  übrigen  Verhältnisse  der  Curve  vierter  Ordnung 
von  Bedeutung:  es  geht  direct^aus  der  Darstellung  ihrer  Gleichung  in  Form 
einer  vierreihigen  symmetrischen  Determinante  hervor.  Denn  betrachtet 
man  eine  zweifach  unendliche  Schaar  von  Flächen  zweiter  Ordnung  mit 
acht  festen  Grundpunkten,  so  genfigen  die  Parameter  der  Kegelflächen 
dieser  Schaar  einer  Bedingung,  welche  eben  als  jene  Gleichung  einer  Curve 
vierter  Ordnung  aufgefasst  werden  kann. 

Dieser  Zusammenhang  führte  vor  Allem  zu  dem  Nachweise,^  dass  die 
besondere  Gleichungsform  der  Curve  noch  auf  35  weitere,  von  der  ersteren 
wesentlich  verschiedene  Arten  hergestellt  werden  kann,  wobei  man  nur  eine 
strengere  explicite  Begründung  des  Satzes  vermissen  mag,  dass  die  all- 
gemeine Curve  vierter  Ordnung  überhaupt  die  gewählte  cahonische  Gleich- 
ungsform erhalten  kann.  Damit  waren  denn  auch  die  zweierlei  Arten  von 
Systemen  von  Bertihrungscurven  dritter  Ordnung  gefunden  und  die  Einord- 
nung der  Systeme  von  Berübrungskegelscbnitten  und  Doppeltangenten  in 
jene  Systeme  klargelegt.  Einer  spätem  Zeit  (Clebsch  in  J.  Cr.-Borch. 
63)  gehört  die  Erkenntniss  der  Identität  dieser  Probleme  mit  der  Theilung 
der  zugehörigen  AbeTsehen  Functionen  an. 

Es  hat  sich  getroffen,  dass  einem,  gerade  aus  diesen  geometrischen 
Speculationen  abgeleiteten  Ansprüche  St  ein  er 's  auf  die  Ueberlegenheit 
der  synthetischen  Methode  durch  die  algebraischen  Eesultate  Hesse' s  zur 
selben  Zeit ,  in  der  er  erfolgte  (J.  Cr.  49)  auch  begegnet  worden  ist.  In  der 
That  ist  auch  dfe  Grundlage  dec  Steiner 'sehen  Auffassung  überhaupt,  die 
pro jectivische  Zuordnung  der  Gebilde,  völlig  identisch  mit  der  von  Plücker 
und  Hesse  angenommenen,  bei  welcher  die  Zuordnung  dieser  Gebilde 
durch  lineare  Beziehungen  zwischen  ihren  variabeln  Parametern  vermittelt 
wird.  Ueber  die  weiteren  Beziehungen  Hesse's  zu  Steiner  hat  sich 
Hesse  selbst  in  einem  Nachruf  an  Steiner  ( J.  Cr. -  Borch.  62 ,' 1863)  aus- 
gesprochen: es  waren  für  ihn  die  St  ein  er' sehen  Ent  Wickelungen  von  unmit- 
telbarer Anregung  geworden ,  als  „ein  Wegweiser  zur  Bildung  und  Erfor- 
schung von  Functionen,  die  in  der  höhern  Algebra  von  grosser  Bedeutung 
sind". 

In  diesem  Sinne  hat  Hesse  die  von  ihm  eingeführte  Determinante 
einer  Function  besonders  eingehend  weiter  zu  erforschen  gesucht.  So  hat 
er  die  Bedeutung  ihres  identischen  Verschwindens,  dass  die  gegebene  Form 
durch  lineare  Transformation  in  eine  solche  von  weniger  Variabein  über- 
geführt werden  kann ,  zwar  angegeben  ( J.  Cr.-Borch.  42  und  56) ;  indessen 
ezisUrt  bis  jetzt  meines  Wissens  kein  genügender  und  vollständiger  Beweis 
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dieses  wichtigen  Satzes.  Weiterhin  hat  er  auch  die  Determinante  für  die 
algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  ver- 
werthet  (J.  Cr.  38,  41),  wobei  besonders  in  der  Behandlung  der  binären 
biquadratischen  Form  durch  den  Umstand,  dass  ihre  Determinante  mit  ihr 
.  vom  gleichen  Grade  wird,  die  Analogie  derselben  mit  der  ternftren  cnbischen 
Form  hervortritt. 

Indem  wir  die  algebraischen  Gleichungen  erwähnen,  berühren 
wir  ein  neues  Gebiet,  welches  von  den  Arbeiten  Hessens  bereichert  worden 
ist.  Durch  Abel  kannte  man  eine  ganze  Classe  von  algebraisch  auf  lös- 
baren  Gleichungen,  die  irreducibeln  von  der  Eigenschaft,  dass  eine  Wurzel 
von  einer  zweiten  durch  einen  rationalen  Ausdruck  abhängt,  welcher,  wie- 
derholt, alle  Wurzeln  liefert.  Bei  der  Untersuchung  der  Wendepunkte  der 
Curve  dritter  Ordnung  aber,  für  welche  vorher  nur  die  ^zwölf  Geraden, 
welche  dieselben  zu  je  drei  enthalten,  bekannt  waren,  ergab  sich  durch  den 
Nachweis  der  vier  Dreiseite,  in  die  sich  die  Geraden  gruppiren,  ein  Einblick 
in  die  besondere  Natur  der  Gleichung  neunten  Grades,  welche  die  nenn 
Punkte  bestimmt.  Hiermit  war  nun  (J.  Cr.  34)  eine  neue  Classe  algebraisch 
lösbarer  Gleichungen  aufgestellt:  die  Gleichungen  neunten  Grades,  für 
welche  zwischen  irgend  zweien  der  Wurzeln  und  einer  dadutch  bestimmten 
dritten  eine  rationale  Relation  vorliegt,  von  der  besondern  Art,  wie  sie  durch 
die  Existenz  der  zwölf  Geraden  des  geometrischen  Problems  angedeutet  ist. 
Und  es  war  nicht  nur  ihre,  schon  durch  diese  Relationen  allein  bedingte  Za- 
rückführbarkeit  auf  eine  biqnadratische  und  reine  cnbische  Gleichungennach- 
gewiesen;  es  war  auch  ein  geometrisches  Bild  für  alle  auf  die  Gruppirungen 
der  Wurzeln  beztigliehen  Verhältnisse  gewonnen.'  Solche  anschauliche  spe- 
ciellere  Beispiele  haben  wesentlich  auf  die  leichtere  Auffassung  und  auch 
auf  die  Ausbildung  der  an  sich  so  abstrusen  Substitutionstheorie  gewirkt, 
deren  von  Galois  schon  bald  nach  den  Ab  einsehen 'Untersuchungen 
geschaffene  Grundlagen  auch  erst  nach  dieser  Arbeit  Hesse 's  veröffent- 
licht worden  sind.  —  Die  Aufstellung  der  Resolventen  seiner  Gleichung  in 
expliciter  Form  findet  sich  hei  Hesse  nicht;  sie  ist  auch  erst  durch  die 
Fortschritte  der  neuem  Algebra  möglich  geworden. 

Yon  hier  an  hat  Hesse  nicht  nur  noch  weitere  specielle,  algebraisch 
auflösbare  Gleichungen  verfolgt,  insbesondere  zwei  Arten  von  Gleichungen 
sechsten  Grades,  von  denen  die  eine  die  in  der  Theorie  der  Gleichungen 
vierten  Grades  auftretende  Resolvente  ist,  die  andere  drei  Punktpaare  einer 
Involution  vorstellt;  auch  eine  Reihe  seiner  geometrischen  Untersuchungen 
lassen  sich  leicht  unter  den  Gesichtspunkt  bringen,  die  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen  von  geometrischer  Seite  her  zu  fördern.  Dahin 
zählen  die  ausführlichen  Darlegungen  der  Gruppirungen  unter  den  Doppel- 
tangenten der  Curven  vierter  Ordnung;  und  von  demselben  Gesichtspunkte 
aus  ist  auch  die  wiederholte  Beschäftigung  mit  der  interessanten  Figur  auf- 
zufassen, die  aus  dem  PascaTschen  Sechseck  vermittelst  der  15  zu- 
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gehörigen  Stein  er 'sehen  Linien  und  der  20  Punkte,  in  denen  dieselben  sich 
zu  je  dreien  schneiden,  sich  entwickelt.  Es  tritt  in  diesen  Arbeiten  (J.  Cr.- 
Borch.  60,  68)  die  doppelte  Absicht  hervor,  einmal  für  die  Gleichungen  und 
ihre  Resolventen  ein  anschauliches  Bild  in  der  Ebene  zu  gewinnen,  sodann 
auch  umgekehrt  die  bekannten  Beziehungen  bei  den  algebraischen  Gleich- 
angen  für  die  Geometrie  der  Gebilde  von  mehreren  Dimensionen  zu  ver- 
werthen. .  Indess  liegen  von  Seiten  Hesse 's  nur  ganz  wenige  Ausführungen 
in  dieser  Richtung  vor,  ja  wir  können  eigentlich  nur  auf  das  „Uebertrag- 
ungsprincip*^  (J.  Cr. -Borch.  66,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XI)  hinweisen, 
dem  eine  Gleichung  zu  Grunde  liegt,  die  linear  und  homogen  in  einem 
System  von  drei  Variabein,  quadratisch  und  homogen  in  einem  zweiten 
System  von  zwei  Variabein  ist.  Indem  vermöge  dieser  Gleichung  die  Punkt- 
paare der  Geraden  den  Punkten  der  Ebene  entsprechend  gesetzt  werden, 
hat  man  Coordinaten  eingeführt,  durch  welche  wohl  noch  manches  Problem 
der  Ebene,  insbesondere  wenn  ein  Kegelschnitt  der  Ebene  ausgezeichnet 
ist,  auf  ein  binäres  Problem  zurückgebracht  und  einer  einfachem  Behandlung 
sogänglich  wird. 

Das  Pascal' sehe  Sechseck  hat  Hesse  auch  Gelegenheit  gegeben,  in 
ausgedehntem  Masse  von  den  durch  Bobi liier  undPlücker  eingeführten 
symbolischen  analytischen  Darstellungen  Gebrauch  zu  machen.  Später  (J. 
Cr.  •  Borch.  75)  erfolgte  sogar  noch  eine  zweite  analoge  Darstellung,  in  der 
nur  die  Symbole  geränderte  Determinanten  sind  und  die  ganze  Figur  durch 
einen  Cyclus  von  Identitäten  zwischen  denselben  repräsentirt  wird.  Es 
scheint  übrigens,  dass  Hesse  sowohl  eine  genügende  Kenntniss  des  Zusam- 
menhangs der  einzelnen  auf  die  Figur  bezüglichen  Sätze ,  als  auch  ein  an- 
schauliches Bild  der  Figur  noch  vermisste.* 

Wir  haben  uns  im  Vorhergehenden  wesentlich  auf  die  rein  wissenschaft- 
liehe Thätigkeit  Hesse 's,  die  wir  mit  ^er  Mitte  der  fünfziger  Jahre  als 
abgeschlossen  betrachten  können,  beschränkt.  Nur  mit  den  zuletzt  genann- 
ten Arbeiten  haben  wir  schon  ein  Gebiet  betreten ,  das  mit  der  seit  dieser 
Zeit  entfalteten  pädagogischen  .Wirksamkeit  H esse's  zusammenhängt. 
Denn  es  war  seine  Absicht,  an  der  Schwelle  der  analytischen  Geometrie 
solch  einfaches  Material  zu  geben,  an  dem  eine  Reihe  von  Fragen,  die 
später  für  wichtigere  und  complicirtere  Probleme  auftreten,  bereits  auf- 
geworfen and  mittels  analytisch  ganz  durchgearbeiteter  Methoden  auch 
völlig  erledigt  werden  können.  In  diesem  Sinne  haben  sich  die  Lehrvorträge 
Hesse 's  bewegt  und  in  diesem  Sinne  sind  die  beiden  geometrischen  Lehr- 
bücher, die  Geometrie  des  Raumes  (1.  Auflage  1861)  und  die  noch  mehr 
elementare  Geometrie  der  Geraden  und  des  Kreises,  sowie  die  später  in  der 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  zuerst  veröffentlichten  Vorlesungen  abgefasst. 


*  y^rgL  übrigens  hierzu  Bau  er  in  den  Berichten  der  Münchener  Akademie  vom 
Deoember  1874. 
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Der  Inhalt  dieser  Schriften  ist  denn  auch  vor  Allem  die  Darstellung  der 
erwähnten  symbolischen  Gleichnngsformen ,  die  in  einer  unübertrefiflich 
klaren  Form  geschieht  und  von  Anfang  an  sowohl  die  Macht  der  Analysis, 
als  den  Yortheil  einer  geometrischen  Veranschaulichung  fahlen  lässt  Der 
weitere  Inhalt  der  Raumgeometrie  ist  die  an  die  Polarentheorie  anknüpfende 
Theorie  der  Formen  zweiten  Grades,  wie  sie  nach  dem  Frühem  aus  Ja- 
cobi's  und  den  eigenen  Arbeiten  Hesse 's  hervorgegangen  ist;  und  hier 
tritt  besonders  die  Untersuchung  über  die  beiden  Gleichungen  hervor,  welche 
die  Hauptazen  und  die  Axen  eines  ebenen  Schnittes  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  bestimmen,  eine  Untersuchung,  die  nach  dem  Vorgange  Kum- 
mer's  durch  Zerlegung  der  Discriminante  der  Gleichungen  in  eine  Summe 
von  Quadraten  geführt  wird.  Obwohl  diese  Bücher  also  nichts  wie  die  S  al  - 
mon' sehen,  eine  Vielseitigkeit  in  den  Ausführungen  und  eine  umfassende 
Einführung  in  alle  Methoden  der  analytischen  Geometrie  angestrebt  haben, 
so  ist  ihre  Wirksamkeit  doch  eine  bedeutende.  Es  ist  hauptsächlich  die 
durchsichtige  Klarheit  in  der  Auseinanderlegung  bekannter  und  neuer  Be- 
griffe einfacherer  Art  und  deren  Einführung  in  ganz  expliciter  Weise,  was 
diesen  Hess  ersehen  Darstellungen  ihren  Werth  verleiht  und  was  wohl  als 
ein  Erbtheil  der  Jacobi 'sehen  analytischen  Technik  anzusehen  ist.  Wir 
haben  in  diesen  Schriften,  wie  in  den  classisch  gewordenen  Abhandlungen 
Methoden  vor  uns,  die  dem  oberflächlichen  Anblick  nur  ihre  formal  vollendete 
Seite  zuwenden  mögen ,  die  aber  bei  näherem  Eindringen  die  neuen  Ideen, 
als  deren  Ausdruck  sie  sich  nach  und  nach  gebildet  haben,  und  die  in  ihnen 
angesammelte  Triebkraft  zu  weiteren  Fortschritten,  der  Wissenschaft  erken- 
nen lassen. 

Heidelberg,  im.December  1874. 
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Eecensionen« 


Bin  nnäohter  Brief  des  Arehimedes.  Znm  ersten  Ma^aus  einer  Londoner 
Handschrift  herausgegeben  von  Dr.  0.  Henning.  Als  Beilage  znm 
Programm  1872  der  Realschale  zu  Darmstadt.  Darmstadt,  1872,  Brill. 
1  Bltt. ,  18  S.  4». 

Es  ist  wahrhaft  zn  bedauern,  dass  der  Herausgeber  diesem  wirklich 
unechten  Briefe  des  Archimedes  eine  so  grosse  Sorgfalt  und  so  bewun- 
demswerthen  Fleiss  zugewendet  hat.  Das  freilich  muss  man  ihm  zugestehen : 
wftre  der  Brief  echt,  stammte  er  überhaupt  aus  dem  Alterthum,  so  wäre  es 
ein  unschätzbares  Document  für  mehr  als  eine  Wissenschaft.  Leider  ist  dem 
nicht  so;  der  Brief  ist  keineswegs  znm  ersten  Male  gedruckt,  und  ist  am 
Ende  des  XVI.  Jahrhunderts  gefälscht  worden,  wie  ich  im  Folgenden  des 
Nähern  nachweisen  will. 

Die  Universitätsbibliothek  zu  Heidelberg  besitzt  einen  Qnartband 
(Schrank  264,  Nr.  318),  in  welchem  sich  folgender  Druck  befindet:  Archi- 
baldi  Piicarnii  Scoto  -Britanni  Disseriationes  Medicaej  quibus 
subjunguniur  Epistola  Archimedis  *ei  poemata  selecia  ejusdem 
auctoris.  Ediiio  quarta  a"d  exemplar  Edinburgense  recogniia. 
Hagae  Comitum,  apud  Henricutn  Scheurleer  MDCCXXIL  Der  hier 
offenbar  in  vierter  Auflage  vorliegende  Brief  des  Archimedes  ist  nun 
Nichts  weiter,  als  der  von  Herrn  Henning  angeblich  zum  ersten  Male 
herausgegebene.  Die  Vorrede  der  obigen  Sammlung  hat  das  Datum:  Da- 
bam  Edinburgij  10  Junii  CIOIOCCXIII,  und  dies  ist  zugleich  das  Datum 
der  edinburger  Originalausgabe  der  Sammlung  der  kleineren  Schriften  des 
Pitcairn,  welche  dieser  noch  selbst  besorgte.  Bald  nach  derselben,  am 
13.  October  1718,  starb  er  zu  Edinburg,  wo  er  am  25.  December  ie&2  geboren 
war.  Er  hatte  eine  Zeit  lang  eine  Professur  der  Medicin  zu  Lejdeii  inne 
und  war  später  praktischer  Arzt  zu  Edinburg.  Die  Gjmnasialbibliothek 
zu  Thorn  besitzt  eine  noch  spätere  Ausgabe  der  obigen  Sammlung  des 
Pitcairn  (P.  4^05),  enthalten  in  der  Oesammtausgabe  seiner  Schriften, 
betitelt:  Archibaldi  Piicarnii^  Medici  Celebraiissimi  Scoto-Bri- 
ianni  Opera  Omnia  Medica,  Edifio  Novissima.  Lugduni  Baiavo- 
runif  Apud  Joh.  Arnold,  Langerak,  1787.  Hierin  haben  die  kleineren 
Schriften  ebenfalls  einen  eigenen  Titel:  Archibaldi  Piicarnii  Scoto- 
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Britanni,  Disserialiones  Medicae.  Quibus  suhjunguniur  Epi- 
stolae  (sie!)  Archimedis  ei  Poemaia  Seiecia  ejusdem  Auctoris. 
Editio  Novissima. 

In  den  bis  jetzt  nachgewiesenen  fünf  Ausgaben  des  Briefes  des  Ar- 
chimedes  an  König  Gelo  ist  derselbe  bei  Weitem  vollständiger  als  in  der 
des  Herrn  Henning  und  besitzt  den  bei  ihm  fehlenden  Schluss.  Was  den 
neuesten  Herausgeber  hfttte  stutzig  machen  sollen,  dass  nämlich  die  von 
ihm  zu  Grunde  gelegte  Handschrift  mit  einem  Vorworte:  Typographus 
Leciori  Saluiem  beginnt,  weist  er  einfach  damit  ab,  dass  es  ihm  trotz  aas- 
gedehntester Untersuchung  nicht  möglich  gewesen  sei,  ein  gedrucktes  Exem- 
plar zu  finden,  seine  Handschrift  also  wahrscheinlich  das  nicht  zum  Druck 
gelangte  Originalmanuscript  sei.  Hätte  ihn  aber  nicht  der  Umstand ,  dass 
dieses  angebliche  Originalmanuscript  sich  unter  lauter  Abhandlungen  medi- 
cinischen  Inhalts  findet  —  und,  wie  ich  argwöhne,  unter  solchen  des  Pit- 
cairn  selbst  —  daraufführen  sollen,  in  raedicinischen  Schriften  aus  jener 
Zeit,  speciell  denen  des  Pitcairn,  Nachforschungen  anzustellen? 

Dass  Pitcairn  der  Verfasser  des  Briefes  des  Archimedes  ist,  folgt 
aus  dem  Titel  der  obigen  Sammlungen  unzweifelhaft;  denn  entweder  müsste 
Archimedes  auch  der  Verfasser  der  Poemaia  Selecta  sein,  oder  der 
Brief  ist  von  demselben  Verfasser,  von  dem  diese  Gedichte  sind,  welche 
auf  ihrem  speciellen  Titelblatte  dem  Archimbald  Pitcairn  zugetheilt 
werden.  Nun  lässt  sich  aber  sogar  nachweisen,  wenigstens  zu  hoher  Wahr- 
scheinlichkeit bringen,  wie  Pitcairn  zu  seiner  Fälschung  geführt  wurde. 
Er  gab  nämlich  im  Jahre  1688  zu  Edinburg  eine  kleine ,  in  jeder  der  oben 
erwähnten  Sammlungen  ebenfalls  enthaltene  Schrift  unter  dem  Titel  heraus : 
Soluiio  Problemaiis  de  Invenioribus,  In  dieser  untersucht  er  in  streng 
mathematischer  Form  von  Lehrsatz  und  Beweis,  wer  als  eigentlicher  Ur- 
heber einer  Erfindung  zu  betrachten  sei,  und  zu  dieser  Schrift  de  Inven- 
ioribus bildet  der  angebliche  Brief  des  Archimedes  an  König  Gelo  die 
recht  zweckmässige  Einleitung,  Von  ihm  heisst  es  nämlich  auf  dem  Titel 
Albae  Graecae  (d,  i.  zu  Belgrad)  reperta  Anno  aerae  Chrisiianae 
1688,  und  er  dürfte  sich  wohl  in  der,  von  mir  nicht  gesehenen,  ersten  Aus- 
gabe der  Soluiio  Problemaiis  de  Invenioribus  als  Einleitung  finden; 
jedenfalls  dürfte  um  diese  Zeit  sein  erstes  Erscheinen  zu  setzen  sein.  In 
dem  bei  Henning  fehlenden  Schlüsse  wird  übrigens  in  sehr  durchsichtiger 
Weise  auf  Pitcairn  als  Verfasser  hingewiesen.  Der  Arohim  e  d  e  s ,  der 
den  Brief  schreibt,  ist  Archimbald  Pitcairn;  der  Arzt  Archias,  der 
darin  erwähnt  wird,  ist  ebenfalls  der  Arzt  Arohibaldus  Pitcarnius,  wie 
aus  dem  Folgenden  deutlich  hervorgeht:  At  me  —  so  beginnt  der  Schluss 
des  Briefes  —  problemaiis  de  Invenioribus  soluiionem  exhibiiurum 
quo  nullum  nobilius  agnoscii  divinarum  aique  humanarum  rerum 
scieniia,  per  liieras  monuii  ille  meus  .ArehioM,  love  Opi.  Maximo 
sospiianie  nuper  in  Pairiam  per  maria  iumultuosa  redux,  se  solu- 
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tionem  problematis  edidisse.  Quapropter  re  ab  järehia  confecta 
valere  Te  jubeo,  Rex  OpHtne,  moneoque  ne  Romanorum  opes  in 
Sicilia  ,divtius  crescere  sinas,  iSollte  hier  die  Rückkehr  des  Archias 
über  stürmisches  Meer  ins  Vaterland  nicht  auch  auf  die  Rückkehr  des  Pit- 
cairn  ans  Leyden  nach  Edinburg  sich  beziehen? 

Jedenfalls  ist,  wie  Henning  nachweist,  der  Brief  sehr  geschickt 
gefälscht  und  fast  keine  einzige  geschichtliche  UnWahrscheinlichkeit  in  dem- 
selben mit  untergelaufen.  In  wissenschaftlicher  Hinsicht  aber  spricht  darin 
Archimedes  von  dem  Laufe  der  Erde  um  die  Sonne,  ist  darin  mit  Ari- 
Stare h  von  Samos  einverstanden  —  was  er  bekanntlich  in  der  Stelle  des 
Arenarius  nicht  ist  — ,  spricht  vom  Blutumlauf,  den  Nerven,  der  Lebens- 
kraft, Vivisection  bei  Hunden,  Kälbern,  Schafen  u.  s,  w«;  alles  Sachen, 
welche  auch  Pitcairn  in  seinen  Dissertationen  behandelt. 

In  der  Einleitung  zu  seiner  Ausgabe  ist  Herrn  He n'n in g  noch  eine 
weitere  Unkenntniss  vorzuwerfen.  Auf  S.  4  schreibt  er:  „Hie  rund  dort 
finden  wir  berühmten  Namen  oft  erbärmliche  Machwerke 
Späterer  zugeschrieben,  und  wenn  in  dem  von  Abrahamus 
Ecchellensis  1661  aus  einer  arabischen  Handschrift  heraus- 
gegebenen und  ins  Lateinische  übersetzten  Liber  Archimedis 
Adsumplorum  sive  Lemmaium  nach  Torelli  wenn  nicht  Alles, 
so  doch  Einiges  von  Archimedes  Herrührende  sich  befinden 
mag,  so  gehört  gewiss  zu  den  läppischsten  Producten  eine 
Epistola  supposiiia  sive  problema  Archimedis  an  Eratosthenes, 
in  alexandrinischen  (?)  Versen  griechisch  geschrieben,  de 
bobus  Soli  sacris,  die  nach  Fabricins  (IV.  187,  188  ed,  Harles)  und 
dem  Pariser  Handschriftencatalog  (ed.  1740)  in  einer  Pariser 
Handschrift  2448  {ancien  fonds)  sich  befinden  soll*\  und  weiss 
also  nicht,  dassdieselbe  schon  1773  von  Lessing,  dann  1821  von  J.  Stru  ve 
und  K.  L.  Struve  Vater  und  Sohn,  dann  von  Nesselmann  in  dessen 
Geschichte  der  Algebra  bei  den  Griechen,  endlich  1856  von  A.  J. H. 
Vincent  im  Bulletin  de  Bibliographie  etc,  T,  I  herausgegeben  und 
erläutert  worden  ist.  Lässt  man  übrigens  die  sehr  einfachen  Conjecturen 
Vincent^s  zu,  so  ist  der  Inhalt  des  Epigramms  keineswegs  ein  läppischer, 
sondern  führt  zu  einem  wohlabgerundeten  und  möglichen  Resultate,  welches 
letztere  noch  Nesselmann  in  Zweifel  zog.  Uebrigens  ist  das  Epigramm 
nicht  in  Alexandrinern,  sondern  in  Distichen  verfasst. 

Schliesslich  noch  Herrn  Professor  Cantor  meinen  aufrichtigen  Dank 
für  eine  Reihe  von  Nachweisungen,  welche  in  den  obigen  Zeilen  Verwer- 
thnng  gefunden  haben. 

Thorn,  6.  März  1875.  M.  Curtzb. 

^  OF  THK 
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Die  Portraits  des  ITicolans  Cepernicns,  von  Prof.  Dr.  F.  Hiplbr.  Leipzig 
1875 ,  VerUg  von  Eduard  Peter.  80  S.  Aus  den  Mittheilungen  des 
Ermländischen  Kunstvereins,  Jahrgang  1875,  Heft  III,  S.  73 — 162 
besonders  abgedruckt. 

Referent  hat  schon  einmal ,  wenn  auch  nicht  in  dieser  Zeitschrift,  sich 
mit  der  schriftstellerischen  Thätigkeit  des  Verfassers  der  heute  zu  bespre- 
chenden Monographie  beschäftigt.  In  einem  Aufsatze  „Zur  Literatur  der 
Copernicns- Feier*'  in  der  Beilage  zur  Allgemeinen  Zeitung  vom  17.  Juli 
1873  (Nr.  108)  hatten  wir  über  Hipler's  Spicilegium  Copernicanum  zu  berich- 
ten und  haben  damals,  wie  wir  denken  in  unparteiischer  Weise,  die  Belesen- 
heit  des  gelehrten  Verfassers  gerühmt,  die  Zahl  der  Einzelforschungen, 
welche  erforderlich  waren,  um  zu  dem  in  jener  Aehrenlese  vereinigten 
Stoffe  zu  gelangen,  anerkannt,  wenn  wir  zugleich  auch  die  etwas  trockene 
Schreibart  bemäkeln  und  uns  gegen  die  Tendenz  ablehnend  verhalten  mnss- 
ten,  welcher  das  Buch  zum  Theil  gewidmet  war  und  welche  wir  weit  mehr 
als  eine  theologisch-politische,  denn  als  eine  astronomisch-historische  erkann- 
ten. Wir  befinden  uns  heute  in  der  Lage,  unser  damaliges  Urtheil  fast  wört- 
lich zu  wiederholen.  Die  Schreibart  des  neuesten  Beitrages  Hipler's  zur 
Geschichte  des  Copernicus  hat  uns  zwar  weit  besser  gefallen,  als  die  des 
Spicilegiums;  ohne  weniger  Gelehrsamkeit  zu  verrathen,  ist  sein  Styl  doch 
weniger  vom  classischen  Schulstaube  überweht,  liest  sich  leichter  und  an- 
genehmer. Dagegen  bleibt  alles  Andere,  was  wir  sagten,  das  Lob  des  wirk- 
lich Historischen,  wie  der  Tadel  darüber,  dass  auch  diesmal  wieder  der 
Verfasser  es  nicht  unterlassen  konnte,  Dinge  hineinzuziehen,  welche  absolut 
nicht  dahin  gehören.  Wir  würden  uns  denselben  Vorwurf  zuziehen ,  wel- 
chen wir  Herrn  Hipler  machen,  wenn  wir  ausführlich  auf  die  Begründung 
dieser  Beschuldigung  eingingen.  Nur  um  nicht  dem  andern  Vorwurfe  zu 
verfallen,  als  sprächen  wir  leichtfertig  aus,  was  wir  nicht  begründen  können, 
sei  etwa  an  S.  67  erinnert,  wo  das  Nichtsustandekommen  eines  Copernicns- 
denkmals  in  Fraqenburg  mit  dem  „augenblicklich  bestehenden  Conflict 
zwischen  Staat  und  Kirche**  in  Zusammenhang  gebracht  wird,  während  die 
in  dem  Anhange  S.  83 — SO  abgedruckte  amtliche  Correspondenz  aus  der 
Zeit  vom  24.  Mai  1871  bis  zum  20.  Januar  1872  jenen  Conüict  nicht  mit  einer 
Silbe  berührt,  wie  dem  Gegenstande  nach  auch  wohl  vorauszusehen  war. 
Doch  wenden  wir  uns  nach  dieser  nich,t  von  uns  verschuldeten  Abschweifung 
zu  dem  wissenschaftlich  Neuen,  welches  von  Herrn  Hiplei'  auf  einem 
Gebiete  gefunden  worden  ist,  das  schon  vorher  von  einem  ebenso  üeissigen 
als  begabten  Forscher,  von  Professor  Leopold  Prowe,  abgesucht  worden 
war.  Letzterer  hat  in  den  Neuen  preussischen  Provinzialblättern,  3.  Folge 
Band  XI,  eine  Abhandlung  veröffentlicht,  welche  in  besonderem  Abdrucke 
unter  dem  Titel:  „Das  Andenken  des  Copernicus  bei  der  dankbaren 
Nachwelt",  Thorn  1870,  öO  S.,  uns  vorliegt,  und  welche  S.  16  —  23  und  S.  47 
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mit  Bildnissen  des  grossen  Astronomen  sich  beschäftigt.    Herr  Hipler  hat 
die  Pro  welschen  Angaben  vielfach  zu  ergänzen  nnd  zn  berichtigen  ge- 
wnsst.    So  hat  z.  B.  Prowe  seinen  Ausgangspunkt  daher  genommen,  dass 
er  Gassendi^s  Angabe  von  einem  Bildnisse  des  Copernicus,  welches 
dieser  selbst  gemalt  habe,  ohne  Weiteres  als  zuverlässig  anerkannt,  Hipler 
beginnt  mit  der  Frage,  ob  jene  Angabe  Glauben  verdiene.  Er  bespricht  die 
Pflege  der  bildenden  Künste  in  Preussen  seit  dem  XlV.  Jahrhundert ,  in 
dessen  Mitte  Nicolaus  von  Preussen  ein  berühmter  Maler  war;  er  nennt 
Johannes  Rawe  am  Beginn  des  XV.  Jahrhunderts;  er  rühmt  den  Kunst- 
sinn der  Bischöfe  Lucas  Watzelrode  (1480  — 1512),  Fabian  Merke- 
lingerode  (1512  — 1523),  Mauritius  Ferber  (1523 — 1537),  Johannes 
Dantiscus  (1537 — 1548),  unter  deren  Vorletztem  und  Letztem  besondere 
Hofmaler,  Crispinus  Herranth  und  Hans  Heffener,  genannt  werden; 
er  zeigt  inmitten  dieser  Entwickelung  der  Portraitirkunst  Nicolaus  Co- 
pernicus selbst  als  einen  tüchtigen  Zeichner,  welchem  (S.  13  mit  Berufung 
auf  Bibl.  Warm,  /,  115)  die  Anfertigung  einer  Karte  seines  Vaterlandes  von 
bischöflicher  Seite  aufgetragen  wurde,  und  so  gewinnt  Wahrscheinlichkeit, 
was  vorher  nur  Glaube  an  einen  über  100  Jahre  nach  des  Copernicus 
Tode  schreibenden  Berichterstatter  war.     Hipler  geht  aber  weiter.     Er 
wirft  die  Frage  auf,  ob  von  jenem  Originalbilde,  welches  er  sich  fast  sche- 
matisch aus   wenigen  Umrissen  vor  dem  Spiegel  entworfen  denkt,  nicht 
während  dem  Leben  des  Copernicus  Copien  genommen  worden  seien? 
und  er  beantwortet  sie  mit  der  andern  Frage  (S.  16),  ob  es  denkbar  sei,  dass 
Rheticus,  der  begeisterte  Schüler,  bei  seiner  Rückkehr  nach  Wittenberg 
im  Jahre  1542  nicht  auch  ein  Portrait  seines  verehrten  Meisters  mitgenommen 
haben  sollte,  um  dasselbe  nach  der  Sitte  der  Zeit  dem  Hauptwerke  des 
greisen  Astronomen  oder  doch  der  von  ihm  selbst  verfassten  Biographie  des 
geliebten  Lehrers  als  Schmuck  und  Zierde  beizugeben?    Herr  Hipler  hält 
es  für  unmöglich,  dass  dem  nicht  so  gewesen  sei,  und  findet  eine  Bestäti- 
gung seiner  Ansicht  in  dem  äHesten  Holzschnitte  des  Copernicusportraits, 
welches   in   Wittenberg  bei   einem  unbekannten   Drucker   oder  Verleger, 
Sabinus  KaufiFmann,  nach  dem  Urtheile  Kunstverständiger  in  der  ersten 
Hälfte  des  XVI.  Jahrhunderts  herausgekommen,  erst  1872  in  Paris  in  einem 
einzigen  Exemplare  entdeckt  worden  ist,  welches  Herr  Wladislaus  Bar- 
t  y  n  0  w  s  k  i  seiner  in  Krakau  befindlichen  Kupferstichsammlung  einverleibte, 
während  eine  treue  Nachbildung  der  Monographie  des  Herrn  Hipler  bei- 
gefügt ist.    So  vortrefiFlich  ein  von  der  eigenen  Hand  des  Abgebildeten  ent- 
worfenes Portrait  vor  eine  Biographie  passt,  so  wenig  will  uns  Copernicus 
mit  der  Maiblume  in  der  Hand  ohne  irgend  ein  astronomisches  Attribut, 
Copernicus   als  Physicns,  wie  Herr  Hipler  fein,' vielleicht  zu  fein 
bemerkt,  als  Titelbild  der  Revolutionen  einleuchten,  mag  auch  das  Format 
zu  der  Nürnberger  Ausgabe  jenes  Werkes  stimmen ,  und  so  möchten  wir 
uns  lieber  jener  zweiten  Alternative  anschliessen.    Eine  längst  bekannte 
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weitere  Copie  des  Originalbildes  oder  vielleicht  des  eben  besprochenen 
Holzschnittes  ist  das  Portrait  im  Strassbnrger  Münster  neben  der  berühmten 
Uhr.  Ueber  dieses  Bild  war  Prowe  (S.  47  seiner  Abhandlang)  noch  völlig 
im  Unklaren.  Herr  Hipler  hat  ermittelt  (S.  18),  dass  es  von  dem  Schaff- 
haaser  Maler  Tobias  Stimmer  (1534 — 1680)  herrührt  and  etwa  am  1570 
nach  einem  Original,  das  Dr.  Tidemann  Oiese  von  Danzig  an  den 
Strassbnrger  Mathematiker  Conrad  Dasjpodias  gesandt  haben  soll, 
angefertigt  warde.  Die  Unterschrift  Nicolai  üopemici  vera  effigies  ex  ipsius 
auiographb  depicia  ist  von  He^rn  Hipler  in  ihrer  ganzen  Bedentang  für  die 
einstige  Existenz  eines  aatographen  Portraits  verwerthet  worden.  Sie  bil- 
det in  der  That  das  älteste  Zeagniss  dafür,  nachdem  man  das  Datnm  des 
Strassbarger  Gemäldes  kennen  gelernt  hat.  Neben  diesen  Darstellungen 
sind  noch  zwei  andere  vorhanden,  welchen  Herr  Hipler  mit  grosser  Wahr- 
scheinlichkeit nachrühmt,  sie  seien  bei  Lebzeiten  des  Copernicas  ent- 
standen, indem  er  zn  denselben  sass.  Das  eine  Bild  ist  das  von  Dr.  Mel- 
chior Pyrnesins  (t  1580)  in  die  Johanneskirche  in  Thorn  gestiftete, 
welches  als  Titelbild  des  Spicilegium  Copemicanum  weitere  Verbreitnng 
gefanden  hat.  Herr  Hipler  vermnthet,  das  Original  desselben  sei  um  1508 
aaf  Heilsberg  darch'  den  Hofmaler  des  Bischofs  Lacas  Watzelrode 
gemalt  worden  and  sei  nach  dem  Tode  des  Nicolans  Copernicas  in 
die  Gemäldegalerie  der  Familie  aufgenommen  worden,  so  dass  es  etwa  um 
1575  (eine  von  Lichtenberg  ohne  besondere  Begründung  angegebene 
Jahreszahl!)  von  einem  Thorner  Maler  copirt  werden  konnte,  der  freilich, 
wie  richtig  hervorgehoben  ist,  kein  sonderlicher  Künstler  gewesen  sein 
mass,  wenn  ihm  die  mehrfachen  Zeichenfehler  zur  Schuld  fallen.  Auf 
diesem  Bilde  kniet  Copernicus  mit  gefalteten  Händen  vor  einem  Cru- 
cifix,  neben  welchem  ein  Todtenschädel  an  den  ärztlichen  Stand  erinnert, 
während  auf  einem  Wandbrette  Zirkel^und  Globus  ruhen,  den  Astronomen 
verrathend.  In  der  Landschaft,  welche  man  durch  das  offene  Fenster 
erblickt,  will  Herr  Hipler,  hierin  etwas  kühn,  die  Gegend  um  Heilsberg 
erkennen.  Unzweifelhaft  dagegen  ist  die  Aehnlichkeit  der  beiden  beschrie- 
benen Gemälde  untereinander,  wodurch  die  Anthenticität  eines  jeden  der- 
selben um  so  gesicherter  ist.  Eine  lateinische  Strophe,  welche  dem  Thomer 
Bilde  als  Unterschrift  dient,  wurde  von  Prowe  (S.  27  seiner  Abhandlung) 
noch  verkannt.  Herrn  Hipler  ist  es  auch  hier  gelungen,  den  Ursprung 
derselben  als  Bruchstück  einer  bereits  1444  von  Bischof  Acne as  Sylvius 
Piccolomini  von  Ermland,  dem  nachmaligen  Papste  Pius  II.,  gefertigten 
Ode  nachzuweisen.  Als  Copie  dieses  Thorner  Bildes  fasst  Herr  Hipler 
ferner  das  sonst  sogenannte  Ujeyski'sche  Bild  im  Capitelsaale  zu  Fraaen- 
burg  auf,  welches  sich  nur  darin  von  dem  zu  Thorn  unterscheide,  dass  Cru- 
cifix,  Landschaft  und  Unterschrift  fehlen.  Das  letzte  Bild,  zu  welchem  nach 
Herrn  H i p  1  e r ' s  Vermuthung  Copernicus  selbst  sass,  ist  ein  Oelgemälde 
im  Ossolinski' sehen  Institute  in  Lemherg  (S.24),  den  grossen  Astronomen 
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in  rothem,  mit  Pelz  verbrämtem  Gewände  darstellend,  das  geistvolle 
Gesicht  nach  rechts  gewandt,  in  der  rechten  Hand  die  SphSra  haltend;  eine 
Anffassong,  die  durch  zahlreiche  Kupferstiche  weit  verbreitet  ist.  Auch 
dieses  Lemberger  Bild  kann  vermöge  seiner  Aehnlichkeit  in  allen  charak- 
teristischen Zügen  mit  dem  Wittenberg  -  Strassburger  und  mit  dem  Thorner 
Bilde  auf  Glaubwürdigkeit  seiner  Echtheit  Anspruch  erheben. 

Sind  wir  soweit  in  unserer  Besprechung  Herrn  Hipler  ziemlich  genau 
gefolgt,  so  gestattet  uns  das  für  grössere  Leserkreise  weniger  beträchtliche 
Interesse  der  weiterhin  behandelten  Gegenstände  uns  nunmehr  ganz  kurz 
zu  fassen.  Holzschnitte  und  Kupferstiche,  Gemälde  und  Zeichnungen,  Sta- 
tuen und  Monumente  aller  Art  aus  späterer  Zeit  hat  der  Verfasser  noch  be- 
handelt, aber  wenn  auch,  wie  er  selbst  sagt  (S.  2),  Vollständigkeit  nicht  an- 
strebend, dennoch  in  viel  zu  eingehender  Weise,  als  dass  wir  über  Alles 
berichten  könnten,  während  wir  eine  Auswahl  zu  treffen  nicht  vermögen. 
Ueberall  bewährt  sich  Herr  Hipler  als  emsiger  Forscher,  und  wenn  er, 
mehr  als  Andere  es  thun,  auf  polnische  Quellen  Gewicht  legt,  so  soll  dieser 
Umstand  uns  keinen  Gegenstand  des  Tadels  liefern.  Lernen  wir  doch  da- 
durch Schriften  kennen,  welche  sonst  den  meisten  deutschen  Lesern  Bücher 
mit  sieben  Siegeln  sind.  Cantor. 


Tafeln  vierstelliger  Logarithmen,  bearbeitet  von  Dr.  C.  Bbemiker.  Berlin, 
Weidmännische  Buchhandlung.    1874.   X  Tafeln  auf  60  S. 

„Vierstellige  Logarithmentafeln^S  so  beginnt  der  Herr  Verfasser  sein 
Vorwort,  „sind  im  Allgemeinen  bisher  wenig  beachtet  worden.**  Die  Wahr- 
heit dieses  Ausspruches  lässt  sich  auch  aus  einem  Berichte  erhärten,  wel- 
chen die  britische  Gesellschaft  für  Fortschritte  der  Wissenschaft  einer 
Commission  von  fünf  Gelehrten,  den  Herren  Caylej,  Stokes,  W. 
Thomson,  Smith  und  Glaisher,  auftrug,  und  welchen  für  diese  Com- 
mission das  zuletzt  genannte  Mitglied  derselben,  Herr  J.  W.  L.  Glaisher, 
unter  dem  Titel  Report  of  ihe  Commiitee  on  mathematical  iables.  London  1873, 
erstattet  hat.  In  diesem ,  mit  ausserordentlichem  Fleisse  und  umfassender 
Sachkenntniss,  der  nur  wenige  deutsche  Tabellen  (z.  B.  die  Tabellenwerke 
von  E.F.August,  Wittstein^s  Fünfstellige  logarithmisch  -  trigonome- 
trische Tafeln,  Hannover  1850,  und  die  ähnliche  Schrift  Bremiker^s, 
Berlin  1872)  entgangen  zu  sein  scheinen,  verfassten  Berichte  sind  auf  S.  61 
und  62  die  hauptsächlichen  Logarithmentafeln  nach  der  Anzahl  ihrer  Deci- 
malstellen  geordnet  übersichtlich  zusammengefasst.  Neben  26  Verfassern 
von  acht-  und  mehrstelligen,  neben  37  Verfassern  von  siebenstelligen,  neben 
28  Verfassern  von  sechsstelligen,  neben  24  Verfassern  von  fünfstelligen 
Logarithmentafeln  hat  Herr  Glaisher  nur  8  Verfasser  vierstelliger  Loga- 
rithmentafeln namhaft  machen  können.     Und  doch  hat  Herr  Bremiker 
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sicherlich  Recht,  wenn  er  ftlr  mftucfae  Zwecke,  insbesondere  für  Feldmesser* 
arbeiten  eiDfacberer  Art,  vierstellige  LogarithnieD  fUr  genügend  erklXrt. 
„Die  LüDgenmesstingen ,"  sagt  er,  „haben  selten  einen  geringeren  Fehler, 
als  \  Ptocent  ihrer  Länge,  wogegen  der  vierstellige  Logaritbme  einen  swan- 
Bigrach  geringem  hat.  Auch  die  hier  aar  Aowendnng  kommenden  kleinen 
Tbeodoliten,  von  siideren  Winkelinstmmenten  nicht  zu  reden,  erreichen  an 
Genauigkeit  nicht  den  ^ertU  des  vierstelligen  Lognritbmen.  MitÄnsnahme 
der  TiiangnlatioD,  wo  fliur  Stellen  in  Hechnang  xn  ziehen  sind,  genügen  bei 
anderen  gonio metrisches  Rechnungen  vier  Stellen."  Mehr  zn  gebraacheD, 
beziehnugs weise  mehr  zu  drncken,  als  für  den  bestimmten  Zweck  notbwen- 
dig  ist,  erweist  sich  aber  als  zeitraabend  nnd  damit  als  schädlich.  Wir 
zweifeln  daher  nicht,  dass  die  neue  Tabelle,  welcher  die  Siteren  Schwestern, 
die  sieben-,  sechs-  nnd  fünfstelligen  Logarithmentafeln  desselben  Verfas- 
sers, als  Mnster  der  Anordnung  wie  des  Urnckes  dienten,  nnd  darum  aneh 
zur  Empfehlung  gereichen  werden,  sich  als  wohlbereohtigt  den  ihr  gebüh- 
renden Platz  erwerben  wird.  C*HToa. 


Einleitung  in  di«  meobuii«)h«  Wärmetheorie,  von  0.  Krbbs.  I4  Bogen 
mit  a  Elolzachnilten  im  Text.  Leipzig,  B.  G.  Tenbner.    Preis  4  Mk. 

Bei  den  vielseitigen  Anwendungen,  welche  die  mechanische  WXrme- 
theorie  in  den  reinen  nnd  angewandten  Naturwissenschaften  gefanden  hat, 
ist  es  wohl  erklärlich,  dass  sehr  verschiedenartige  Darstellungen  dieser 
Disciplin  ihren  Leserkreis  finden  nnd  die  Bedürfnisse  desselben  befriedigen. 

Die  vorliegende  Arbeit  ist  für  Anfjlnger  bestimmt  nnd  beabsichtigt 
durch  Behandlung  einiger  für  die  Praxis  wichtigen  Cspitel  in  die  eigen- 
thUmlicben  Operationsmetboden  der  mechanischen  Wärmetheorie  eiuzn- 
führen  und  mit  einigen  Hanptresnltaten  derselben  bekannt  zu  machen.  Dem 
Zwecke  einer  Einleitung  entsprechend,  befasst  sich  das  Buch  weder  mit 
tieferen  theoretischen  Untersuchungen  ,  noch  mit  ansfllhrlicher  Behandlung 
praktischer  Fälle. 

Es  werden  zunächst  in  dem  ersten  Capitel  die  Orundbegriffe  des  ersten 
Hauptsatzes:  Arbeit  und  Wärme,  ihrer  mathematischen  nnd  physikalischen 
Bedentnng  nach  erörtert  und  die  experimentelle  Begründung  des  Satzes  von 
der  Aequivalenz  von  Arbeit  und  Wärme  mitgetbeih. 

Das  zweite  Capitel  behandelt  den  Begriff  der  ZustaudsSndemng  eines 
Körpers  und  die  damit  zusammenhangenden  Eintbeiinngen  der  Gesamml- 
energie. 

Bei  Besprechung  der  Kreisprocesse  wird  im  dritten  Capitel,  wenigstens 
der  Grnndlage  nach,  der  aweite  Hanptsatz  eingeführt.  Der  Erörterung  der 
Eigenschaften  der  isothermiscben ,  isody namischen  und  adiabatischen  Cur- 
Ten  folgt  die  Anwendung  der  vorher  gewonnenen  Begriffe  auf  vollkommene 
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Gase,  Hieran  schliesst  sich  eine  karze  Skizze  der  dynamischen  Oastheorie 
und  der  Clausius' sehen  Hypothese  üher  die  Mechanik  der  Aggregat- 
zastände  und  Aggregatänderangen.  In  S  42  wird  hierauf  in  äusserst  knap- 
per and  präciser  Form  der  Gl  an  sin  s*  sehe  Beweis  des  zweiten  Hauptsatzes 
wiedergegeben.  Diesen  Auseinandersetzungen  folgt  die  Bestimmung  des 
Verhältnisses  der  im  Kreisprocesse  nützlich  verwertheten  zu  der  vom  heissen 
auf  den  kältern  Körper  übergeführten  Wärme  und  die  Erweiterung  der 
früher  für  vollkommene  Gase  gefundenen  Sätze  auf  beliebige  Kreisprocesse 
beliebiger  Körper.  Die  graphischen  Methoden,  welche  wir  Clapeyron, 
Rank  ine  und  Cazin  verdanken,  werden  ungefähr  in  derselben  Weise 
dargestellt,  wie  dies  von  Zeuner  in  dessen  „Grundzügen"  geschehen  ist. 

Den  Schluss  dieses  inhaltsreichen  Capitels  bildet  in  SS  55  und  56  die 
Aufstellung  der  Hauptgleichungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  in  den 
von  Clausius,  Thomson  und  Zeuner  gegebenen  Formen. 

Das  vierte  Capitel  beschäftigt  sich  mit  den  physikalischen  pjigenschaf- 
ten  der  Dämpfe  und  erörtert  sehr  ausführlich  die  Gleichungen  und  Be- 
ziehungen der  thermischen  Linien  des  gesättigten  Wasserdampfes.  Hier 
wird  auch  ausgespröchenerweise  von  dem  zweiten  Hauptsatze  Gebrauch 
gemacht  und  mit  dessen  Hilfe  die  bekannte  Clapeyron'sche  Gleichung 
abgeleitet.  Die  Tabelle  für  gesättigte  Wasserdämpfe,  welche  auf  S.  172  bei- 
gegeben, ist  ein  Auszug  aus  der  Zeuner 'sehen  Haupttabelle  (Grundzüge 
der  mechanischen  Wärmetheorie ,  Tabelle  10) ,  der  noch  einige  Reihen  neu 
berechneter  Zahlwerthe  zugefügt  sind.  Bei  der  Besprechung  der  Eigen« 
Schäften  überhitzter  Dämpfe  sind  die  Resultate  der  Herwig* sehen  Versuche 
über  die  Abweichungen  solcher  Dämpfe  vom  Ausdehnungsgesetze  vollkom- 
mener Gase  der  von  Zeuner  in  dessen  „Grundzügen*^  gegebeaen  Cebersicht 
über  den  Stand  der  Angelegenheit  neu  hinzugefügt. 

Das  fünfte  Capitel  handelt  von  den  Heissluft-  und  Dampfmaschinen. 
Von  den  Heisslnftmaschinen  wird  jedoch  fast  ausschliesslich  das  ältere 
£ricsson*sche  System  erwähnt,  dessen  EHagramm  bekanntlich  aus  zwei 
parallelen  Geraden  zur  Volumenaxe  und  zwei  adiabatischen  Curven  besteht. 
Ausführlicher  sind  dafür  die  Theorie  der  Dampfmaschinen  und  die  Ursachen 
der  mangelhaften  Uebereinstimmung  der  Theorie  mit  den  praktischen  Er- 
fahrungen auseinandergesetzt. 

Im  sechsten,  dem  Schlusscapitel,  greift  der  Verfasser  in  das  Gebiet  der 
reinen  Wissenschaft  zurück  und  behandelt  die  bei  unvollkommenen  Kreis - 
Processen  eintretende  Zerstreuung  der  Energie  und  die  damit  in  Verbin- 
dung stehende  Tendenz  des  Weltsystems,  einem  Endzustande  zuzustreben. 
Die  Darstellung  ist  der  ähnlich ,  welche  der  Verfasser  dieser  Besprechung 
in  der  Ergänzung*  zu  den  Verde  tischen  Vorlesungen  über  mechanische 
Wärmetheorie  gegeben  hat. 


*  Handbuch  der  mechanischen  Wärmetheorie,  S»  136  —  144. 
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Aas  dieser  Angabe  des  Inhalts  wird  schon  zar  Genüge  heryorgehen, 
dass  es  nicht  das  Bestreben  des  Verfassers  gewesen  ist,  eine  vollständige 
Uebersicht  über  die  Resultate  und  Metboden  der  mechanischen  Wärmetheorie 
2U  geben,  sondern  dass  sich  derselbe  auf  diejenigen  Gebiete  beschränkt  hat, 
welch«  den  Anwendungen  in  der  Maschinenlehre  am  nächsten  liegen;  es 
sind  dies  besonders  die  Ausdehnangserscheinungen  vollkommener  Gase  und 
das  Verhalten  gesättigten  Wasserdampfes. 

Die  interessanten  experimentellen  Bestätigungen  der  mechanischen 
Wärmetheorie  durch  die  Joule 'sehen  Versuche  über  die  Compression  von 
Flüssigkeiten  und  durch  die  Wärmeerscheinungen  bei  Dehnung  von  Metal- 
len und  Kautschnck,  ebenso  die  Ausflusserscheinungen  und  die  Kirch- 
hoff* sehen  Untersuchungen  über  die  Absorptions-  und  Lösungserschei- 
nungen sind  ganz  weggelassen;  auch  die  Abhängigkeit  des  Schmelzpunktes 
vom  Drucke  ist  nur  nebenbei  erwähnt,  ohne  dass  auf  den  Zusammenhang 
dieser  Erscheinungen  mit  den  Gleichungen  der  mechanischen  Wärmethorie 
Rücksicht  genommen  wäre.  Wir  wollen  dem  Verfasser  deshalb  keinen  Vorwurf 
machen,  sondern  führen  dies  nur  an,  um  die  Stellung  dieses  Buches  zu  den  üb- 
rigen Werken,  welche  denselben  Gegenstand  behandeln,  zu  charakterisiren» 

Aus  der  Anführung  des  Inhaltes  des  Buches  und  derjenigen  Gebiete, 
welche  nicht  berücksichtigt  worden  sind ,  scheint  hervorzugehen ,  dass  das 
Krebs 'sehe  Buch  besonders  als  Einleitung  für  Solche  dienen  soll,  welche 
zunächst  nicht  die  Absicht  haben,  sich  wissenschaftlich  in  diese  Disciplin  zu 
vertiefen,  sondern  für  Solche,  welchen  es  mehr  darum  zu  thun  ist,  eine  Ein- 
sicht in  die  Grundlagen  einer  rationellen  Theorie  der  Wärmemaschinen  zu 
gewinnen. 

Wir  halten  daher  das  vorliegende  Werk  für  besonders  geeignet,  um  auf 
Gewerbeschulen  und  ähnlichen  Fachschulen  der  Mittelstufe  als  Grundlage 
der  Vorträge  über  mechanische  Wärmetheorie  zu  dienen,  welche  dort  meist 
in  den  letzten  Studiensemestern  gehalten  werden. 

Auch  vielen  theoretisch  gebildeten  älteren  Technikern,  welche  während 
ihrer  Studienzeit  noch  keine  Gelegenheit  hatten  mechanische  Wärmetheorie 
auf  den  Polytechniken  zu  hören ,  wird  das  Buch  willkommen  sein ,  um  sich 
in  nicht  zu  langer  Zeit  mit  dem  Nothwendigsten  vertraut  zu  machen.  Ebenso 
wird  es,  seines  geringen  Umfangs  wegen,  gelegentlich  dem  jungen  Techniker 
bei  Repetitionen  zu  bevorstehenden  Examina  gute  Dienste  leisten. 

Die  Darstellung  ist  klar  und  einfach,  allenorts  ist  innerhalb  des  behan- 
delten Feldes  das  Wichtigste  mit  grossem  Geschicke  ausgewählt.  Die  vor- 
ausgesetzten Vorkenntnisse  sind  gering;  Jeder,  der  nur  mit  den  Elementen 
der  Differential-  und  Integralrechnung  und  mit  den  Grundlagen  der  Experi» 
mentalphysik  vertraut  ist,  wird  ohne  Schwierigkeit  die  Lectüre  des  Buches 
durchführen  können. 

Nachdem  wir  so  Inhalt  und  Form  der  Krebs 'sehen  Einleitung  in  die 
mechanische  Wärmetheorie  gebührend  anerkannt  haben ,  wollen  wir  noch. 
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da  dies  einmal  bei  Besprechungen  üblich  ist,  knrz  einige  Punkte  erwähnen, 
in  denen  wir  nicht  ganz  mit  dem  Verfasser  einverstanden  sind. 

Was  zunächst  den  Stoff  betrifft,  so  hätten  wir  es  allerdings  für  wün- 
schenswerth  gehalten,  dass  die  Ausflusserscheinungen  der  Gasei  und  Dämpfe 
mit  aufgenommen  worden  wären.  Diese  sind  ebenfalls  von  hoher  prak- 
tischer  Wichtigkeit  und  sind  in  den  Zeuner 'sehen  Entwickelungen  so 
leicht  auffassbar,  dass  sie  ganz  besonders  geeignet  sind,  dem  Anföpger  ein 
Beispiel  von  der  Anwendbarkeit  der  Methoden  der  mechanischen  Wärme- 
theorie zu  geben. 

Wir  wollen  es  ferner  dahingestellt  sein  lassen,  ob  es  sehr  geeignet  ist, 
gerade  das  Bun sen 'sehe  Calorimeter  zu  beschreiben,  wenn  man  die  Kennt- 
niss  von  Calorimetern  nicht  voraussetzen  will;  der  Bimsen' sehe  Apparat 
ist  weniger  leicht  zu  verstehen  und  sein  Gebrauch  erfordert  bekanntlich  die 
umfänglichsten  Vorbereitungen  und  das  grösste  experimentelle.  Geschick.  . 
Ebenso  würden  wir  bei  Anführung  der  Versuche,  welche  zur  Begründung 
des  ersten  Hauptsatzes  dienen,  die  magneto  -  elektrischen  Untersuchungen 
Joule 's  lieber  bei  Seite  gelassen  haben,  da  auf  dem  Standpunkte  physika- 
lischer Kenntnisse,  für  den  das  Buch  seiner  ganzei^  Ausführung  nach  be- 
stimmt ist,  meist  alle  Vorbedingungen  für  ein  vollständiges  Verständniss  der 
hier  stattfindenden  Vorgänge  fehlen.  Ausserdem  sind  diese  Versuche  wegen 
ihrer  geringen  Zuverlässigkeit  mehr  von  historischem  Interesse,  als  dass 
man  dieselben  für  eine  numerische  Feststellung  des  Arbeitsäquivalents  der 
Wärme  besonders  geeignet  halten  könnte. 

Ferner  will  es  uns  nicht  ganz  einleuchten,  dass  es  praktisch  sei,  bei  der 
Einleitung  in  die  Theorie  der  Kreisprocesse  gesättigten  Dampf  als  Beispiel 
zu  wählen;  durch  die  eintretenden  Aggregatsänderungen  werden  die  Er- 
scheinungen complicirt  und  durch  das  gleichzeitige  Auftreten  von  Wasser 
und  Dampf  weniger  übersichtlich,  als  wenn  mau  diesen  Betrachtungen  ein 
vollkommenes  Gas  zu  Grunde  legt. 

Ebenso  ist  es  mit  der  Einführung  der  isodynamischen  Curven  in  solche 
elementare  Darstellungen ;  die  Auffassung  des  Begriffes  der  constanten  innern 
Energie  macht  dem  Anfänger  gewiss  mehr  Schwierigkeiten,  als  an  Einsicht 
durch  die  Benutzung  dieses  Begriffes  gewonnen  werden  kann. 

Verschiedene  Kleinigkeiten,  als  z.B.  die  Schreibweise  cp  und  cv  für  die 
specifischen  Wärmen ,  die  gelegentliche  Weglassung  des  Beiwortes  „gesät- 
tigt*^ an  Stellen,  an  denen  von  Dampf  im  Allgemeinen  gesprochen  wird  und 
doch  nur  gesättigter  gemeint  ist,  der  Mangel  der  Angabe,  dass  sich  A  ^  Ge- 
sammtwärme  und  q  ^  Flüssigkeitswärme  nur  auf  die  Gewichtseinheit  be- 
ziehen, sollen  nur  ganz  beiläufig  erwähnt  werden,  obgleich  das  Verständniss 
durch  dieselben  mehrfach  etwas  erschwert  wird. 

Wir  können  uns  jedoch  damit  durchaus  nicht  einverstanden  erklären, 
dass  der  Verfasser  den  für  die  Theorie  der  Heissluftmaschinen  so  wichtigen 
Satz: 
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aas  einer  zofälligen  Constractionseigenthtimlichkeit  einer  besondern  Art 
caloViscber  Maschinen  herleitet,  während  sich  diese  Formel  doch  so  bequem 
mit  Hilfe  des  zweiten  Haaptsatzes  für  jeden  nmkehrbaren  Kreisprocess  der 
Gase  nachweisen  lässt,  in  welchem  die  Linienpaare,  welche  die  Zustands- 
änderang  darstellen,  Carven  von  der  Art 

pw ,  t?*  =  ConsU  und  p/* .  v*  =  consL 

sind.  In  der  Krebs 'sehen  Darstellung  erhält  das  wichtige  Capitel  von  den 
Heissluftmaschinen  eine  gewisse  Unsicherheit  und  unnöthige  Beschränkung 
dadurch^  dass  sich  die  wichtigsten  Betrachtungen  an  ein  bestimmtes  Beispiel, 
an  das  ältere  Ericsson'sche  System  anscbliessen. 

Daraus,  dass  sich  der  Verfasser  fast  vollständig  an  die  Nonfenclatur 
und  Buchstabenbezeichnung  Zeuner's  angeschlossen  hat,  wollen  wir  ihm 
*  gewiss  keinen  Vorwurf  machen;  nur  bezüglich  der  Ausdrücke  „Wirknngs- 
grad^'  und  „Verwandlungscoefficient"  sind  wir  nicht  einverstanden,  sondern 
ziehen  vor,  die  älteren  Bezeichnungen  beizubehalten,  welche  von  Raukine, 
Clausius  und  Redtenbacher  gewählt  worden  sind. 

Jedenfalls  sind  die  hier  angeführten  kleinen  Ausstellungen  nur  von 
geringer  Bedeutung  im  Vergleich  mit  den  vielen  Vorzügen  des  Buches ,  die 
wir  früher  erwähnt  haben. . 

Was  die  Ausstattung  des  Buches  anbetrifft,  so  ist  dieselbe,  wie  dies 
der  Teubner'sche  Verlag  ohnehin  erwarten  lässt,  durchaus  sachentsprechend 
und  trefflich.  Unter  den  Figuren  hat  uns  nur  die  Zeichnung  des  Indicators 
(Fig.  18)  etwas  zu  primitiv  erscheinen  wollen ,  und  in  Fig.  47,  welche  wohl 
Röntgen  entlehnt  ist,  hätten  füglich  die  Andeutungen  der  Bewegungsmecha- 
nismen wegbleiben  können,  da  dieselben  wohl  nicht  geeignet  sind,  in  dieser 
Darstellung  zur  Vergrösserung  des  Verständnisses  beizutragen. 

Nach  allem  Angeführten  können  wir  die  Krebs 'sehe  „Einleitung  in  die 
mechanische  Wärmetheorie**  als  ein  recht  gutes  Lehrbuch  für  mittlere  Fach- 
schulen und  ähnliche  Bildungsstufen  aus  voller  üeberzeugung  empfehlen. 

In  künftigen  Auflagen,  deren  wir  dem  Buche  recht  viel  wünschen,  wird 
sich  leicht  Gelegenheit  finden,  ohne  Beeinträchtigung  der  Vorzüge  die 
geringfügigen  Mängel  der  Arbeit  noch  vollends  zu  beseitigen. 

Chemnitz.  Dr.  Richard  Rühlmamh. 


Oninditkge  einer  Vibrationstheorie  der  Hatur,  von  Baron  N.  Dallinos- 
HAUSBM.  Reval,  Verlag  von  Franz  Kluge.  .1872.  Leipzig,  Rud.  Hart- 
mann. 

In  diesem  nur  405  Seiten  langen  Werke,  das  äusserlich  recht  gut  von 
der  Verlagsbuchhandlung  ausgestattet  ist,  werden  die  Naturerscheinungen 
erklärt  oder  zu  erklären  versucht  aus  dem  einen  Princip  der  Bewegung. 
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Wie  mannichfacb  der  lobalt  ist,  mag  aus  der  folgenden  k atzen  Inhalts- 
angabe hervorgeben. 

S.  1 — 04:  Elemente  der  Natartbeorie,  S.d5 — 132:  Von  den  Gasen. 
S.  133  —  160:  Von  den  Flüssigkeiten  und  Dämpfen.  S.  161—182:  Von  den 
festen  Körpern.  8.183 — 300:  Das  chemische  Verbalten  der  Körper.  S. 
301 — 326:  Elektricität  und  Magnetismus.  S.  327 — 367:  Qravitation  und 
Schwere.    S.  368  —405:  Naturphilosophie. 

Es  ist  natttrlicb  von  vornherein  klar,  dass  die  erwähnte  Materie  nicht 
erschöpfend  bebandelt  sein  kann,  sondern  dass  nur  Einzelnes  in  allgemeinen 
Zügen  berücksichtigt  ist;  dennoch  beginnt  der  letzte  Abschnitt  mit  den 
Worten :  „Mit  Hilfe  unserer  Vibrationstheorie  ist  es  uns  gelungen ,  die  be- 
deutendsten an  den  Körpern  beobachteten  Erscheinungen  zu  erklären.  Wir 
haben  nicht  allein  die  qualitativen ,  sowie  die  quantitativen  Verschieden- 
heiten der  Körper  —  ihre  verschiedene  Dichtheit-,  ihre  Temperatur,  ihre 
specifische  Wärme,  ihre  Zusammensetzung,  ihre  Aggregatzustände,  die  Kry- 
stallbildungen ,  die  Allotropio,  Isomerie,  Metamerie,  Polymerie  u.  s.  w.  — » 
auf  die  rein  quantitativen  Unterschiede  in  der  Dauer  und  in  der  Intensität 
der  Wärmevibrationen,  sowie  auf  die  verschiedene  Zusammensetzung,  An- 
ordnung und  Beschafifenbeit  der  stehenden  Wärmewellen  oder  der  Vibra- 
tionsatome zurückgeführt,  sondern  auch  alle  Kräfte,  welche  bisher  in  der 
Wissenschaft  als  die  Ursache  der  Naturerscheinungen,  galten  —  die  Co- 
häsions-  und  Expansionskraft  der  Körper,  die  Schwere,  die  Qravitation  der 
Weltkörper,  die  Affinität,  die  elektrischen  und  magnetiscbenKräfteu.s.w.— , 
durch  Wellenbewegung  erklärt;  mit  einem  Worte;  wir  haben  in  dem  inner n, 
vibratorischen  Bewegungszustande  der  Körper  die  allen  Naturerscheinungen 
zu  Grande  liegende  Einheit  erkannf 

Das  Resultat  wird  S.  402  ausgesprochen,  indem  es  dort  beisst: 
„Das  Wesen  der  Materie  ist  bewegte  Ausdehnung. 
Die  innere  Elasticität  der  Materie  ist  das  Verhältniss  der  Oeschwin- 
digkeiten  der  continnirlicb  nebeneinanderliegenden  Punkte« 

Die  absolute  Dichtheit  der  Materie  ist  gleich  Null;  die  Dichtheit  der 
Körper  ist  dagegen  das  Verhältniss  ihrer  inneren  Bewegungen  oder,  beim 
normalen  gasförmigen  Zustande,  das  Verhältniss  der  Dauer  ihrer  Wärme- 
Vibrationen  und  kann  deshalb  nur  relativ,  nie  absolut  bestimmt  werden.^* 
Wir  wollen  gern  glaubep,  dass  der  Verfasser  viel  Zeit  und  Arbeit  ver- 
wendet hat,  um  das  vorliegende  Werk  zu  Stande  zu  bringen,  wenn  nur  nicht 
zugleich  das  Qefübl  des  Mitleids  mit  rege  würde,  weil  loves  labor  lost   Denn 
offenbar  kann  von  einer  scharfen,  zwingenden  Erklärung  aller  der  beban- 
delten Naturerscheinungen  in  so  engem  Rahmen  nicht  die  Rede  sein^  aus 
gleichem  Grunde  aber  auch  nicht  von  einer  eingehenden  Kritik.   Nur  soviel 
mag  kurz  erwähnt  werden,  dass  eine  so  strenge  mathematische  Grundlage, 
wie  sie  der  Verfasser  seinen  Erklärungen  zu  Grunde  legt,  auch  eine  streng 
mathematische  Durchführung  aller  Erklärungen  verlangt;  leider  findet  man 
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aber  meist  nar  AiideatnDgeD,  keine  DarchfÜhrnng,  Behanptmigen,  aber  keine 
Folgerangen  ans  diesen  Behaaptnngen. 

Wir  wollen  nicht  weiter  betonen,  dass  alle  sonst  geläofigenErklämngen 
der  Erscheinungen  in  der  Molekularphysik  als  unwahr  surfickgewiesen  sind, 
dass  eigentlich  nur  die  mechanische  Wärmetheorie  als  richtig  anerkannt 
wird.  Der  Verfasser  geht  sogar  so  weit,  dass  er  Leuten,  wie  Clansius, 
da  Fehler  nachweisen  zu  können  glaubt,  die  er  selbst  verschuldet  hat.  Han 
vergl.  die  Gleichung  57) ,  8. 108.  Hätte  der  Verfasser  die  beiden  Gleich- 
ungen 54)  und  V\  Fl  e=it':9|  miteinander  multiplicirt,  so  wilrde  er  snm  rich- 
tigen Resultat  gelangt  sein. 

Wir  wollen  nicht  mit  dem  streng  wissenschaftlichen  Urtheil  an  Ab- 
schnitte herantreten,  wie  sie  z.  B.  8.379  —  387  vorkommen,  wo  über  das 
unendlich  Kleine  und  Aber  das  unendlich  Grosse  gehandelt  wird ;  es  möge 
die  dortige,  wenig  strenge  Darstellung  entschuldigt  sein  mit  dem  populären 
Zweck  des  Werkckens. 

Als  wir  im  Anhange  des  Verfassers  Vorstellung  über  die  sogenannten 
Vibrationsatome  lasen  („stehende  Wärmewellen,  welche  nach  allen  8eiten 
hin  durch  nnbeweglfche  Knotenflächen  von  den  anderen  stehenden  Wärme- 
wellen des  Körpers  abgegrenzt  werden**)  glaubten  wir  einer  recht  plausib- 
len Vorstellung  über  die  Constitution  der  Materie  zu  begegnen ;  leider  aber 
wurde  dieser  erste  gute  Eindruck  nur  zu  bald  verwischt,  denn  wir  fanden 
zwar  in  der  Folge  manchen  Erklärungsversuch,  aber  keine  Erklärung, 
man  müsste  denn  das  für  eine  Erklärung  halten ,  wenn  statt  des  bisherigen 

M 
Begriffes  der  Masse  M  der  Quotient  -=;  eingeführt  wird ,  wo  T  die  Periode 

der  Schwingung  der  Vibrationsatome  bezeichnet,  und  wo  nun  dieser  Werth 
von  T  benützt  wird ,  um  das  zu  erklären ,  was  man  sonst  durch  den  Begriff 
des  M  erklärt. 

Will  der  Verfasser  seiner  Ansicht  Geltung  verschaffen,  so  muss  er  sein 
Werk  noch  bedeutend  erweitern,  indem  er  durch  Maass  und  Zahl  aus  seiner 
Hypothese  heraus  die  Naturerscheinungen  construirt;  wir  glauben  aber, 
dass  dieser  Anforderung  die  Naturtheorie  des  Verfassers  zu  genügen  nicht 
im  Stande  sein  wird.  Es  ist  etwas  wesentlich  Anderes,  einzelne  Erschei- 
nungen, z.  B.  Krystallformen ,  zu  erklären,  als  nun  mit  Hilfe  dieser  Erklä- 
rung alle  Erscheinungen,  die  an  irgendwelchen  krystallinischen  Körpern 
vorkommen,  ä priori  mathematisch  zu  berechnen. 

Wir  erachten  daher  das  ganze  Werk  für  einen  ersten  Versuch,  der  aber 
noch  viel  weiter  und  strenger  zu  verfolgen  ist,  wenn  er  sich  der  vollen  Be- 
achtung des  Publikums  erfreuen  soll. 

Freiberg,  3, Februar  1875.  Th.  Kötteritzbch. 
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Vorlesangen  über  mathematisohe  Physik »  von  Dr.  Gustav  Kibohhoff. 
2.  Liefernng.    Leipzig,  B.  G.  Tenbner. 

Mit  Vergnügen  kann  Referent  constatiren,  dass  diese  zweite  Lieferung 
des  Kirchhof  fischen  Werkes  der  ersten  in  Inhalt  nnd  Form  entspricht, 
so  dass  man  nm  so  mehr  zu  der  Erwartung  berechtigt  ist,  dass  das  ganze 
Werk  eine  Zierde  der  deutschen  mathematischen  Literatur  werden  wird* 
Es  mag  hier  verstattet  sein,  nur  kurz  eine  Inhaltsangabe  der  vorliegenden 
zweiten  Lieferung  zu  geben ;  eine  eingehendere  Besprechung  aber  mag  bis 
dahin  verschoben  werden ,  wo  das  ganze  Werk  vollst&ndig  erschienen  ist. 

Die  12.  Vorlesung,  welche  den  Anfang  der  vorliegenden  Lieferung 
bildet ,  beschäftigt  sich  mit  der  Hydrostatik.  Die  besonderen  betrachteten 
Fälle  sind  die,  wo  die  wirksamen  Kräfte  entweder  von  der  Anziehung  der 
Erde  oder  von  der  eines  Punktes  herkommen,  oder  wo  die  einzelnen  Theil- 
chen  der  Flüssigkeit  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  gegeneinander 
gravitiren;  die  Flüssigkeit  selbst  befindet  sich  übrigens  entweder  im  Ruhe- 
zustände, oder  im  Zustande  gleichförmiger  Rotation.  Die  13.  Vorlesung 
hat  es  zu  thun  mit  den  Capillarerscheinungen,  sie  schliesst  mit  der  Betrach- 
tung eingetauchter  fester  Körper,  indem  zugleich  die  Capillaritätskräfte  mit 
berücksichtigt  werden. 

Die  14.  Vorlesung  setzt  die  Betrachtungen  der  13.  fort,  indem  hier  die 
Differentialgleichungen  integrirt  werden  für  den  Fall,  dass  zwei  schwere 
Flüssigkeiten  einander  in  Rotationsflächen  berühren  nnd  nur  Punkte 
betrachtet  werden ,  die  entweder  der  Rotationsaxe  sehr  nahe  liegen ,  oder 
sehr  weit  von  ihr  entfernt  sind. 

Mit  der  15.  Vorlesung  beginnt  die  Hydrodynamik ,  und  nachdem  der 
parate  mathematische  Apparat  kurz  und  bündig  entwickelt  ist,  werden  bis 
zur  20.  Vorlesung  eine  Reihe  hierher  gehöriger  Probleme  behandelt,  wie  die 
Theorie  der  Wirbellinien  und  Wirbelfäden,  die  Bewegung  eines  oder  zweier 
fester  Körper  in  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  (speciell  angewendet  auf 
Kugel  und  Ellipsoid)  und  dio  Wirbelbewegungen. 

Nachdem  ferner  die  21.  Vorlesung  einen  kurzen  Abriss  der  Theorie 
complexer  Functionen  gegeben  hat,  wird  diese  Theorie  in  der  22.  Vorlesung 
angewendet  auf  die  Betrachtung  der  Flüssigkeitsstrahlen. 

Freiberg;  3.  Mai  1875.  Th.  Köttbbitzsoh. 

Report  of  the  committee  on  maihematicaliables,  consisting  of  Profes- 
sor A.  Cayley^  F.  R.  5.,  Professor  G,  G.  Stockes,  F.  R.  S.,  Professot 
Sir  W.  Thomson,  F.  R.  S.,  Professor  E.J.  S.  Smith,  F.  R.  S.,  Mr. 
/.  W.  L.  Glaisher,  B.  A.  Reporter  Mr.  J.  W.  L.  Glaisher  (from  the 
Report  of  the  British  Association  for  Ihe  advancement  ofscience  for  1873^. 
London  1873« 

Das  Urtheil  d^s  Unterzeichneten  über  die  hier  genannte  Schrift  ist 
zwar  im  Allgemeinen  bereits  in  der  obenstehenden  Anzeige  von  Bremi- 
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ker's  LogaiithmeDtafela  ansgesprochen ,  doch  wSre  ei 
TOD  Herra  Glaisher  erstatteten  Berichts  wohl  kaum 
ihm  onr  solche  beiläufige  Worte,  und  seien  sie  Docb  s 
würden.    Schon  die  Entstehang  des  Berichts  an  Dod  fdr 
lieh  hervorgehoben  zn  werden.    Jedem  Mathematiker,  v 
theoretischen  Arbeiten  zu  praktischen  Anwendungen  de 
tiitt  sofort  neben  dem  fievusstsein  von  der  Nützlichkeil 
neter,  ein-  für  allemal  berechneter  Hilfswertfae  die  Fra 
solche  Hiltswertbe  zu  suchen  habe?   Freilich  die  einfac 
Einsnndeins-  sowie  die  Einmaleins -Tabellen ,  sind  in 
die  nScbsteinf Bellen  Logarithmentabellen  der  Zahlen  ai 
sehen  Fanctioaen  sind  in  Jedermanns  Händen,  aber  mil 
anderen ,  meistens  anhangsweise  den  Logarithmentafeln  Deigettigten  ranei- 
len  ist  die  Sache  su  Ende,  so  zu  Ende,   dass  man,  ohne  anf  den  Namen 
eines  tüchtigen  Mathematikers  verzichten  zu  müssen,  sehr  wohl  im  Zweifel 
darüber  sein  kann,  ob  es  Tabellen  gewisser  Integrale  z.  B.  schon  gebe,  oder 
ob  deren  Berechnang  noch  zn  den  frommen  Wlinscben  gehöre.    Ea  war 
daher  eine   höchst  zeitgemässe   und  ihrer  Natur  nach  zusammengehörige 
Doppelanfgabe,  welche  die  Britische  Gesellschaft  für  Fortschritte  der  Wis- 
senschaft einem  besonders  dazu  ernannten  Fünferausschusse  stellte,  indem 
sie  von  demselben  erstlich  einen  Bericht  über  sämmtliche  vorhandene  mathe- 
matische Tafeln  Verlangte  und  ihm  zweitens  den  Neudruck  oder  die  Nen- 
bereohnnng  vergriffener  oder  noch  nicht  bearbeiteter  Tabellen  bXufig  vor- 
kommender Faactionalwertho  auferlegte.    Es  ist  der  erste  Theil  jenes  Be- 
richts,  der  ans   hente  aas  der  Feder  von  Herrn  Glaisher  in  einer  elf 
Drnckbogen  erfüllenden  Ausdehnung  vorliegt,  einer  Ausdehnung,  welche 
annähernd  einen  Begriff  von  dem  Umfange  der  Arbeitsleistang  geben  kann, 
welche  dem  Berichterstatter  auferlegt  war.     Nur  auf  mathematische 
Tafeln  einfachster  Nator  sollte  er  sein  Augenmerk  richten.   Tabellen  empi- 
rischen Ursprungs,  wie  Slerncataloge ,  Refractionstafela ,  chemisch •  phj'si- 
kaliscbe  Tafeln,  Stecblichkeitstafeln  n.  s.  w.  blieben  grundsätzlich  aus- 
geschlossen ;  ausgeschlossen  blieben  auch  die  dnrch  Rechnung  entstandenen 
Tabellen,  welche,  ausschliesslich  dem  Handelsverkehr  dienend,  eine  wissen- 
schaftliche Beachtung  von  Seiten  des  Mathematikers  nnnöthig  machen,  wie 
z.  B.  Lebensversicherungs-  uud  Ann u i täte ntaf ein,  Zinstahellen  u.  dargl. ;  aus- 
geschlossen und  einem  zweiten  uud  dritten  Theile  des  Berichts  vorbehalten 
blieben  Functionen  (insbesondere  bestimmte  Integrale)  und  zablentheore- 
tische  Tafeln.    Und  dennoch  blieb  Stoff  für  17&  Druckseiten  übrig,  und  den- 
noch sagt  der  Verfasser  in,  wie  uns  dünkt,  übertriebener  Bescheidenheit: 
„Der  Bericht  ist  eingestanden  ermassen  sehr  unTolIkommen;  er  enthält  muth- 
masshch  nicht  die  Hälfte  der  Werke,  welche  ebenso  gut  wie  die  aufgenom- 
menen einen  Ansprach  auf  Erwähnung  gehabt  hätten"  (S.  12).   Das  ist  ent- 
schieden zuviel  zugegeben;  in  so  weiten  Grenzen  bewegt  sich  die  Mangel- 
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haftigkeit  des  Berichtes  nicht,  mindestens  nicht  in  jenen  Theilen,  welche 
der  Unterzeichnete  zn  benutzen  und  mit  eigenen ,  da  nnd  dort  gesammelten 
Notizen  zu  vergleichen  Gelegenheit  hatte.  Weit  einverstandener  können 
wir  nns  mit  dem  Berichterstatter  erklären,, wenn  er  auf  derselben  Seite  nach 
einigen  weiteren  Sätzen  fortfährt:  „Trotzdem  wird  man  finden,  dass  der 
Bericht  in  seinem  gegenwärtigen  Zustande  mehr  über  Tabellen  mittheilt, 
als  an  irgend  einer  andern  Stelle  gefunden  werden  kann/'  Freilich  kommt 
es  bei  bibliographisch  •  historischen  Schriften  nicht  allein  auf  das  Wieviel 
des  Gebotenen  an,  sondern  vielmehr  auf  das  Wie  zuverlässig.  Die  Liste  der 
auf  unkritisches  Nachschreiben  fremder  Irrthümer  sich  beschränkenden 
Schriftsteller  ist  auch  nach  Gri ff et's  Traxii  des  differentes  sortes  de preuves 
qui  serveni  ä  itablir  la  verit^  de  Vhisloire  {Liege  1769)  in  immerwährendem 
Wachsen  geblieben;  jeder  Buchhändlercatalog  enthält  neue  Schriften  der 
genannten  Art,  um  so  gefährlicher,  wenn  sie  eine  scheinbare  Beglaubigung 
an  der  Spitze  tragen,  wie  etwa  die  Histoire  des  maihematiques  won  Ferd. 
Hoefer  in  Gestalt  einer  Widmung  an  den  verdienten  Veteranen  der  Ge- 
schichte der  Mathematik,  Herrn  Michel  Chasles.  Herr  Glaisher  hat 
sich  die  Sache  nicht  so  leicht  gemacht,  und  wir  wissen  ihm  um  so  grösseren 
Dank  dafür.  „Mit  Ausnahme  von  drei  oder  vier  Werken  wurde  jedes  Buch 
nach  eigenem  Augenscheine  beschrieben  und  die  Beschreibung  nieder- 
geschrieben ,  während  das  Buch  noch  vor  uns  lag"  (S.  14).  So  und  nur  so 
lässt  Zuverlässigkeit  der  Angaben  sich  verbürgen ,  und  wo  allenfalls  doch 
ein  oder  der  andere  Irrthum  sich  eingeschlichen  haben  sollte,  wird  er  durch 
die  äussere  Schwierigkeit  erklärt.  Es  ist  eine  mehr  als  ausreichende  Ent- 
schuldigung, dass  die  Arbeit  „oft  in  öffentlichen  Bibliotheken  vollzogen 
werden  musste,  welche  nur  wenige  Stunden  des  Tages  geöffnet  waren,  so 
dass  Jeder,  der  nicht  über  eine  unbegrenzte  Zahl  von  Tagen  zu  verfügen 
hat,  manchmal  unter  Hochdruck  zu  arbeiten  genöthigt  ist.  So  entstehen 
Auslassungen,  welche,  sechs  Monate  später  bei  Gelegenheit  einer  Kevision 
entdeckt,  ohne  grossen  Zeitverlust  nicht  berichtigt  werden  können,  voraus- 
gesetzt sogar,  dass  man  sich  erinnere,  welche  Bibliothek  es  gerade  war,  die 
das  betreffende  Werk  enthielt."  Wir  sind  nach  diesen  Bekenntnissen  des 
Verfassers,  deren  W ah rheits treue  unanfechtbar  ist,  um  so  begieriger  auf  die 
Nachträge,  welche  er  uns  für  eine  spätere  Zeit  in  Aussicht  stellt.  Möge  ihm 
dazu  die  von  ihm  ausdrücklich  erbetene  Beihilfe  anderer  Gelehrten  nicht 
mangeln,  welche  oft  zufälliges  Auffinden  von  bibliographischen  Seltenheiten 
nicht  als  Quelle  persönlichen  Vergnügens  allein  zu  betrachten  aufgefordert 
werden.  Die  Adresse  des  Verfassers,  an  welche  alle  solche  Tabellenwerke 
betreffende  Notizen  einzusenden  sind,  lautet:  Mr.  J,  W,  L,  Glaisher^  Tri- 
nity  College^  Cambridge»  Mit  noch  grösserer  Spannung  als  den  Nachträgen 
zu  diesem  ersten  Theile  des  Berichts  sehen  wir  aber  den  beiden  folgenden 
Haupttheilen  desselben  entgegen,  welchen  wir  nur  eine  gleich  befriedigende 
Ausführung  im  Voraus  wünschen  können.  Cantob 
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Die  vierte  Säcularfeier   der  Oebtirt  von  Nicolans  CopemicnSy   Thom, 
18.  nnd  19.  Febmar  1873.    Thorn  1874. 

Erst  vor  wenigen  Wochen  hat  dieser  aasfuhrlicbe  Bericht  über  die 
Thoruer  Säcalarfeier  die  Presse  verlassen,  sicherlich  eine  Anregung  zn 
freudiger  Erinnerung  für  Alle,  die  dem  schönen  Feste  persönliche  Theil- 
nahme  widmen  konnten,  eine  Quelle  halb  eifersüchtigen  Bedauerns  für  Die- 
jenigen, welche  ihm  fern  zu  bleiben  gezwungen  waren.  Die  13  Druckbogen 
starke  Gelegenheitsschrift  meldet  auf's  Ausführlichste  von  den  Erlebnissen 
der  Festtage  des  Februars  1873,  ohne  die  ausgebrachten  Trinksprüehe ,  ja 
selbst  ohne  die  eingegangenen  Glückwünsche  von  Körperschaften,  wie  von 
Einzelnen  zu  vergessen.  Am  Interessantesten  dürfte  jedoch  für  den  Leser, 
welcher  nicht  in  Thorn  anwesend  war,  also  nicht  sein  Oedftchtniss  mit  Ein- 
zelheiten erfüllt  hat,  die  beim  Lesen  des  Berichts  wieder  wach  werden,  ohne 
in  dem  Berichte  selbst  vorkommen  zu  können,  die  Festrede  des  Vorsitzenden 
des  Copernicus -Vereins,  Prof.  Dr.  L.  Prowe,  sein,  welche  von  S.  36— 76 
ein  der  Weihe  des  Tages  entsprechendes  Bild  des  Gefeierten  in  markigen 
Zügen  liefert.  Cantob. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Gottfried  Friedlein  f, 

ein  Nekrolog  von  M.  Cantob. 

„Sein  Gedttcbtniss  wird  nicht  erlöschen;  seiner  Asche  sei  Friede !'* 
Das  sind  die  Schlnssworte  eines  Nachrufes,  welchen  Gymnasialprofessor 
ünger  in  Hof  am  Grabe  Friedlein *8,  des  am  81.  Mai  in  seinem 
48.  Lebensjahre  Dahingegangenen,  vortrug.  Wir  können  keinen  bessern 
Anfang  zn  dieser  Lebensskizze  wählen.  Sein  Gedächtniss  wird  nicht 
erlöschen,  und  es  soll  uns  eine  mit  Trauer  gemischte  Freude  sein,  das 
ünsrige  dazu  beizutragen,  dass  die  Verdienste  des  Mannes  nachhaltig  an- 
erkannt werden,  der,  so  lange  er  schriftstellerisch  wirkte,  zu  unseren  wissen- 
schaftlichen Gegnern  gehörte  und  manche  Fehde  mit  uns  auskämpfte,  wel- 
cher nun  im  Angesichte  seiner  Asche  der  Friede  folgt.  Diese  unsere  gegen- 
seitige Stellung  durfte  'von  vornherein  nicht  unbetont  bleiben ,  da  wir  «es 
ebenso  dem  Verstorbenen  schuldig  zu  sein  glauben,  seine  niemals  von  uns 
verkannte  geistige  Bedeutung  in  das  richtige  Licht  zu  setzen,  als  uns  selbst 
und  den  von  uns  vertretenen  Anschauungen,  nicht  heute  plötzlich  für  falsch 
zu  erklären ,  dessen  Wahrheit  wir  seit  zwei  Jahrzehnten  verfechten.  Die 
biographischen  Nachrichten  im  engeren  Sinne  des  Wortes  entnehmen  wir 
dem  erwähnten  Nachrufe ,  der  uns  zum  Zwecke  dieses  Nekrologs  mit  dan- 
kend zu  rühmender  Bereitwilligkeit  durch  die  Familie  des  Verstorbenen 
zur  Verfügung  gestellt  wurde. 

Johann  Gottfried  Friedlein  ist  am  5.  Januar  1828  als  Sohn  eines 
Bäckermeisters  in  Regensburg  geboren,  das  zweite  von  vier  Kindern,  welche 
der  1838  erfolgte  Tod  des  Vaters  zu  Halbwaisen  machte,  für  ihre  Erziehung 
nur  auf  die  treffliche  Mutter  angewiesen,  welche  der  schwierigen  Aufgabe, 
die  ihr  zngefallen  war,  sich  völlig  gewachsen  zeigte.  Gottfried,  ein  streb- 
samer, hochbegabter  Knabe  von  eisernem  Fleisse  und  seltener  Willenskraft, 
widmete  sich  der  Wissenschaft  und  bezog  1846  die  Universität  München,  um 
Philologie  und  Mathematik  su  studiren ,  für  welche  beiden  Fächer  er  schon 
als  Gymnasiast  besondere  Fähigkeiten  an  den  Tag  gelegt  hatte.  Dort  war- 
fen ihn  die  Anstrengungen,  die  er  machte,  eine  akademische  Preisfrage  zu 
lösen,  zum  ersten  Male  auf  ein  gefahrdrohendes  Krankenlager.  Eine  Gehim- 
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entzttndang  stellte  sich  ein  and  liess  eine  Zeit  lang  das  Schlimmste  befürch- 
ten. Grund  genug ,  in  der  Energie  des  Studiums  einigermassen  nachzulas- 
sen, und  dennoch  bestand  Friedlein  schon  1849  den  Concurs  für  das  Gjm- 
nasiallehramt,  1851  den  fär  das  Lehramt  der  Mathematik  an  Gymnasien. 
Im  November  1851  erfolgte  Friedlein^s  erste  Anstellung  als  Assistent  an 
dem  Gymnasium  seiner  Vaterstadt ,  und  nun  sehen  wir  ihn  befördert  von 
Schule  zu  Schule ,  wenn  wir  ihn  im  December  1858  als  Studienlehrer  nach 
Erlangen  begleiten,  wo  er  auch  die  philosophische  Doctorwttrde  sich  erwarb, 
wenn  wir  ihm  am  1.  Oct.  1862  als  Professor  der  Mathematik  an  das  Gymnasium 
zu  Ansbach  folgen,  am  16.  März  1868  als  Rector  an  die  Stndienanstalt  in  Hof 
zunächst  mit  der  Lehrstelle  an  der  Oberclasse,  seit  October  1868  mit  der 
Professur  der  Mathematik,  womit  er  später  auch  noch  das  Rectorat  der  von 
der  Stadt  neu  organisirten  höheren  Töchterschule  verband. 

Die  drei  letztgenannten  Orte:  Erlangen,  Ansbach,  besonders  aber  Hof 
waren  die  Geburtsstätten  zahlreicher  Schriftstücke  bald  kleineren,  bald 
grösseren  ümfanges,  bis  1860  mehr  philologischen  Inhaltes,  von  da  an  ziem- 
lich ausschliesslich  der  Geschichte  der  Mathematik  gewidmet.  In  dieser 
Richtung  eröffnete  sein  Gerbert,  die  Geometrie  des  Boethins  und 
die  indischen  Ziffern  1861  den  Reigen,  eine  Abhandlung  von  nicht  ganz 
'  vier  Druckbogen,  aber  genügend,  ihren  Verfasser  zum  Haupte  einer  wis- 

tf  senschaftlichen  Partei  in  Deutschland  zu  machen.  Das  Glauben sbekenntniss 

derselben  lässt  sich  in  die  wenigen  Sätze  kleiden:  „Das  Columnenrechnen 
beginnt  erst  seit  Gerbert,  und  zugleich  damit  auch  die  Benutzung  von 
Gobarziffern.  Alle  angeführten  Spuren  früheren  Columnenrechnens  und 
früherer  Anwendung  sogenannter  Apices  beruhen  theils  auf  beabsichtigten, 

^;/  theils  auf  unabsichtlichen  Fälschungen»    Die  Rechenkunst  der  Römer  und 

Griechen  beschränkte  sich  neben  einer  Fingerrechnung  auf  Benutzung  von 
Rechenpfennigen  auf  horizontalen  Linien,  dem  Vorbilde  des  späteren  Rech- 
nens auf  der  Linie  in  Deutschland,  welches  dagegen  mit  dem  Columnen- 
rechnen keinen  Zusammenhang  besitzt.*'  Im  Grossen  und  Ganzen  finden 
sich  diese  Sätze  schon  in  der  historischen  Erstlingsarbeit  Friedlein's, 
wenn  sie  auch  genauer  erst  in  späteren  Veröffentlichungen  begründet  wer- 
den, so  in  Abhandlungen  in  dieser  Zeitschrift  aus  den  Jahren  1864  und 
1865,  in  Besprechungen  von  naheliegende  Gegenstände  betreffenden  Wer- 
ken in  der  Literaturzeitung  ebendieser  Zeitschrift  bis  1867«  hauptsächlich 
in  einem  10V4  Druckbogen  starken  Bändchen:  Die  Zahlzeichen  und 
das  elementare  Rechnen  der  Griechen  und  Römer  und  des 
christlichen  Abendlandes  vom  7.  bis  zum  13.  Jahrhundert.  1860. 
Diese  Anschauungen  waren  nicht  gerade  neu,  so  wenig,  wie  die  ihnen 
diametral  gegenüberstehenden  Ansichten,  zu  deren  Vertretern  der  Schreiber 
dieser  Zeilen  sich  zählt.  Seit  dem  Ende  der  dreissiger  Jahre,  um  von  frühe- 
ren Versuchen  in  der  Geschichte  der  Zahlzeichen  zu  schweigen,  wurde 
derselbe  Widerstreit  der  Meinungen  in  Frankreich   zwischen  Libri  und 
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Chaslee  geführt.  Vin^cent  und  Martin  antersttitzten  der  Hauptsache 
naeb  den  Letzteren,  w&hrend  ein  in  Paris  lebender  deutscher  Gelehrter 
W^poke^  den  leider  die  Wissenschaft  schon  am  25.  März  1864  verlor,  eine 
Art  von  Mittelstellnng  zwischen  den  Parteien  einnahm.  Die  wir  in  Deutsch- 
land den  Kampf  ftihrten  und  noch  ftihren,  haben  vielfach  von  den  Waffen 
Gebrauch  gemacht ,  die  bereits  in  anderen  Händen  sich  bewährt  zu  haben  , 
schienen,  doch  dürfte  Jedem  von  uns  die  Anerkennung  nicht  abzusprechen 
sein,  dass  wir  emsig  bemüht  waren,  auch  neue  Gründe,  neues  handschrift- 
liches und  gedrucktes  Material  aus  den  verschiedensten  Literatnrzweigen 
herbeizuschaffen,  und  wir  persönlich  erklären  bereitwilligst,  manches  Neue 
in  dieser  Beziehung  aus  Fried lein's  Schriften  kennen  gelernt  zu  haben. 
Wir  haben  seinen  aufspürenden  Fleiss  stets  auf^s  Höchste  geachtet,  auch 
da,  wo  sein  auf  sprachliche  Kleinigkeiten  gebanntes  Auge  ihm,  wie  wir  mei- 
nen, den  grösseren  Fernblick  nicht  gestattete,  welcher  allein  das  richtige 
Verständniss  historischer  Dinge  hervorbringt  and  ermöglicht.  Wer  als 
Maler  sich  ängstlich  nur  an  die  Richtigkeit  der  Wiedergabe  jeder  einzelnen 
Hautfalte  klemmt,  wird  nie  ein  lebensvolles  Bildniss,  ähnlich  in  Charakter 
nnd  Ausdruck,  schaffen,  und  nicht  anders  scheint  es  uns  sich  mit  der  Kunst 
der  Geschichtsschreibung  zu  verhalten.- 

Zu  dem  Materiale,  welches  immer  auf*s  Neue  in  der  Geschichte  der 
Zahlzeichen  und  des  Zahlenrechnens  benutzt  wird,  gehören  die  drei  Werke, 
welchen  die  Handschriften  die  Titel:  Arithmetik,  Musik  und  Geo- 
metrie des  Boetius  beilegen.  Die  Frage  nach  dem  Verfasser  — 
ein  Theil  der  obenerwähnten  Streitfragen  —  kann  hier  nicht  erörtert  wer- 
den. Jedenfalls  braucht  jede  Partei  den  genauen  Text,  wenn  sie  es  mit 
der  Wahrheit  ernst  meint  und  diese,  nicht  sich  selbst,  im  Vordergrunde 
sieht.  Friedlein  hat  eine  neue  vortreffliche  Ausgabe  dieser  Bücher 
besorgt  (Leipzigs  1867)  und  damit  ebenso,  wie  mit  dem  Abdrucke  des 
Rechenbuches  des  Victorius  (1871  in  dieser  Zeitschrift  und  in  dem- 
selben Jahre  in  nicht  damit  identischer  Weise  im  Bulletino  Boncompagnt)  sich 
wohlverdienten  Dank  erworben. 

Die  Geschichte  der  Zahlzeichen  im  Abendlande  war,  wie  uns  durch 
Prof.  U  n  g  e  r  berichtet  wird,  theil  weise  eine  Vorarbeit  zu  einer  Geschichte 
der  Mathematik  in  Deutschland,  welche  Friedlein  für  den  Cjclus 
der  durch  die  historische  Commission  veröffentlichten  Geschichtswerke  ein- 
zelner Wissenschaften  in  ihrer  Entwickelung  in  Deutschland  übernommen 
hatte.  Er  hatte  dieser  Aufgabe  sich  unterziehen  wollen  ohne  Schonung 
seiner  durch  eine  in  Erlangen  überstandene  Rippenfellentzündung  auf's 
Neue  geschädigten  Gesundheit;  aber  mit  den  nach  seiner  Versetzung  nach 
Hof  ihm  zufallenden ,  bald  verdoppelten  Rectoratsgeschäften,  mit  der  schon 
in  Ansbach  übernommenen  hälftigen  Redaction  einer  von  den  Lehrern  der 
bayriRcben  Gymnasien  gegründeten  Zeitschrift,  mit  der  Sorge  fftr  Unterricht 
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und  Erziehnng  heranwachsender  Kinder,  welche  er  mit  seiner  Oattin  redlich 
theilte ,  Hess  sich  —  das  fühlte  er  wohl  —  eine  so  umfassende  Arbeit  nicht 
bewältigen ,  and  so  trat  er  wieder  zurück ,  worauf,  soviel  wir  wissen ,  die 
Aufgabe  in  die  Bände  von  Prof.  C.  J.  Gerhardt  übergegangen  ist 

Friedlein  wandte  sich  nun  Forschungen  über  die  Geschichte  der 
griechischen  Geometrie  zu,  welche  er  nur  einmal  zu  eyiem  unangeneh« 
men   Streite   mit  Herrn  Wohlwill    über  den  galileischen  Inquisi- 
tionspro cess  (vergl.  Zeitschrift  für  mathematischen  Unterricht  Bd.  I  und 
diese  Literaturzeitung  für  1871  und  1872)  verliess.    Auch  auf  dem  Gebiete 
ältester  Geometrie  sind  wir  uns,  wir  möchten  nicht  sagen  feindlich,  aber 
als  scharfe  Gegner  gegenübergestanden.     Friedlein^s  Programme  der 
Stadienanstalt  zu  Hof  von  1868,  1872,  1873,  betitelt  Beiträge  zur  Ge- 
schichte der  Mathematik  I,  II,  III,  sind  ebensoviele  Streitschriften 
gegen  uns,  auf  deren  beide  letzten  wir  in  dieser  Literaturzeitung  geantwortet 
haben.     Verweilen  wir  nicht  bei  diesen  vielleicht  beiderseitig  in  etwas 
gereizter  Stimmung  geschriebenen  Aufsätzen.    Wir  nennen  auch  nur  kurz 
die  Abhandlungen  in  der  Zeitschrift  für  mathematischen  Unterricht  Bd.  II 
und  im  Bulleiino  Boncompagni  von  1871,  in  welchem  er  viele,  auch  wohl  allzu* 
viele  Mühe  anwandte,  die  Echtheit  der  sogenannten  Definitionen  des 
Heron  von    Alexandrien   zu  widerlegen.      Wir  heben  lieber  einige 
andere  Leistungen  hervor,  in  deren  Schätzung  Einstimmigkeit  aller  Fach- 
genossen herrscht.    Schon  1860  hatte  Fried  lein  in  einem  Ansbacher  Pro- 
gramm zum  Danke  Derer,  welche  für  die  heronische  Frage  sich  interessiren, 
die  Geometrie  desPediasimus  zum  Drucke  befördert,  ein  spätes  Mach- 
werk des  XIV.  Jahrb.,  aber  dadurch  Überaus  wichtig,  dass  Pediasimus  aus- 
gesprochenermassen  aus  Heronvon  Alexandrien  schöpfte,  und  die  An- 
nahme doch  wohl  gerechtfertigt  ist,  dass  ihm  ältere  und  damit  auch  zuverläs- 
sigere Handschriften  von  dessen  Geometrie  zu  Gebote  standen,  als  uns  heute, 
deren  ältester  heronischer  Codex  A  in  Paris  nicht  vor  das  XIII.  Jahrhundert 
gesetzt  werden  kann.     Noch  verdienstlicher  war  die  Herausgabe  des  grie- 
chischen Textes  des  Proklus  Diadochus  (Leipzig,  1873),  mit  welcher 
einem  wahren  Bedürfnisse  abgeholfen  wurde,  da  der  alte  Basler  Abdruck 
dieses  Commentars  zu  den  euklidischen  Elementen  äusserst  selten  and  kaum 
lesbar,  die  lateinische  Uebersetzung  des  Barocius  aber  mehr  als  mangel- 
haft ist  und  die  gleichfalls  nicht  sehr  verbreitete  englische  Uebersetzung 
des  Taylor,  welche  wir  z.  B.  noch  nie  zu  Gesicht  bekommen  haben,  ganz 
von  Barocius  abhängen  soll.  Auch  eine  eigene  Abhandlung  Friedlein's 
aus  dem  Bulletino  Boncompagni  vom  Jahre  1878  müssen  wir  noch  erwähnen : 
De  Bypsicle  mathematico.    Friedlein  hat  darin  unwiderleglich,  wie 
wir  meinen,  bewiesen,  dass  das  sogenannte  XV.  Bach  des  Euklid  oder 
IL  Buch  des  Hypsikles  nicht  von  diesem  Letztem  herrühren  könne,  son- 
dern einer  viel  spätem  Zeit,  mindestens  dem  IV»  oder  V.  nachchristlichen 
Jahrhundert,  angehöre. 
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Diese  Abhandlung  bildet  Friedlein's  wissenschaftliches  Testament. 
Im  Frühling  1871  hatte  ein  Blutstarz  als  ernste  Mahnung  die  Gefahr  ver- 
kündet, welche  dereinst  dem  geschwächten  Körper  drohe.  Im  Herbst  1874 
traten  bedenkliche  Ohnmächte  fälle  ein.  Seit  Anfang  April  begann  in  der 
Erkrankung  seiner  Lunge  ein  rascherer  Verlauf.  Am  81.  Mai  erlag  Fried- 
lein  den  schmerzlichen  Leiden.  Seiner  Familie,  wie  der  Wissenschaft  ist 
er  viel  zu  früh  entrissen  worden. 

„Sein  Oedächtniss  wird  nicht  erlöschen;  seiner  Asche  sei  Friede!" 


Haohträge  n  einer  früheren  mathematitoh-hiBtorisehen  Arbeit. 

(Hierzu  Taf.  IH,  Fig.  5  —  9.) 

Gegen  eine  im  l.  Hefte  dieses  Bandes  abgedruckte  Abhandlung  des  Verf. 
hat  M.Curtze^)  einige  Einwendungen  erhoben,  und  ebenso  hat  sich  M.  C a n >• 
tor*)  gegen  die  Zeitbestimmung  erklärt,  welche  wir  bei  jener  Gelegenheit 
für  das  Alter  der  ,,®eometria  beutfc^"  zu  geben  versuchten.  Obwohl  mit 
einzelnen  dieser  Einwürfe  nachgerade  vollkommen  einverstanden,  glauben 
wir  doch  anderen  auch  nach  nochmaliger  genauer  Prüfung  der  Sachlage 
nicht  ganz  beipflichten  zu  können ,  und  erlauben  uns  deshalb,  die  streitigen 
Funkte  hier  nochmals  kurz  zur  Sprache  zu  bringen.  Allein  auch  noch  ans 
anderen  Bücksichten  ist  es  uns  wünschenswerth ,  auf  jene  frühere  Arbeit 
zurückkommen  zu  können.  Erstlich  nämlich  verdient  die  kurze  Bemerkung, 
welche  wir  dort  der  angegebenen  Näherungsconstruction  des  regulären 
Siebenecks  widmeten,  eine  genauere  historische  Ausführung,  und  weiterhin 
ist  es  uns  gelungen ,  für  die  in  S  7  skizzirte  Entwickelungsgeschichte  der 
Geometrie  Einer  Zirkelöffnung  eine  Beihe  neuer  Belege  beizubringen, 
welche  bisher  gar  nicht  beachtet  worden  zu  sein  scheinen.  So  wird  denn 
die  nachstehende  Studie  naturgemäss  aus  drei  wesentlich  verschiedenen 
Partien  sich  zusammensetzen. 

I. 

Die  Bemerkungen  Curtze's  lassen  sich  folgendermassen  formuliren: 

1.  Die  ,,@eometrta  beutfd^''  ist  von  den  Bibliographen  nicht  durchweg 
Übersehen  worden; 

2.  es   war  nicht  gestattet,  aus  Sprach-  und  Darstellungsform  auf  das 
mnthmassliche  Alter  der  Schrift  zu  schliessen; 


1)  Curtse,  Bemerkungen  zu  dem  Aufsätze  Günther^s:  „Zur  Geschichte  der 
deutschen  Mathematik  im  fünfzehnten  Jahrhundert'*,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
20.  Jahrg.  S.2&3flgg. 

2)  Herr  Cantor  hat  uns  seine  Ansicht  üher  die  Sache  in  einem  ausführlichen 
Privathriefe  anseinandergesetzt,  dessen  Benützung  für  den  angedeuteten  Zweck  uns 
gestattet  wurde. 
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9.  die  Ansicht,  dass  zwischen  Soricser  und  Dürer  kein  geometri- 
sches Werk  deatscher  Zange  existire ,  ist  irrig. 

Was  nun  Punkt  1  anlangt,  so  ist  derselbe  darch  den  von  Cartse  ge- 
lieferten Beweis  in  seinem  Sinne  eo  ipso  erledigt,  und  wir  können  oiir 
bedauern,  das  Hain*sche  Repertoriam  nicht  damals  beigezogen  zu  habeo. 
Für's  Zweite  müssen  wir  ans  der  Meinang  eines  Gelehrten  gegenüber  aller- 
dings bescheiden,  welcher  durch  seine  Betheiligang  bei  Neuordnang  grosser 
Bibliotheken  die  aasgedehnteste  bibliographische  Kande  erlangen  masste; 
indess  möchten  wir  doch  behaupten,  dass  in  den  frühesten  Druckwerken 
Oberdeutschlands  (vor  Allem  der  schwäbisch  •  fränkischen  Districte)  durch- 
weg  ein  (in  unserem  jetzigen  Sinne)  weit  besseres  Deutsch  anzutrefiPen  ist, 
als  in  mancher,  einer  spätem  Zeit  angehörigen  Schrift  mittel  •  oder  nieder- 
deutschen Ursprungs ;  auch  beweg  uns  zu  unserer  Auffassung  eine  entschie- 
den hervortretende  sprachliche  Aehnlichkeit  zwischen  der,,@eometTta  bttttfc^" 
und  dem  erwähnten  Büchlein  Roriczer's. 

Was  aber  drittens  unsere  Aufstellung  bezüglich  geometrischer  Werke 
innerhalb  des  Zeitraumes  1486 — 1525  betrifft,  so  bekennen  wir  uns  auch  jetst 
noch  dazu,  ohne  freilich  damit  Curtze  Unrecht  geben  zu  wollen.  Wir 
meinten  damas  ausschliesslich  gedruckte  Bücher,  die  nicht  nur  vorwiegead, 
sondern  ausschliesslich  geometrischen  Inhalts  wären,  und  in  diese  Kathe- 
gorie  gehört  weder  das  von  Curtze  angezogene  Münchener  Mannscript, 
noch,  wie  auch  an  jenem  Orte  bemerkt  wird,  das  Rechenbuch  des  Gram- 
mateus.  Dass  wir  nicht  auch  jene  literarischen  Leistungen  mit  zu  sab- 
sumiren  geneigt  sein  konnten,  welche  nebenher  geometrische  Dinge  mit- 
behandeln, geht  schon  aus  dem  Umstände  hervor,  dass  wir  bei  unserer 
Aufzählung  nicht  einmal  der  berühmten  lucunabel  Johann  Widmann's') 
gedachten,  welche  wohl  Keinem,  der  sich  mit  Geschichte  der  Mathematik 
befasst,  unbekannt  sein  kann  -^  bekanntlich  bietet  jenes  Werk  viel  geome« 
trisches  Material,  so  auch  den  Heron^schen  Satz,  welcher  die-Dreiecka- 
fläche  als  Function  der  drei  Seiten  ausdrücken  lehrt. 

Nachdem  wir  so  die  Punkte  discutirt  haben ,  welche  wir  den  Angriffen 
Curtze  *s  gegenüber  aufzugeben  oder  festzuhalten  uns  genöthigt  sahen, 
wenden  wir  uns  zur  zweiten  Hauptfrage,  und  hier  erkennen  wir  denn,  dass 
Curtze  bezüglich  des  Alters  der  Schrift  —  wenn  auch ' hauptsächlich  aus 
negativen  Gründen  —  mit  uns  übereinstimmt,  dass  ihm  nämlich  dieselbe  mit 
grösserer  Wahrscheinlichkeit  in  das  fünfzehnte,  als  in  das  folgende  Jahr- 
hundert zu  gehören  scheint.  Dass  er  als  obere*  Grenze  für  die'Epoche  des 
Druckes  das  Jahr  1487  fixirt,  sagt  unserer  Anschauungsweise  vollkommen 
zu,  wie  dies  auch  aus  unserer  früheren  Darstellung  hervorgeht.  Die  That- 
Sache,  dass  die  mathematische  Xylographie  bereits  im  Jahre  1482  zuPadua 


3)  Sibmann,  Sei^ebe  unb  ^ubfc^e  Sted^enung  auff  allen  fauffmanfd^aft,  Se^jj^t^  1489. 
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ausgeübt  wurde,  war  ans  durch  eine  frühere  Schrift  Curtze's  bereits  be- 
kannt^), indess  glanbten  wir  nach  Falkenstein  diese  Neuerungen  nicht  als 
spontan  entstanden,  sondern  als  von  Batdolt  beeinflusst  ansehen  zu  müssen. 
Cantor  nun  meint  die  Entstehungszeit  der  ,,@eometTia  beutfd^''  mit 
E^ntschiedenheit  nach  Dürer  ansetzen  zu  müssen,  indem  er  die  darin  mit- 
getheilten  Regeln  doch  zu  hoch  stellt,  um  sie  einem  reinen  Praktiker  zu- 
schreiben zu  können.    Wir  wollen  uns  dem  Gewicht  dieser  Gründe  nicht 
verschliesseu  ,  halten  aber  —  ganz  abgesehen  von  den  jetzt  durch  Curtze 
aufgefundenen  Beweismitteln  —  doch  dafür,  dass  Dürer^s  Autorität  eine 
viel  zu  bedeutende  und  festbegründete  war,  um  nicht  jedem  Nachfolger  die 
anbedingte  Erwähnung  seines  Vorgängers  zur  Pflicht  gemacht  zu  haben. 
Autorenangabe  war  freilich  in  jenen  Zeiten  gerade  keine  beliebte  Sache, 
aber  Dürer^s  Name  machte  eine  leicht  begreifliche  Ausnahme,  und  aus 
dem  Umstände ,  dass  der  unbekannte  Verfasser  unserer  Vorlage  gar  keine 
Quelle  citirt ,  kann  wohl  auch  kein  weitertragender  Schluss  abstrahirt  wer- 
den, denn  wen  hätte  er,  der  wohl  kaum  von  Euolid  wusste,  überhaupt 
namhaft  machen  sollen? 

II. 

Wir  besprachen  in  unserem  Aufsatze  (S.  11)  die  hübsche  Näherungs- 
verzeichnung des  regelmässigen  Siebenecks  und  versuchten  die  Genesis  der- 
selben ins  richtige  Licht  zu  stellen.  Dabei  wurde  eine  Kepler^ sehe  Stelle 
angeführt ,  welche  an  sich  von  hohem  Interesse  ist ,  weil  sie  eine  vollstän- 
dige üebersicht  über  die  bis  zu  jener  Zeit  bekannt  gewordenen  Bemüh- 
ungen, liefert,  jenes  Problem  zu  lösen.  Nachdem  Kepler  die  von  ihm  als 
Durer^sche  bezeichnete  Auflösung  besprochen  und  —  wohl  nicht  ganz  mit 
Recht,  wie  wir  darlegten,  als  „experitnentatio  manuaria  nitnium  rurfiV*  —  ver- 
Drtheilt  hat,  fährt  er 5)  weiter  fort:  „De  Caroli  Mariani  Cremonensis  ei  Fron- 
eiset  Flussaiis  Candallae  paralogismis  circa  keptagonum  vide  Chr.  Clavium  Geo- 
metriae  Praciicae  Hb,  VIIL  prop.  30.  et  in  commentariis  in  Euclidis  Hb,  IV,  pr.  16. 

Excitavit  haec  palaesira  etiam  Jllustrissimum  D.  Marchionem  de  Mala  Spina, 
legatum  anno  1614.  Ser^  Duds  Parmensis  ad  aulatn  Caesaream^  qui  diagram- 
mate  ingeniosissimo  omnes  omnium  descriptiones  superavily  exisHmans,  subtensam 
^  circuli  aequalem  esse  |  semidiameiri  et  sie  effabilem  longiiudine:  demonstra- 
tionis  apparatus,  tantae  fuii  solleriiae,  ut  vel  Euclidem  lateret,  assumtum  aliquid 
fuisse  indemonstratum.^*^  * 

lieber  die  Genauigkeit  dieser  letzteren  Bestimmung  können  wir  uns 
sehr  leicht  ein  Urtheil  bilden.  Ist  1  der  Kreisradius  und  3a;  der  Winkel, 
welchen  die  Sehne  |  spannt,  so  besteht  die  Gleichung 


4)  Curtze«  Die  mathematischen  Schriften  des  Nicole  Oresme,  Berlin  1870,  S.9. 

5)  Joharmis  Kepleri  Astronom  opera  omniat  ed.  Frisch,  Vol.  V,  Francofurti  et 
ßriangae  MDCCCLXIF,  S.  107. 
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also 

cosZx=2  ^^ ,     logcosZx  =  0,84510  —  1,50515  =  9,34995  —  10 

und 

"    3a:  =  77°  8' 54",     a:  =  25«  4l' 18". 

Maltiplicirt  man  diesen  Werth  mit  2,  so  erhält  man  den  Centriwinkel  des 

Siebenecks  gleich 

51®  22' 36", 

und  dieser  Werth  liegt  zwischen  dem  wahren  und  dem  durch  die  einfachere 
Zeichnung  gelieferten  gerade  in  der  Mitte  —  wenigstens  scheint  es  so. 

Sehen  wir  nun  auch  zu,  bis  zu  welchem  Grade  die  Methoden  der  an- 
deren von  Kepler  aufgeführten  Mathematiker  sich  als  exact  erweisen.  Was 
Clavius  in  seinem  Commentar  zum'Euclid  giebt^),  ist  nur  geringfügig ; 
eingehender  behandelt  er  die  Materie  an  der  andern  Stelle^),  bei  Gelegen- 
heit seiner  dreissigsten  Proposition :  ^Jnveniionem  laUris  fieptagoni  in  dato  cir- 
culo  non  rede  ä  quibusdam  tradi,  demonstrare^''  Dieser  Beweis  erstreckt  sich, 
wie  auch  schon  aus  Kepler 's  Worten  hervorgeht,  auf  zwei  anscheinend 
damals  sehr  bekannte  Regeln. 

,jCarolus  Marianus  Cremonensis  totum  unum  libellum  edidit  de  inventione 
lateris  hepiagoni  in  eirculo  dato ,  in  quo  probare  conatur,  latus  h^tagoni  reperiri 
hoc  ratione^^:  Man  verlängere  den  Kreisradius  AB  (Fig.  5)  über  B^  mache 
BCss^JB  und  beschreibe  um  C  mit  A  B  als  Halbmesser  einen  neuen  Kreis, 
welcher  den  ursprünglichen  einmal  in  D  schneidet;  alsdann  soll  BD  die 
gesuchte  Siebenecks  -  Seite  sein.  Die  erreichte  Genauigkeit  ist  dieselbe, 
welche  die  Vorschrift  der  ,;®eometTia  ^eutfd^"  liefert,  indem  51^19'  für  den 
Centriwinkel  erhalten  werden. 

Es  ist  nun  gewiss  höchst  eigenthümlich,  dass  diese  Methode  des  Cremo- 
nesers,  für  welche  Kepler  (s.o.)  nur  den  Titel  |9ara/o^i»nttf  kennt,  mathema* 
tisch  genau  die  gleiche  ist,  deren  Erfindung  dem  italienischen  Grafen  so  hohe 
Lobsprüche  einträgt,  und  wir  dürfen  annehmen,  dass  die  hohe  Stellung  des 
Dilettanten  wohl  etwas  auf  den  bestimmbaren  Kepler  eingewirkt  haben 
mag.  Dass  unsere  Behauptung  richtig ,  ist  leicht  zu  erweisen.  Denn  lassen 
wir  Malaspina's  Satz  als  wahr  gelten,  so  ist  im  Dreieck  ACD^  weil  es 
nach  Construction  gleichschenklig  ist: 

14  7 

und 

n  —  LADC     7«  — 3«      2» 


LCAD^ 


14        ""  7  • 


6)  Eucüdii  elementarwn  UbH  XV.     Auciort  Christophoro  Ctavio  Bamberg 
gensiS.J.    Romae  lbl4.   Bl.  142. 

7)  Clavius,  Oeometria  practica,  Romae  1604.   8.  407flgg. 
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wie  bemerkt  war.  Die  herausgerechnete  Ungleichförmigkeit  beider  Metho- 
den ist  alflo  nnr  scheinbar  and  müsste  bei  einer  schärferen  Berechnung  mit 
mehrstelligen  Logarithmen  verschwinden. 

Die  andere  Regel  rührt  her  von  C  a  n  d  a  11  a ,  dem  dnrch  seine  geome- 
trischen Leistungen  and  Extravaganzen  bekannten  Prälaten  von  Toaloase. 
Clavins  bemerkt  hierzu:  „Franciscus  Flussas  Candalla  vir  nohüissimus  ac 
doctis$imus  conatus  est  consiruere  iriangülum  Jsosceles  Habens  utrumvis  angulo- 
rum  aequalium  ad  bäsem  iriplum  reliqui  anguli,  ui  beneficio  ipsius  in  dato  circulo 
heptagonum  inscribatur.^*  Seine  Idee  ist  folgende:  Man  bilde  den  Sextanten 
MND  (Fig.  6),  ziehe  die  Sehne  ND  und  halbire  die  Höhe  JDO  in  P]  alsdann 
beschreibe  man  um  N  mit  PO  als  Radius  einen  Kreis,  welcher  den  ersten  in 
Q  trifft,  und  ziehe  NQ^  QM^  so  ist  MNQ  das  gleichschenklige  Dreieck,  in 
welchem 

7 
sein  soll.   Die  Rechnung  ergiebt,  da  im  Einheitskreise 

4 
ist: 

C059  =  4(l  +  l-^)  =  f|, 

und  hieraus 

9  =  25M'.30^    29  =  50«  3'; 

diese  Constraction  ist  somit  bei  Weitem  ungenauer,  als  alle  die,  welche  wir 
vorher  kennen  lernten.  Clav  ins  schliesst  mit  den  Worten:  „Paralogismos 
tum  Caroli  Mariani,  tum  Candallae^  quas  comtniUunt,  non  est  hujus  loci  mani- 
festare:  satis  nobis  esiy  indicasse  eos  non  recU  descripsisse  heptagonum  aequilate- 
rum,  ac  aequiangtilum,^* 

Die  von  der  ^,®eometria  beutfd^"  und  von  Dürer  angegebene  Regel  ist 
neuerdings  wieder  von  Plagge^)  als  scheinbar  neu  producirt  worden.  Der- 
selbe nennt  auch  noch  eine  zweite,  für  welche  er  zwar  mehrere  neuere 
Lehrbücher  als  Quellen  anführt,  ohne  jedoch  ihren  eigentlichen  Ursprung 
zu  erkennen.  Dieselbe  ist  nämlich  nur  ein  Specialfall  der  einst  so  berühm- 
ten Ren  ald  in 'sehen  General regel ,  auf  deren  Unzulänglichkeit  zuerst  von 
Jacob  Bernoulli^)  aufmerksam  gemacht  worden  ist. 

m. 

Für  die  Geschichte  der  Einen  Zirkelöffnung  hat  Curtze^^}  ein  wich- 
tiges, von  uns  in  der  Schwebe  gelassenes  Factum  nunmehr  als  unumstöss- 
lich  sicher  dargethan,  die  Thatsache  nämlich,  dass  die  Lösung  solcher  Auf- 


8)  Plagge,  Zwei  Näherangswerthe  für  die  Seite  des  regulären  Siebenecks  im 
Kreise,  Zeitschr.  f.  math.  u.  naturw.  Unterr«  4.  Bd.,  S.  356. 

9)  J,  ßernoulii,  Disputatio  tertia  de  seriebus  mfiniiis,  Basüeae  1696.  These. 
10)  C  ur t  z e ,  Bemerkungen  etc.,  S.  59. 
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gaben  in  dem  zwischen  Tartaglia  einer-  nnd  Cardan-Ferrari  ande* 
rerseito  ansgefochtenen  Problemdnell  eine  wichtige  Rolle  spielte.  Aas  der 
von  Cnrtze  wörtlich  angeführten  Originalstelle  der  „Cartelli"  geht  aber 
noch  weiter  die  für  nnsern  Zweck  besonders  wichtige  Erkenntniss  hervor, 
dass  bereits  Ferro  auf  diesem  Gebiete  mit  Erfolg  thfttig  war.  In  Betreff 
der  Art  und  Weise,  wie  die  Leistungen  des  Genannten  dem  Ferrari 
bekannt  wurden,  bemerkt  Gherardi^^:  „Woher  kannte  aber  Ferrari 
die  Existenz  dieser  specieilen  geometrischen  Untersuchungen  des  berfthm- 
ten  Mitbürgers?  Vielmehr  wie  konnte  er  sie  so  untersuchen,  dass  er  ein  so 
bestimmtes  lobendes  Urtheil  abgeben  konnte?  Waren  sie  etwa  in  demselben 
Werke  von  der  Hand  Ferro's,  das  Dalla  Nave  besass,  enthalten  oder 
in  einem  zweiten  Werke  desselben  Verfassers  separat  behandelt,  das  ebenso 
wi<^  das  erste,  Ferrari  und  Card  an  mitgetheilt  war?"  Persönlich  von 
Ferro  konnte  Cardan's  Schüler  jene  Notiz  wohl  nicht  gehabt  haben. 

Des  Altdorfer  Mathematikprofessors  Daniel  Schwenter  gedachten 
wir  bereits  früher  in  dieser  Angelegenheit;  derselbe  hat  aber  noch  mehr  darin 
zu  leisten  versucht,  als  wir  damals  glaubten,  und  es  wird  deshalb  hier  am  Platze 
sein,  unsere  frühere  Mittheilung  durch  einige  Auszüge  aus  seinem  Lehrbuche 
der  praktischen  Geometrie^^  zu  ergänzen.  Die  erste  hierher  gehörige  Aufgabe 
ist  diese") :  ..üJlit  unt>crru(ftem  Cirdtel,  aud  einem  für  gegebenen  ^unct,  einer  für 
gegebenen  Sini,  eine  parallel  sginie  guj teilen,  bo(^  baft  ber  6it<fel  fo  toeit  offen, 
bag  man  bamtt  aud  bem  ^unct  auff  bie  Sinl  geraum  teld^en  fönne."  Die  Lö- 
sung (Fig.  7)  ist  folgende:  „Witt  ijl  für  gegeben  bte  Stni  bc,  unb  ber  $unct  t, 
ber  Sirclel  aber  ifl  fo  koett  offen,  bag  id^  aui^  t  bamit  ind  t  reid^en  lan;  ma(^ 
alfo  aud  t  mit  folij^er  apertur  bie  jtoe^  3ci(^en  %t,  auff  bt,  unb  ben  Sogen  f, 
atfo  unt)erru(ft  fe^e  id^  ben  (Sirtfel  mit  einem  $ug  ind  r,  unb  mac^  aud^  ben 
©ogen  f,  in  f,  bcn^  »origen  burd^fd^neibenb,  unb  burc^  0f  eine  Sini;  biefe  toirb 
ber  Sini  bt  parallel  fein."    Diese  Construction  ist  offenbar  ganz  unrichtig; 

sie  würde  nur  dann  mit  der  Wahrheit  stimmen,  wenn  Laed=^---  wäre,  wie 

dies  denn  auch  wirklich  in  der  Figur  dargestellt  ist.  Es  ist  unbegreiflich, 
wie  ein  sonst  so  geschickter  Oeometer  in  eine  solche  Verirrung  fallen  konnte, 
um  so  mehr,  wo  doch  die  richtige  Verzeicbnung,  selbst  ohne  Zuhilfenahme 
des  vollständigen  Vierecks,  so  überaus  leicht  ist.  Allein  überhaupt  hatte 
er  hier  kein  Glück;  nicht  besser  geliugt  Schwenter  die  Lösung  der  Auf- 
gabe ^^):  „WX  uni»errttd(tem  Sitdel,  eine  iebe  Sini,  in  etli<!be  für  gegebene  it^eil 


11)  Gherardi,  Einige  Beiträiii:«  sur  Geschichte  der  mathematischea  Facultat 
der  alten  Universität  Bologna,  deutsch  von  Curtze,  Archiv  d.Math.  u.Phjs.  52.  Bd., 
S.  130. 

12)  Sehw9nter^  Oeameiriae  praeiicae  nwae  et  auetme  libri  IF',  Nürnberg 
MDCLXVn. 

13)  Ibid.  8.  53. 

14)  Ibid.  S.  73. 


Nachträge  sa  einer  frtthereii  Arbeit.  (119 

attdjtttl^eilen.''  Er  leitet  aeine  Betraehtaog  folgenderiaaesen  ein :  ,,0ardana8 
unb  Tartaglia ,  bie  aioeeit  f ürtrefftt^e  ÜR&nneT,  l^al^en  mit  bief«r  grage  etnanbet 
exerciret,  unb  ob  ii^  akoar  nid^t  etgentli^  totx^,  toit  fol(^ed  einer  ober  ber  anber 
aufgettfct,  toll  i(%  bo(%  folt^cg,  m^  meiner  SWeinung  ju  tjerri(ftten,  lehren," 

Ist  dann  ab  (Fig.  8)  die  vorläufig  nur  in  drei  gleiche  Theile  zu  theilende 
Strecke,  cd  die  constante  ZirkelöfiTnuug ,  so  mache  man  ae  =  bgs=icd  und 
errichte  über  ae  und  bg  nach  entgegengesetzten  Seiten  die  gleichseitigen 
Dreiecke  aef  und  bgp^  ferner  mache  man  auch  ai^^bq^cd.  Werden 
damit  die  (parallelen)  Geraden  fi  und  pq  gezogen,  so  schneiden  sie  die 
Strecke  ab  bezüglich  in  y  und  x  so,  dass 

ay:=syx^=iXb 
wird.    Der  Beweis  der  Unrichtigkeit  gestaltet  sich  sehr  einfach,  und  ganz 
ähnlich  lässt  sich  auch  der  allgemeine  Fall  einer  it-Theilung  erledigen. 

Späterhin  beschreibt  Schwenter  auch  die  D ü r e r ' sehe  Fünfeckscon- 
strnction,  über  deren  wahren  Charakter  er  sich  jedoch  ausnahmsweise  nicht 
täuscht^).  Dies  ist  für  uns  hier  besonders  von  Interesse  deshalb,  weil  dar- 
aus zwei  Jahrhunderte  später  ein  Liebhaber  der  Wissenschaft  seine  An- 
regung zu  eigener  erfolgreicher  Beschäftigung  mit  diesen  Gegenständen 
herleitete. 

Wir  meinen  hiermit  einen  mathematischen  Dilettanten,  Namens  Ber- 
net,  welcher  uns  sonst  durchaus  nicht  bekannt  ist.  In  dem  gelehrten  Brief- 
wechsel Lambert*s,  welchen  JeanBernoulli  edirthat,  findet  sich  auch 
ein  Schreiben  jenes  Herrn  an  seinen  berühmten  Landsmann ^^):  Er  bemühe 
sich  schon  lange,  durch  Behandlung  irgend  einer  schwierigeren  Aufgabe  der 
Wissenschaft  einen  kleinen  Dienst  zu  leisten,  und  glaube  jetzt  ein  passen- 
des Thema  gefunden  zu  haben,  „da  es  Schwenter  in  seinem  Buche,  die 
Geomeiria practica  betitelt,  meldet,  er  finde,  es  seje  ohnmöglich,  mit  unver- 
rücktem Circul  einen  Triangel  zu  beschreiben,  dessen  zween  Winkel  an  der 
Basis  doppelt  so  gross  als  der  dritte*^  Wo  diese  Stelle  bei  Schwenter 
sich  finden  soll,  konnten  wir  nicht  bestimmen;  es  will  uns  vielmehr  schei* 
nen,  als  habe  Bernet  etwas  zwischen  den  Zeilen  gelesen,  'um  seine  eigene 
Leistung  ein  wenig  höher  zu  schrauben.  Wie  dem  aber  auch  sei,  soviel 
wird  man  zugestehen  müssen ,  dass  seine  Lösung  die  eleganteste  der  gan- 
zen Periode  vor  Steiner  ist. 

Er  beschreibt  (Fig.  9)  einen  Kreis  ^^^,  zieht  einen  willkürlichen  Dia- 
meter BIC  und  errichtet  in  B  auf  jenem  senkrecht  BD^^BK.  Dann  wird 
D  mit  dem  Centrnm  E  durch  eine  Gerade  verbunden,  welche  die  Peripherie 
in  A  und  C  schneidet,  und  schliesslich  auf  CD  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
so  errichtet,  dass  CE^=^DH=^CA  wird  —  dies  ist  das  verlangte.    In  der 


15)  md.  8. 1Ö7. 

10)  Joh.  Heinr.  Lambert's  gelehrter  Briefwechsel,  2.  Band,  Berlin  1782. 
8.298. 
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That  ergiebt  sich,  wie  aaeh  Lambert^^)  auf  einem  dem  Briefe  beigelegten 
Papiereben  bemerkt  bat,  sofort  die  cbarakteristiBcbe  Proportion 

Eine  kleine  Schwierigkeit  ist  bier  allerdings  nocb  nicht  gehoben ,  nämlich 
die  Verzeichnung  des  Dreiecks  CDEy  doch  würde  dieselbe  sich  etwa  so 
bewerkstelligen  lassen:  Man  halbire  CD  in  M  und  beschreibe  über  CM  das 
gleichschenklige  Dreieck  CMN  mit  der  gegebenen  Zirkelöffnung,  verUngere 
hierauf  CiV  und  ziehe  durch  D  die  Gerade  DJ\\MNt  bis  sie  die  CN  in  H 
schneidet.  Die  fundamentalen  Constrnctionen  durfte  Herne t  natürlich  als 
bekannt  voraussetzen. 

Dies  sind  die  neuen  Documente,  zu  welchen  uns  wiederholte  Beschäf- 
tigung mit  der  Geschichte  dieses  Specialfaches  verbolfen  hat. 

München.  Dr.  Günther. 


17)  Ibid,  8.  300. 
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in  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale,  von  J.  Thomae. 

Seit  längerer  Zeit  u.  A.  damit  beschäftigt,  des  Genauesten  die  Ornnd* 
lagen  der  Integralrechnung  zu  studiren,  habe  ich  einige  meiner  Ergebnisse 
schon  in  Abhandtungen  veröfiPentlicbt,  und  gedenke  meine  Resultate  im  Zu- 
sammenhange in  einem  schon  einigemale  angekündigten  Werke  über  Con- 
Tergenz  und  Divergenz  niederzulegen. 

Meine  Untersuchungen  behandelten  die  Aufgabe,  ein  Princip  aufzu- 
stellen, auf  welches  man  in  einheitlich  durchgeführter  Weise  alle  Grund - 
lehren  der  Integralrechnung  gründen  könnte.  Es  war  erwünscht,  dazu  die 
allgemeine  Bedingung  der  Integrirbarkeit  verwenden  zu  können,  welche 
Biemann  zuerst  aufgestellt  hat,  und  deren  Nothwendigkeit  sieh  leicht 
einsehen  lässt.  Es  handelte  sich  zunächst  darum,  festzustellen,  ob  die 
Bedingung  sich  analytisch  zu  solchem  Gebrauch  eignete.  Dass  dies  glück- 
licherweise der  Fall  ist,  habe  ich  dadurch  gezeigt,  dass  ich  nacheinander 
alle  wichtigen  Grundsätze  der  Integralrechnung  der  einfachen  Integrale  auf 
jene  Bedingung  zurückführte*  und  ihr  auch  eine  wohl  nipht  überflüssige 
nene  und  erweiterte  Form  ertheilte  **,  Diese  Forschungen  dringen  schliess- 
lich bis  zu  dem  Satze  durch,  dass  eine  durch  eine  trigonometrische  Reihe 
darstellbare,  jener  Bedingung  genügende  Function  auch  durch  eine 
Fonrier^sche  Reihe  darstellbar  ist 

Es  muss  mir  im  Hinblick  auf  die  von  mir  beabsichtigte  Zusammenfas- 
sung meiner  Untersuchungen  über  die  angeführten  Gegenstände  natürlich 
von  grossem  Werthe  sein,  wenn  ein  so  guter  Mathematiker,  wie  Herr 
Thomae,  einzelne  Theile  ihres  Gebietes  schon  früher  einer  für  das  grös- 
sere mathematische  Publikum  bestimmten  Bearbeitung  unterwirft,  ^uch  aus 
deren  Mängeln,  wenn  sie  solche  enthält,  werde  ich  Vortheil  ziehen  können. 


*  Versuch  einer  Classification  der  willkürlichen  Functionen  etc.,  Horch.  Jonm. 
Bd.  7i>,  S.  21;  Allgemeine  Lehrsätie  etc.,  Bor  eh.  Jonm .  Bd.  79,  S.  38  Art.1;  üeber 
eine  veränderte  Form  der  Bedingung  für  die  Integrirbarkeit  der  Fnnctionen,  Borcb, 
Jonm.  Bd.  70,  8. 259;  Beweis,  dass  die  Coefficienten  etc.,  Abh.  d.k.  bayrischen  Akad. 
d.U.Cl.,Xn.Bd.,  8. 119. 

**  Die  vorstehend  citirte  Notes  Ueber  eine  veränderte  Form  etc. 


^ 
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Ueber  die  Art  und  Weise  aber,  wie  Herr  Thomae  in  seiner  Schrift 
meiner  Urheberschaft  verschiedener  Sätze  gerecht  oder  vielmehr  nicht 
gerecht  wird,  habe  ich  ernsten  Ornnd,  mich  zn  beklagen.  Ich  meine,  man 
muss  entweder  gar  nicht  citiren,  oder  so  vollständig,  däss  man  Missden- 
tnngen  nicht  ausgesetzt  ist.  Die  Bedaction  des  Herrn  Thomae  zeigt,  wie 
man  in  der  Beobachtung  jener  Vorschrift  nicht  aufmerksam  genug  sein 
kann,  denn  sie  lässt  allerdings  schwere  Missdentnngen  zu,  die  er  nicht  ent- 
fernt  beabsichtigt  hat.  Im  V<nrW<Mrt  sa^  ef ,  dtfss  die  Untersuchungen ,  auf 
denen  er  fusst,  theils  durch  die  Rie  man  nasche  Definition  des  bestimmten 
Integrals,  theils  durch  Mittheilungen  We ierstrass* scher  Schüler  aus  des- 
sen Vorlesungen  angeregt  wurden.  Alsdann  tbeilt  Herr  Thomae  veraehie- 
dene  Sätze  mit,. die  ich  schon  veröffentlicht  habe,  allerdings  mit  anderen 
Beweisen ,  und  erwähnt  meiner  Betheiligung  an  diesen  Untersuchungen  bei 
den  Hauptsätzen  nicht,  sondern  erst  spät  bei  einem  Corollarsatze  (S  35a). 
Hieraus  könnte  Jemand,  der  meine  Arbeiten  kennt  und  die  Thomae* sehe 
Schrift  liest,  schliessen,  dass  die  in  Rede  stehenden  Sätze  auf  Mittheilnngen 
Wei er strass' scher  Schüler  zurückzuführen  sind.  Nun  ist  aus  Weier- 
s  t r  a s  s '  sehen  Anregungen  schon  manches  Treffliche  hervorgegangen,  und  ich 
würde,  wenn  ich  mich  bei  den  in  Rede  stehenden  Arbeiten  auf  ihn  berufen 
könnte,  darin  die  wirksamste  Empfehlung  meiner  Publicatiooen  erblicken. 
Aber  da  in  meinen  gedruckten  Aufsätzen  von  Mittheilungen  seiner  Schüler 
keine  Erwähnung  geschieht,  so  müsste  mich  mein  literarisches  Gewissen  — 
und  ich  habe  eines  —  einer  Veruntreuung  geistigen  Gutes  bezichtigen,  wenn 
die  Behauptung  des  Herrn  Thomae,  soweit  sie  sich  auf  mich  beziehen  kann, 
wahr  wäre.  Mein  Gewissen  ist  aber  rein.  Ich  verdanke  Herrn  Wei  er  • 
strass  manche  wichtige  Begriffserweiterung,  habe  aber  nie  davon  gehört, 
dass  er  auf  die  obenerwähnten  Untersuchungen  bezügliche  Mittheilungen 
seinen  Schülern  gemacht  habe. 


Um  jetzt  auf  die  Schrift  selbst  näher  einzugehen ,  so  enthält  sie  vieles 
Gute,  und  namentlich  gewisse  Grundsätze  der  Functionentheorie  sind  durch 
directe  Einführung  dekadischer  Zahlen  hübsch  bewiesen.  Jene  folgerich- 
tige und  durchsichtige  Anordnung  des  Stoffes  nnd  der  Beweise,  in  der  sich 
die  eigentliche  Kunst  der  Darstellung  zeigt,  wird  nur  dem  gelingen  kön- 
nen ,  der  die  Schwierigkeiten  der  Autorschaft  in  den  aus  häufig  sehr  zarten 
Fragen  sich  aufbauenden  Urelementen  einer  Theorie  nicht  unterschätzt. 
Heben  wir  einige  Punkte  besonders  hervor. 

Erstens:  Unter  den  numerischen  Vorbegriffen  ziehe  ich  für  die  Exi- 
stenz der  von  mir  aufgestellten  Unbestimmtheitsgrenzen  ($  8)  auch  den  von 
mir  (Münch.  Abhandl.  Bd.  XII,  S.  125)  mitgetheilten  Beweis  vor. 

Ohne  sodann  über  die  Zweckmässigkeit  der  Einführung  eines  vorwärts 
und  eines  rückwärts  genommenen  Differentialquotienten  gegenüber  der  all- 


r 
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gemeinen  Form  —  rechten  zn  wollen,  gehe  ich  sofort  auf 

einige  Paukte  ein ,  die  den  Integralbegriff  anlangen. 

Nachdem  meine  Umformung,  die  znm  Zwecke  hat,  Sätze  der  Integral- 
rechnung, die  für  mit  Ausnahme  einzelner  Punkte  stetige  Functionen  gelten, 
auf  nur  integrirbare  zu  übertragen  (Borch.  Jonm.  Bd.  79,  S.  41  flgg.«  Mflneh. 
Abb.  Bd.  XII,  8.  129flgg.),  in  S  15  in  anwesentlich  geänderter  Form  ein- 
geführt ,  wendet  sich  der  Verfasser  zum  Beweis  des  Hauptsatzes ,  dass  (in 
meinen  Bezeichnungen)  6  —  a  s=  j,  -|-  ^t  +  •  •  •  ^n  gesetzt  und ,  unter  tfp  die 
grösste  Werthdifferenz  der  Function  f{x)  im  Intervall  hp  verstanden ,  der 
Werth  des  lim  £8pf{a  +  6t  +  dt  +  ...edp)j  0<6<1,  dann  unabhängig 

11  =  00 

von  der  Art  ist ,  wie  die  i  verschwinden ,  wenn  lim  Eip  0p  «=  0  ist.    Üeber 


1I=0B 


die  Methoden ,  diesen  Beweis  zu  führen ,  habe  ich  Einiges  zu  bemerken. 

Ich  kenne  deren  zwei.  Nach  der  einen  denkt  man  sich  bei  zwei  zu 
vergleichenden  Eintheilungen  des  Intervalles  6— a,  die  ich  mit  j|,  j,,  ... 
und  ^i »  ^t«  •'•  bezeichnen  will,  zunächst  die  Anzahl  der  i  und  tf  ins  Un- 
begrenzte zunehmend,  mithin  diese  selbst  abnehmend.  Man  vergleicht  dann 
die  Eintheilungen  i  und  if  mit  einer  dritten  z^i-|-'^i  +  «*m  bei  der  das 
kleinste  ^  ausserordentlich  viel  grösser  als  das  grösste  der  ^,  9^  angenom- 
men wird.  Indem  man  die  Intervalle  /l  bis  auf  die  unvermeidlichen  Diffe- 
renzen, deren  Einflusslosigkeit  schliesslich  nachgewiesen  werden  muss,  aus 
den  Intervallen  6  und  d'  zusammensetzt,  ergiebt  sich  durch  leichte  Umfor- 
mongen  der  Satz. 

Der  andere  Beweis,  den  ich  in  einem  vor  einigen  Semestern  in  Frei- 
bürg  gehaltenen  Colleg  begonnen,  aber  nicht  ganz  durchgeführt  habe,  weil 
ich  unvermuthet  auf  Schwierigkeiten  stiess  (ich  habe  mich  eben  erst  später 
völlig  davon  überzeugt,  dass  die  Riemann*sche  Bedingung  zur  analyti- 
schen Grundlage  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  sich  eignet),  dieser 
andere  Beweis  geht  in  seinem  Grundgedanken  von  den  nicht  integrirbaren 
Functionen  aus,  und  zwar  von  folgendem  Satze:  Wenn  f{x)  irgend 
eine  voraussetznngslose  Fu-nction  vorstellt,  und  man  be- 
zeichnet mit  gp  und  kp  ihren  grössten  und  kleinsten  Werth  in 
einem  Theilintervall  dp  des  Intervalls  6  — a,  so  sind  die  Gros- 

n  n 

sen  lim   ^  9p9py  l*^  ^^dpAfp  der  Function  eigenthümliche,  von 

der  Art  des  Nutlwerdens  der  h  unabhängige  Grössen.  Wenn 
die  ip  in  der  Weise  abnehmen,  dass  die  Theilpunkte  jeder  vorhergehenden 
Eintheilung  von  b — a  in  Partialintervalle  unter  denen  jeder  folgenden  ent- 

n 

halten  sind,  so  ist  klar,  dass  z.  B.   ^^ 9p9p  sich  nirgends  wachsend  einer 


'•:? 
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eDBfl  nXhern  mass.     Nan  ist  noch  ein  doppelter  Nachweis  so 

ens,  dass  dieselbe  Orenze  fUr  jede  Annahme  Über  die  f^  erreicht 
in  diese  in  der  Weise  abnehmen,  dass  die  frfiheren  Theilpnnkta 
[  den  spStereo  bei  Abnahme  der  j  sich  befinden,  aweitens,  dass 
laseetznng  aafgegeben  werden  darf,  d,  h.  daas  für  eine  beding- 
Abnahme  der  S  (bei  der  sie  z.  B.  periodisch  in  einaelnen  Strecken 
'alls  wieder  zanehmen  können)  dieselbe  Grenze  erreicht  wird, 
len  Punkte  lassen  sich  dnrch  eine  Schlnssform  erledigen,  v 
denkt  sich  zwei  verschiedene  Ein  th  ei  langen  8„  S,,  ...}  f,,  d*,,  ... 

Arten  i  schon  so  klein,  dass  die  Somme  SS^g^,  Slfpg'p  nm  ein 
Lletnea  von  ihren  Grensea  G,  G'  entfernt  sind ;  aber  man  nimmt 
e  i'  ausser  ordentlich  viel  kleiner  an,  als  das  kleinste  i.    Alsdann 

nachweisen,  dass  man  zn  den  Theilpnnkten  der  i"  noch  die  Tbeil- 
r  i  mit  den  dadurch  neu  hinzukommenden  Intervallen  fügen  kann, 
dies  einen  andern  als  verschwindenden  Einfiuss  übte,  so  dass  die 
lg  6'  als  eine  Fortsetzung  der  Eintheilung  8  mit  Einreibung  der 
rheilpnukte  anter  die  späteren  angesehen  werden  kann.  Somit 
G=G'.  Nun  werde  eine  Eintheilung  6  betrachtet,  bei  der  die  Ab- 
r  d  an  keine  Bedingung  geknüpft  ist.  Wenn  die  i  schliesslich 
Verden,  wird  es  Anzahlen  n,,  n,,  ...  der  8  geben,  der  Art,  dass 
kleinste  der  n,8  ungemessen  viel  grösser  als  das  giösste  der  n,d 
inn  wird  man  die  Theilpnnkte  der  n,  8  und  die  dadurch  entstehen- 
ralle  ohne  Eiofless  übenden  Fehler  au  den  Theilpunkten  und 
1  der  n,  j  fUgen  dürfen,  und  wird  somit  diesen  Fall  auf  den  von- 
rt  haben,  wo  die  Theilpnnkte  der  früheren  Eintheilangen  so  denen 
en  gehören.  Somit  kann  auch  dem  zweiten  Beweisv erfahren  volle 
lit  gegeben  werden. 

ch  nSmlich  alle  diese  SStze  von  vornherein  grosser  innerer  Wahr- 
leit  erfreuen,  so  kann  Verdienst  und  Knnst  des  MathematikerB 
>arlegnng  doch  wohl  nur  darin  bestehen,  dass  er  wirklich  arith> 

genaue  Beweise  ersinnt,   die  keine  durch  die  geometrische 
ie  des  Lesers  auBzufüllenden  Lücken  offen  lassen. 
Bweite  Beweiaverfahren  ist  erheblich  ISnger  als  das  erste,  allein 

Vorzug,  uns  zu  neuen  Begriffsfestsetzungen  betreffs  der  voraus- 
Ben  Functionen,  welche  die  Bedingung  der  In legrir barkeit  nicht 
iD  verhelfen.    Es  sei  fix)  eine  solche  Function,  so  sind  also  die 

>?pi  '"''  //'''*'  ''^'"'  ^6p  =  x—a  ist,  feste  GrSasen,  also 

1  von  X,  die  man  mit  G(x),  K(s)  bezeichnen  kann,  und  zwar  sind 
stionen,  wie  leicht  zu  sehen,  stetig.  Es  wird  also  jede  beliebige 
nf  Ihrem  vorausselzungslosen  Gange  von  zwei  ihr  eigentb  Hm  liehen 


r 
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stetigen  Functionen  begleitet.  Wenn  man  mit  einer  nicht  integrirbaren  Func- 
tion fix)  daa  Integral  /im 2:dy/*(a+*, +«,+  ...  e*p),  0<©^1,  bildet,  so 
wird  es  unbestimmt,  und  zwar  werden  die  Unbestimmtheitsgrenzen  von 
dem  Gesetze  der  Abnahme  der  i  abhängen,  so  dass  für  verschiedene 
Gesetze  die  Unbestimmtheitsgrenzen  des  Integrals  selbst  unbestimmt  sind. 
Die  Functionen  G(x)^  ^{^)  sii^d  nun  die  Unbestimmtheitsgrenzen  der  Un- 
bestimmtheitsgrenzen des  Integrals  1  f{x)d(x). 

Ich  habe  mich  viel  mit  diesen  Functionen  beschäftigt,  die  für  mich  ein 
ausserordentliches  Interesse  haben.  Namentlich  habe  ich  untersucht,  von 
welchen  integrablen  Functionen,  wenn  eine  voraussetzungslose  Function 
vorliegt,  G  (x) ,  K(x)  die  Integrale  sind ;  dann  habe  ich  die  Darstellung  von 
G{x)  und  IC{x)  nach  den  Principien  der  Notiz  (Borch.  Journ.  Bd.  79,  8*250) 
durchgeführt  und  endlich  Beispiele  betrachtet.  Ich  werde  meine  Resultate 
deiner  Zeit  mittheilen. 

Ich  habe  (Borch.  Journ.  Bd.  79,  S.  22)  den  Definitionssatz  des  bestimm- 
ten Integrals  nach  dem  ersten  Verfahren  bewiesen,  weil  es  das  kürzere  war 
und  die  Nebenfragen  bei  dem  zweiten  Verfahren  noch  nicht  erledigt  sind. 
Herr  Thomae  hat  den  zweiten  Weg  eingeschlagen,*  allein  es  fehlt  der 
Nachweis,  dass  man  die  Abnahmeform  der  d,  wobei  die  früheren  Theil- 
punkte  sich  unter  den  späteren  finden  müssen,  durch  eine  beliebige  ersetzen 
kann«  Die  Consequenzen  in  Bezug  auf  voraussetzungslose  Functionen,  zu 
ergeben,  war  der  Qang  seiner  Betrachtungen  nicht  angethan,  der  im  Gegen- 
satz zu  dem  meinigen  bei  den  stetigen  Functionen  beginnt,  während  ich  in 
der  Abhandlung  „Versuch  etc.^'  von  der  Function  ohne  Beschränkungen 
ausgehe,  um  nach  und  nach  immer  grössere  Beschränkungen  einzuführen. 

Die  äussere  Anordnung  seines  Beweises  anlangend ,  so  ist  Folgendes 
nicht  recht  klar.   Er  will  vom  Limes  der  Summe 

•0 

zeigen,  dass  er  erstens  von  der  Wahl  der  £,  zweitens  von  der  Wahl  der  Theil- 
punktefli,  At«  •••  unabhängig  ist,  wenn  der  Limes  der  Summe  ^iO/t^t-Ofi^iGß-gn) 
Null  ist,  in  der  die  Differenzen  a/u+i^a^  ^fi—Qpt  positiv  sind.  Versteht  sich 
die  Unabhängigkeit  von  den|,  deren  Nachweis  erst  nach  anderthalb  Seiten  fer- 
tig ist,  unter  solchen  Umständen  nicht  von  selbst,  da  man  doch  stets  einen  mitt- 

11— 1 
leren  Werth  der  £  von  der  Summe  ^JSf*(ö/ti-f  i— «/uH^M— ö'/»)  nahmen  kann? 

Die  zweite  Anmerkung  S.  17  über  die  Fanctionen  ohne  Differential- 
quotienten ist  —  Herr  Thomae  nehme  mir  das  nicht  übel  —  eine  seltsame 
Lesefrucht«  Ich  habe  (Borch.  Journ.  Bd. 79,  S.  27 flgg.)  ungefähr  das  Gegen- 
theil  gesagt. 

Uitt.-Ut.  AbUüg.  d.  ZeiiHcliT.  f.  Math.  a.  Phyt.,  XX,  6.  10 


1 26  Historiscli  -  Itterarisehe  Abtheiinng. 

Den  zweiten  Hittelwertbsats  anlangend ,  so  hatte 

sicbtlicben  Beweis  des  Herrn  Q.  F.  Meyer  dabin  ergS 

tion  anter  dem  Integral eai eben  nnr  die  Tntegrirbarkeit  i 

Jonrn.  Bd.  79,  S.  43,  Anm.).  Wenn  weiter  Herr  Thom 

6  £4 

ßix)  vM  dx  =  na)J<pix)  dx  +  mß{x)  Ä; 

a  a  i 

im  Falle  f{a)  von  /"(b+O),  f{b)  von  f{b—<i)  verschieden 
nnd  fib)  geschrieben  wissen  will,  so  ist  sn  bemerken,  da 
and  f(b—0)  darin  einsetzen  darf.  Der  genaue  8atz  1 
stehender  Formel  statt  f{a)  ii^nd  ein  Werth  ^f[a+t 
ein  andererWertb  >/'(&— 0)  stehen  darf,  ohne  dass|  dt 
verllUst.   Das  Integral  links  bleibt  dabei  nnverSndert. 

Was  femer  die  Differentiation  unter  dem  Integra 
hat  man  hier  sweierlei  aoseinander  sn  halten.  Hau 
allgemein  cn  reden,  d.  t,  für  continnirlicb  sich  folgende 

und  dann :  Findet  diese  Beziehung  für  besondere  Wei 

nicht  statt?    Die  letitere  Frage  scheint  mir  indessen 

Capitfll  an  gehfiren.  Denn  da  es  sich  um  die  Vergleichn 

6  h 

Ihn    lda^(ii,t)  anä    ldtttp{tt,0) 

handelt,  wo  im  vorliegenden  Falle  <p(tt,  »)  = 

man  es  überhaupt  mit  Grenzwerthen  von  Integralen  fS 
eines  Parameters  zn  thnn,  eine  der  feinsten  nnd  schwi 
Analysis*.  Diese  Funkte  werden  in  der  besprochene! 
auseinander  gehalten. 

b 
Betreffs  der  Differentiation  des  Integrals   idttf(. 

Werth«  von  |3  hat  man,  wenn  f{u,^  zwischen  den  Q 


*  Wenn  fQr  einzelne  Werthe  von  a  die  FnnctiDn  qi  nnen 
nnaXhlii^e  B«Upie1e  dafür,  Aaaa  die  Torsteheuden  beiden  Oreni 
■•in  brauchen.    Dl«  Schwierigkeiten  liegen  in  der  Annahme , 
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tion  als  sein  Zeichen  nicht  wechselnd  angenommen  wird ,  und  für  beliebige 
incL  nnendliebe)  Werthe  der  Grensen  die  Regel:  Die  Differentiation  anter 
dem  Integralzeichen  ist  gestattet  in  einem  Intervall  von  y,  in  welchem, 

b 

f{x^y)tss. — y  ^^'  gesetzt ,  das  Integral  Idxf^a^ß)  absolut  convergent  ist 

a 

and  die  Grfisse  f(x,y+B) 

nx,y) 
der  Einheit  sich  nähert,  wie  man  anch  gleichzeitig  s  verschwinden  lassen 
and  X  zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  hin  and  her  bewegen  möge. 

Wenn  aber  die  Fanction  /(x^y)  zwischen  den  Grenzen  der  Integration 
ihr  Zeichen  in  der  Weise  wechselt,  dass  dieses  Zeichenwechseln  dorch 
eine  hinzaaddirte  Fanction  nicht  beseitigt  werden  kann,  so  behaupte  ich 
gegen  Herrn  Thomae  (8*29),  dass  es  allerdings  Methoden  giebt,  mit  deren 
Hilfe  man  in  sehr  vielen  Fällen  die  Integrale  in  solche,  die  anter  dem  Inte- 
gralzeichen differentiirbar  sind ,  überführen  kann  (Borch.  Joum«  Bd.  79, 
8.82,  Anm*).  Im  Ganzen  steht  aber  allerdings  die  8ache  so:  Wenn  man 
von  den  in  endlicher  Form  ans  algebraischen,  logarithmischen,  periodisphen 
Fanctionen,  aas  Thetas,  Gammas  n.  s.  f.  zasammengesetzten  Functionen 
absieht,  so  können  wir  nur  äusserst  wenige  Functionen  differentiiren ,  und 
jene  Functionen  sind  doch  kaum  8trandwasser  des  unendlichen  Functionen- 
meeres  zu  nennen.  Von  den  Functionen,  die  nicht  differentiirbar  sind,  weil 
sie  keinen  Differentialquotienten  haben ,  gar  nicht  zu  reden ,  so  ist  es  eine 
seltene  Ausnahme,  wenn  man  eine  durch  eine  Reihe  oder  ein  bestimmtes 
Integral  gegebene  Function  differentiiren  kann.   Welches  ist  z.  B.  der  Dif- 


ferentialquotient  von   I  dx — ^  ,    ,     nachar?  Ich  vermuthe,  dass  die Func- 

0 

tionentheorie  hier  aushelfen  wird,  indem  sie  lehren  wird,  die  zu  einer  Func- 
tion mit  complexem  Argumente  ergänzte  Function  sammt  ihren  Differen- 
tialquotienten  durch  Grenzbedingongen  zu  bestimmen. 

Bei  Gelegenheit  der  Convergenz  der  Integrale  wird  deren  bedingte  Con- 
vergenz  nicht  deutlich  erklärt.  Weil  aber  das  Rie  mann 'sehe  Beispiel  eines 
convergenten  Integrals  einer  Function,  die  unendlich  wird,  angeführt  ist,  in 
welchem  Beispiele  die  Convergenz  auf  dem  Zeichenwechseln  beruht,  so  will 
ich  hier  ein  Beispiel  mittheilen  einer  Function,  die  ohne  Zeichenwechsel 
dasselbe  leistet«  Ich  beweise  die  Convergenz  des  Integrals 

dw  sinfw  ^+«»»* 


a 
Die  Hazima  der  Fanction  unter  dem  Integralzeichen  liegen  in  der  Curve 
pmaar^e^^  die  Minima  in  der  49-Aze«   Man  setze 

10» 


■f:      ••       < 


k'     1 


f.  f 
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VX"^V^/<i/V^.^VN/X^/S/\0<^.»%^^  • 


1  +  ^  (C<0t«_i)  ^+«M*  ^;p 


da:  a:  +  ^  (e«^»*  —  l)     [«  +  c*  (e«"  '  —  1)]*     [«  +  ^  (^*"  —  OP 
und  bilde 

00  _qo  _qo 


=  Z7— F 


i^:x'  a  a  <i 


Das  erste  Integral  rechts  ist  convergent,  weil  U  nicht  nnendlich  wird.  Dem 
zweiten  gebe  ich  die  Form 

ar    äx  J         ox  \  xr  /  J         ax 

a  a  a 

wodurch  auch  dessen  Convergenz  einlenchtet. 

In  der  Anmerkung  zu  8.  25  sagt  Herr  Thomae^  wir  Beide,  Herr 
Worpitzky  and  ich,  hätten  uns  mit  der  Frage  beschäftigt,  ob  es  nicht 
eine  Function  '^{x)  gebe,  welche  die  Grenze  zwischen  Convergenz  und 
Divergenz  bildete.    Eins  von  Beidem,  convergent  oder  divergent,  mtisste 

das  Integral  p 

jHf(x)dx 

doch  sein.  Nun,  für  Reihen  geht  aus  der  bekannten,  gegen  Olivier 
gerichteten  Note  von  Abel  hervor,  dass  es  nicht  divergent  sein  kann. 
Aus  dem  Satze,  dass,  unter  R  den  Rest  der  Reihe  t<i  +  t^'f'-*«  verstanden, 

die  Reihe  mit  dem  Gliede  "^  >. f^^l «  convergent  ist  (Borch.  Journ.  Bd.  76, 

S.  85)  folgt  zweitens ,  dass  das  Integral  nicht  convergent  sein  kann.  So 
verhält  sich  die  Sache.  Was  ich  an  der  von  Herrn  Thomae  erwähnten 
Stelle  bewiesen  habe,  ist  etwas  Anderes.  Und  Herr  Worpitzky  hat  nicht 
die  Priorität  des  dadurch  widerlegten  Irrthums,  sondern  Herr  0.  Bonn  et. 

Auf  die  Behandlung  der  Doppelintegrale  in  der  Schrift  des  Herrn 
Thomae  gehe  ich  hier  nicht  ein ,  weil  ich  nächstens  darüber  einige  selbst- 
ständige Mittheilnngen  zu  machen  haben  werde. 

Ich  möchte  zum  Schlüsse  dieser  Kritik  nur  der  Bemerkung  gedenken, 
die  Herr  Thomae  am  Schlüsse  seiner  Schrift  meinem  Beweise  des  Funda- 
mentalsatzes der  Integralrechnung  (Münchener  Abhandlungen  XII,  45)  wid- 
met. Er  sagt ,  ich  beweise  den  bei  ihm  in  S  23  enthaltenen  Satz.  Wenn  er 
vielmehr  gesagt  hätte,  dass  das,  was  in  seinem  S  23  enthalten  ist,  sich  im 
Wesentlichen  schon  in  meinem  Aufsatze  „Versuch  etc."  (Borch.  Journ. 
Bd.  79,  S.  33)  findet,  so  würde  dagegen  wenig  einzuwenden  sein.  Im  üebri- 
gen  hat  er  sich  seither  vielleicht  selbst  schon  klar  gemacht,  dass  ich  an  der 
betroiTenden  Stelle  etwas  ganz  Anderes  behaupte  und  beweise,  als  sich  aus 
seinem  §  23  folgern  lässt.    Oder  sind  zwei  Functionen  nothwendig  bis  auf 
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eine  Constante  identisch ,  wenn  sie  denselben  Differentialqnotienten  nicht 
durchweg  besitzen,  sondern  nur  in  Punkten,  die  in  jedem  kleinsten  Intervall 
ihrer  Variabein  vorkommen?* 

Tübingen,  10.  Juni  1875.  Paul  du  Bois - Hbtmokd. 


Die  trigenometrisehe  Pnnktbeitimmnng  im  Hetauuchlnss.  Mit  besonderer 
Rücksicht  auf  eine  rationelle  Eehlerausgleichung.  Von  Dr.  J.  H. 
Fbankb,  Trigonometer  und  Abtheilungsvorstand  am  königl.  bayr. 
Katasterbureau.  München  1875.  Verlag  von  Jul.  Orubert.  VIII  und 
69  Seiten  in  8^ 

Diese  Schrift  bildet  in  mancher  Hinsicht  eine  Ergänzung  zu  dem  Werke 
desselben  Verfassers  über  die  Dreiecksnetze  vierter  Ordnung  (München 
1871)  und  soll,  wie  die  Einleitung  versichert,  in  möglichster  Kürze,  ohne 
umfangreiche  theoretische  Entwickelungen ,  vielmehr  in  wesentlich  popu- 
lärer Weise  ihr  Thema  abhandeln.  Dies  ganz  zu  erreichen,  ist  nicht  leicht, 
namentlich  bei  einem  so  delicaten  Gegenstande ,  wie  der  Frage  nach  aus- 
reichenden Näherungsmethoden  zur  Berechnung  eingeschalteter  Punkte  bei 
überschüssigen  Winkelmessuugen.  Das  Gefühl,  dass  jede  Lösung  nur  einen 
mehr  oder  weniger  subjectiven  Werth  hat,  veranlasst  leicht  zu  de^  Fehler, 
in  viele  unnöthige,  oft  wiederholende  Worte  zu  verfallen,  um  dem  Wider- 
spruch gleich  von  vornherein  zu  begegnen.  Auch  dem  Verfasser  vorliegen- 
der Schrift  ist  dies  passirt  und  die  klare  Kürze  hat  darunter  sehr  gelitten ; 
ist  doch  u.  A.  eine  einfache  Entwickelung ,  die  auf  zwei  Seiten  bequem 
Platz  finden  konnte ,  auf  S.  24  bis  37  in  einzelnen  Brocken  zusammenzu- 
buchen.  Mit  den  philosophischen  Excursen  der  Schrift,  die  namentlich  in 
einem  Princip  des  kleinsten  absoluten  Zwanges  gipfeln,  ans  zu  befreunden, 
dünkt  uns  nun  ganz  unmöglich  und  ist  auch  in  Ansehung  des  Hauptthemas 
ganz  überflüssig,  weil  der  Zusammenhang  damit  kein  innerer  geworden, 
sondern  nur  ein  rein  localer  geblieben  ist,  was  wirklich  dem  Verfasser 
ganz  entgangen  sein  muss. 

Für  das  Po thenot*sche  Problem,  welches  unter  den  Einschaltungs- 
methoden nach  der  Theorie  und  in  Uebereinstimmung  mit  den  Erfahrungen 
des  Verfassers  einen  hervorragenden  Platz  einnimmt,  giebt  die  Schrift  fol- 
gende Ausgleichungsmethode. 

Zuerst  Berechnung  scharfer  Näherungscoordinaten  x  undy  des  gesuchten 
Punktes  aus  den  geeignetsten  drei  Visuren ;  sodann  Berechnung  der  den  n 
beobachteten  Richtungen    entsprechenden  Richtungswinkel  ^i  ...  ^n  mit 


*  Dem  möchte  u«  A.  sein  eigenes  Beispiel  (§  38)  einer  Function,  deren  Diffe- 
rentialqnotieiit  in  jedem  kleinsten  Intenrall  einmal  unendlich  wird,  widersprechen, 
da  er  sie  nur  nmiuk ehren  braucht,  um  eine  Function  su  haben,  deren  Differential- 
quotient in  jedem  kleinsten  Intervall  einmal  verschwindet,  ohne  constant  zu  sein. 
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Hilfe  von  x  und  y.  Ist  nnn  o<  die  sn  q>i  gehörende  Beobachtung  (tssl ...»), 
so  wird  die  Differene  ,      ...      v 

bei  geeigneter  Wahl  der  Grösse  i  (die  man  aber  nicht  geradezu»  wie  in  der 
Schrift,  als  Unsicherheit  der  Anfangsrichtung  einführen  darf)  eine  kleine 
Grösse  Vi  sein.   Setzt  man 

und  ist  Ti  die  Entfernung  des  t^^'^  Fizpunktes  von  (a?,y),  so  wird  jetzt 

gesetzt,  wobei  die  eckige  Klamnier  in  bekannter  Weise  die  Summirung  an- 
deutet und  die  Gewichte  der  Bichtungsbeobachtungen  o,*  proportional  den 
Entfernungen  r^  angenommen  worden  sind«   Mittelst  der  Formeln 

•"^206265' 

denkt  sich  Verfasser  gewissermassen  n  Orte  des  gesuchten  Punktes  her- 
gestellt und  setzt  endlich  dessen  definitive  Coordinaten  or+l»  y+^  gleich 

""^^  ^W'    ' — ^'    - 

^^^ — W    '    ^i  • 

Eigentlich  bat  der  Verfasser  die  Absicht,  die  Summe  der  in  ihre  Gewichte 
r,-  multiplicirten  Quadrate  der  Richtungsverbesserungen  dq>i  zu  einem  Mini- 
mum zu  machen ,  wenn  gesetzt  wird 

Da  aber  eine  Ausgleichung  mit  zwei  Unbekannten  vermieden  werden  soll, 
so  wird  für  jeden  der  zwei  Theile  von  ef^i,  also  für  die  partiellen  Aende- 
rungen  von  q>i  nach  x^  resp.  y,  das  Minimum  separat  erzielt. 

Betrachtet  man  sich  nun  diese  neue  Methode  der  Ausgleichung  nXher, 
so  wird  man,  meinen  wir,  ihre  Wichtigkeit  nicht  der  Art  ihrer  Einführung 
Seiten  des  Verfassers  entsprechend  finden.  Vortheilhaft  fXUt  nur  die  Be- 
rücksichtigung der  Entfernung  bei  der  Gewichtsbestimmung  der  Bichtungs- 
beobachtungen mittelst  einer  ganz  brauchbaren  Annftherungsformel  (wie  oben 
angegeben)  auf;  im  Uebrigen  unterscheidet  sich  die  Methode  gar  nicht 
erheblich  von  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  wenn  man  da  bei  der 
Annäherung  in  der  successiven  Auflösung  der  Normalgleichungen  stehen 
ersten  bleibt.   Dies  kurz  zu  zeigen ,  sei  uns  noch  vergönnt. 

Versteht  man  unter  — u  eine  Verbesserung  des  oben  angegebenen 
2;-Werthes,  so  fordert  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  Ermittelung 
von  ti,  I  und  i|  aus  den  Formeln 
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r.**«^  >^.*»-^^-^^   Z-^'-*-  ^  ^--^•.^-'--^.^.^»^■»^S.^»^.^.*^^  ^^s-^^^^^  >■-*"   "-^  /»•••^•>"^^-' 


and  in  erster  Annäherung  ist  hiemach 

^  «      "T  206205  'L    r    J'     '^  206265     L    r     J' 

während  des  Verfaasere  Formeln  nach  einiger  Bednotion  ergeben 

'^  ^"""^   206265      ["T"]'     ''""         206265    '  L    r    J 

Zeigt  die  Vergleichnng  beider  Systeme  einerseits,  dass  die  Formeln  2)  wohl 
eine  branchbare,  ja  sogar  starke  Annfthernng  geben  können  (was  überdies 
an  vielen  Beispielen  nachgewiesen  wird),  so  hat  1)  doch  den  Vorzug,  dass 
man  ans  der  Lage  der  Pnnkte  hier  leicht  den  Grad  der  Annäherung 
benriheilen  kann.  Ist  dieselbe  ganz  symmetrisch ,  so  ist  das  System  i)  eine 
strenge  Auflösung,  System  2)  aber  nicht!  Was  Verfasser  gegen  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  sagt,  trifft  überdies  Alles  ebenso  sehr  seine  Aus- 
gleichungsmethode ,  macht  aber  ausserdem  den  Eindruck ,  als  sei  ihm  die 
von  so  vielen  Mathematikern  behandelte  allgemeine  Bedeutung  jener  Me- 
thode als  vortreffliches  Interpolationsmittel  wenig  bekannt  worden. 

Nächst  dem  Po thenot'schen  Problem  werden  auch  die Einschaltuogs- 
verfahren  durch  Dreiecke  und  Dreiecksnetze,  sowie  mittelst  gestreckter 
polygonaler  Seitenzttge  besprochen  und  genäherte  Ausgleichungsmethoden 
angegeben.  Auch  hier  scheint  uns  Verfasser  nicht  glücklich ,  jedoch  wollen 
wir  uns  gern  bescheiden ,  dass  dies  nur  eine  ganz  subjective  Ansicht  ist. 
Doch  erwähnen  wir,  dass  bei  Einschaltnng  durch  Dreiecke  ebenfalls  die 
Coordinatenausgleichung  in  erster  Annäherung  besondere  Beachtung  ver- 
dient, zum  Theil  schon  ans  dem  Grunde  der  Conformität  mit  dem  vorhin 
erledigten  Falle. 

Vielen  Werih  legt  Verfasser  auf  graphische  Berechnungen  mit- 
tels Curventafeln.  Gleich  im  Eingange  der  Schrift  giebt  er  eine  Aus. 
einandersetzung  über  die  graphische  Auswerthung  der  Correctionsglieder 
an  sphärischen  rechtwinkligen  Coordinaten  wegen  der  Kugelgestalt  der 
Erde,  wozu  nur  gerade  eine  Figur  fehlt.  Wirklich  verdient  die  Anwendung 
des  graphischen  Verfahrens  auf  viele  Theile  der  Geodäsie  die  allgemeine 
Aufmerksamkeit  der  Fachmänner;  es  wurde  dasselbe  auch  schon  früher  von 
Vo  g  1  e  r  und  Löwe  mit  Vortheil  zur  Berechnung  von  Neigungscorrectionen 
bei  dem  bayerischen  Präcisionsnivellement  angewandt*. 

Aachen,  1.  Juni  1875.  Prof.  Helmkbt. 


^  Das  baysrische  PräoisioniniTeUement,  yon  C.  M.  Bauer of ein d.   1875.  S.5 
und  Sil 
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der  Meteorologie.  Die  Lehre  tou  Wind  uuä  Wetter  nach  den 
esten  ForschnDgen  ^meiafuslicb  dargestellt  von  H.  Uoaa,  Pio- 
or  der  Meteorologie  an  der  UoiversitSt  zn  Christiania,  Director 
k.  norwegischen  meteorologischen  Institnls.  Dentscbe  Original- 
;Bbe.  Hit  24  Karten  nnd  86  Holzschnitten.  Berlin,  Verlag  von 
trieb  Reimer.   I87B.   6  Mb. 

tich  nnr  einigermassen  eingebend  mit  dem  Studium  der  Heteoro- 
[Iglich  der  neueren  Zeit,  beschäftigt  hat,  dem  ist  gewiss  Profesaor 

einer  der  bedentendsten  MSoner  dieser  Wissenschaft  bekannt. 
1  dnrch  anermUdliche  scharfsinnige  Forschnogen  hat  sich  derselbe 
tsenschaft  grosse  Verdienste  erworben,  sondern  auch  dnrch  prak< 
wertbnng  seiner  Arbeiten  Diejenigen  nnterstUtit,  welche,  der 
r  BeschSftignng  nach,  aaf  Beobachtung  der  WettärTeiSn  de  rangen 
n  sind,  wie  dies  z.  B.  mit  den  Seeleuten  der  Fall  ist.  Bei  der 
l  des  vorliegenden  Werkes  leitete  den  Verfasser  die  Absicht,  die 
I  Besultate  der  meteorologi sehen  Forschuogen ,  wie  sie  jetzt  vor- 

allgemein  verstSudlicher  Weise  darzustellen  nnd  den  Leser  in 

zu  setaen,  selbstäudig  zuverlässige  Beobachtngeu  ansastelleD 
ren  Ergebniss  Nutzen  fBr  sich  nud  Andere  zu  ziehen.  Dass  dem 
lie  Abfassung  seines  Buches  in  diesem  Sinne  vollständig  gelungen 
t  die  Vorrede ,  welche  von  dem  rtthmlichBt  bekannten  Hjrdrogra- 
rer  deutschen  Kfarine,  Dr.  Henmayer,  berrUhrt.  Id  der  Tfaat 
las  Werk  die  Empfehlung  einer  so  gewichtigen  Autorität  um  so 
lie  deutsche  Literatur  auf  dem  nautisch  meteorologischen  Gebiete 

aufzuweisen  hat,  welches  in  so  leicht  verständlicher,  zwar  kur- 
och  umfassender  Weise  diese  Oiscipitn  behandelt,  ohne  sieb  auf 
I  Theil  unsichere  Hypothesen  einznlassen  und  ohne  dem  Leser 
n  grossen  Zahlenballast  das  Studium  der  Meteorologie  zu  erechwe- 
;aDz  zu  verleiden.  Der  Verfasser  hält  sich  einfach  an  die  That- 
1  bemUbt  sich  stets,  eine  scharfe  Grenze  zu  ziehen  zwischen  dem, 
reiSB  und  dem,  was  man  blos  vermuthet;  ein  Verfahren,  welche« 
um  Leitfaden  bestimmten  Buche  besonders  zu  rühmen  ist. 
Einleitung  gieht  die  nötbigen  Definitionen  in  kurzer,  prKciser 
ie  fünf  ersten  Capitel  handeln  von  den  meteorologischen  Elemen- 
var  das  erste  von  der  Wärme  der  Luft,  des  Meeres  nnd  der  Erde, 

von  den  Wasserdämpfen  iu  der  Luft,  das  dritte  vom  Drucke  der 

vierte  von  der  Bewegung  der  Luft  und  des  Meeres  (Wind  und 
mungen)  nnd  das  fünfte  vom  Niederschlag.     In  diesen  Capiteln 

der  Verfasser  die  gebräuchlichen  meteorologischen  Instrumente, 
Methoden  der  Beobachtungon  in  so  umfassender  Weise  nnd  stets 
piele  erläutert,  dass  der  Leeer  vollständig  befähigt  wird,  -eelbet 
ngeii  anzustellen  nnd  diese  verwerthen  zu  kSnnen.    Zu  letzterem 
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Zwecke  sind  dem  Bache  sechs  zwar  kurz  gefasste,  aber  doch  völlig  ge- 
nügende Tabellen  beigefügt.  Ausserdem  enthalten  auch  diese  Oapitel  das 
Wichtigste  aus  der  allgemeinen  Klimatologie  und  sind  mit  Figuren  und 
Kärtchen  reichlich  ausgestattet.  Im  sechsten  Oapitel  betrachtet  er  das  Zu- 
sammenwirken der  in  den  vorhergehenden  Capiteln  gesondert  ins  Auge 
gefassten  meteorologischen  Elemente,  aus  welchem  sich  die  verschiedenen 
Zust&nde  der  Atmosphäre  ergeben,  oder  mit  anderen  Worten,  deren  Besul- 
tat  das  Wetter  ist.  Er  macht  zunächst  darauf  aufmerksam ,  dass  der  Wind 
die  atmosphärischen  Eigenschaften  eines  Ortes  einem  andern  Orte,  nach 
welchem  er  hinwebt,  übermittelt,  dass  daher  das  Wetter  an  einem  bestimm- 
ten  Orte  hauptsächlich  auf  der  augenblicklich  stattfindenden  Windrichtung 
beruht.  Die  Bichtung  des  Windes  aber  wird  durch  die  Vertheilung  des 
Luftdruckes  bedingt;  daher  muss  die  Hauptaufgabe  der  Meteorologie  in  der 
Erforschung  der  Gesetze  bestehen,  nach  welchen  die  Vertheilung  und  die 
Veränderung  des  Luftdruckes  stattfinden.  Im  weitern  Verlaufe  des  Capitels 
behandelt  der  Verfasser  die  verschiedenen  Arten  der  Windrosen  für  die- 
jenigen Orte  der  Erde,  an  denen  meteorologische  Beobachtungen  gemacht 
wurden,  und  stellt  das  Besultat  derselben  im  Allgemeinen  zusammen»  Dann 
unterwirft  er  die  Wechselwirkung  der  übrigen  meteorologischen  Elemente 
einer  kurzen  Betrachtung  und  zeigt,  in  welcher  Weise  durch  dieselben  eine 
Veränderung  des  Luftdruckes,  d.  h.  ein  Fallen  oder  Steigen  des  Barometers 
herbeigeführt  wird.  Zum  Verständniss  der  Beziehungen  zwischen  den  me- 
teorologischen Elementen,  die  innerhalb  eines  grössern  Gebietes  der  Erd- 
oberfläche nebeneinander  auftreten ,  wählt  er  Beispiele  aus  der  Witterungs- 
geschichte Europas  und  macht  mit  Hilfe  von  synoptischen  Wetterkarten  die 
Vorgänge  der  Wetterveränderung  während  kurzer  Zeiträume  auch  denen 
begreiflich ,  die  sich  wenig  mit  dem  Studium  der  Meteorologie  beschäftigt 
haben.  Aus  diesen  Beispielen  ergiebt  sich  in  schlagender  Weise ,  dass,  wie 
schon  oben  bemerkt,  die  ungleiche  Vertheilung  und  Veränderung  des  Luft- 
druckes das  Agens  bilden,  welches  die  Richtung  und  Stärke  des  Windes 
verursacht  und  so  die  verschiedenen  Zustände  des  Wetters  herbeiführt. 

Die  Vertheilung  des  Luftdruckes  um  einen  gegebenen  Punkt  herum  ist 
durch  die  Bichtung  und  Grösse  des  barometrischen  Gradienten  hinreichend 
bestimmt.  Auf  der  Grösse  desselben  beruht  die  Stärke  des  Windes  und  von 
seiner  Richtung  hängt  die  des  Windes  zum  grössten  Theil  ab.  Derselbe 
weht  immer,  wo  nicht  locale  Hindernisse,  wie  z.  B.  Gebirge  und  Thäler,  die 
Luftbewegung  verändern,  in  einer  Bichtung ,  welche  zwischen  der  des  Gra- 
dienten und  der  der  Isobare,  jedoch  näher  der  letzteren  liegt.  Zu  diesem 
Schlüsse  gelangt  der  Verfasser  ebenfalls  durch  Discussion  von  synoptischen ' 
Karten,  deren  grosser  Werth  wohl  jetzt  allgemein  anerkannt  ist. 

In  dem  übrigen  Theile  des  sechsten  Capitels  entwickelt  Prof.  Mohn 
seine  Ansichten  über  die  Entstehung  der  Wirbel  und  ihre  Bahnen,  sowie 
über  die  Fortbewegung  der   barometrischen  Minima  und  die  gleichzeitig 
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stattfindenden  Veränderungen,  welche  der  X^aftdmck  und  die  ttbrigan  me- 
teorologischen Elemente  erfahren.  Er  gelangt  so,  sich  stets  auf  Thatsaehea 
stützend  and  die  Ergebnisse  derselben  aneinanderreihend',  an.  einer  nenen 
Ausdracksform  des  Gesetzes  der  Winddrehnng,  welche,  weil  sie  auf  viela 
gleichzeitig  über  ein  grösseres  Oebiet  der  Erde  beobachtete  WettersQstlnda 
basirt  ist,  mehr  für  sich  haben  dürfte,  als  manche  der  früheren  Hypothesen. 
Das  siebente  Capitel  handelt  von  den  Stürmen  und  ihrem  Auftreten  in  den 
verschiedenen  Zonen«  Alle  —  und  bei  denen  der  Tropen  ist  dies  am  ein- 
leuchtendsten -—  entstehen  durch  aufsteigende,  mit  Wasserdampf  ges&ttigte 
Luftströme.  Nach  des  Verfassers  Ansichten  bestehen  zwischen  den  Orkanen 
und  Tornados,  sowie  zwischen  diesen  und  den  Tromben  nur  Oraduater- 
schiede  und  schwankende  Grenzen.  Im  achten  Capitel  werden  die  opti- 
schen und  elektrischen  Erscheinungen  der  Atmosphäre  betrachtet  |  das  letzte 
Capitel  handelt  von  der  praktischen  Meteorologie.  „Die  Aufgabe  der  prak- 
tischen Meteorologie/'  sagt  Prof«  Mohn,  „beschränkt  sich  wesentlich  dar- 
auf, nahende  Stürme  vorauszusagen  oder  zu  signalisiren.  Solche  Sturm- 
signale dürfen  jedoch  nicht  als  sichere  Vorausbestimmungen  angesehen 
werden,  sondern  nur  als  Warnungen,  dass  der  Zustand  der  Atmosphäre 
gefahrdrohend  ist.  Sie  besagen  eigentlich  nur,  dass  ein  barometrisches 
Minimum  mit  starken  Gradienten  in  der  Nähe,  also  die  Möglichkeit  vorhan« 
den  ist,  dass  der  dazu  gehörige  Wirbel  über  den  betreffenden  Ort  hingehen 
wird«  Mehr  kann  man  bei  unserer  unvollkommenen  Kenntniss  der  Gesetze 
für  die  Veränderung  des  Luftdruckes  vor  der  Haüd  nicht  leisten.*' 

Schliesslich  theilt  er  noch  seine  Ansichten  Über  ein  Sturmsignal-System 
mit  und  giebt  eine  kurze  Uebersicht  über  das  Wirken  des  norwegischen 
Signalsystems ,  welches  seinen  Centralpunkt  in  Christiania  hat. 

Berlin.  J.  Abmus, 

teobn.  Hilfsarb.  im  bjdrogr.  Bureau. 


Zahlenfheoretisehe  Spielerei.  In  den  Messbuden,  welche  Stück  f&r 
Stück  zum  Preise  von  12  Pf.  verkaufen,  wird  gegenwärtig  eine  kleine  Spie* 
lerei  feilgeboten ,  welche  auf  den  ersten  Anschein  sehr  überraschend  wirkt. 
Es  sind  sieben  Kärtchen,  welche  nach  folgenden  Principien  mit  Zahlen 
bedruckt  sind.  Das  Kärtchen  I  enthält  alle  ungeraden  Zahlen  von  1  begin- 
nend bis  09.  Kärtchen  II  beginnt  mit  2  und  9,  dann  fehlen  4  und  5,  dagegen 
folgen  wieder  6  und  7  u. -s.  w.  bis  00,  so  dass  sämmtliche  Zahlen  von  den 
Formen  4n-|-2  und  4it-|-3  darauf  enthalten  sind.  Kärtchen  III  beginnt  mit 
4,  5,  6,  7,  worauf  die  vier  nächsten  Zahlen  der  Zahlenreihe  fehlen,  die  vier 
weiteren  und  immer  die  von  den  Formen  Sn-f'^i  Sn-f-^i  8f>  +  ^>  Sn  +  7 
sich  vorfinden,  als  letzte  06.  Kärtchen  IV,  V,  VI,  VII  setzen  das  gleiehe 
Zahlengesetz  fort.  Sie  beginnen  mit  8  (mit  16,  mit  82,  mit  84)  und  enthalten 
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acht  (beziehungsweise  sechzehn ,  zweiunddreissig ,  yierandsechzig)  anfein- 
anderfolgende  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe ,  nach  welchen  ebenso- 
viele  fehlen  a.  s.  w.  Die  Formen  sind  also  lOit  +  B  bis  16n  + 15  (S2n  + 16 
bis  82n  +  81 ,  Mn  +  32  bis  34n  +  08,  128it  +  64  bis  128n  + 127).  Die  letzten 
Zahlen  dieser  Eftrtchen  heissen  05|  95,  09,  00,  indem  gmndsätzlich  die  drei- 
siffrigen  Zahlen  ausgeschlossen  sind.  Das  Kunststflck  besteht  nun  in  Fol- 
gendem. Man  lässt  Jemand  eine  unterhalb  100  liegende  Zahl  (der  gedruck- 
ten Vorschrift  nach  das  Alter  der  betreffenden  Person)  in  den  Kärtchen 
aufsuchen  und  lässt  sich  dif»  Kärtchen  angebfln ,  auf  welchen  jene  Zahl  sich 
findet;  die  Summe  der  Anfangszahlen  jener  Kärtchen  bildet  alsdann  die 
gedachte  Zahl.  Z.  B.  87  findet  sich  auf  den  Kärtchen  I,  in,  VI  und 
1  ^  4^32=3  87.  Der  Grund  dieser  Erscheinung  wird  sofort  klar,  wenn  man 
die  Zahlen  unter  100  statt  nach  dem  dekadischen  System  nach  dem  djadi- 
sehen  schreibt,  dessen  Einheiten  aufeinanderfolgender  Bangstufen  eins, 
zwei,  vier,  acht,  sechzehn,  zweiunddreissig,  vierundsechzig  heissen,  also  die 
Anfangszahlen  unserer  sieben  Kärtchen  sind  und  dyadisch  1,  10, 100,  1000, 
10000,  100000, 1000000  geschrieben  werden.  Jede  dyadische  Zahl  zwischen  1 
und  1111111  (um  so  mehr  zwischen  1  und  1100011  =  neunundneunzig)  ist  nun 
Summe  lauter  dyadischer  Einheiten  verschiedenen  Ranges ,  und  setzt  man 
sie  auf  die  Kärtchen,  deren  Anfangszahl  in  ihr  als  ]  auftritt,  lässt  sie 
dagegen  auf  denjenigen  Kärtchen  weg,  deren  Anfangszahl  in  ihr  nicht  zur 
Darstellung  kommt  (durch  0  ersetzt  ist) ,  so  ergiebt  sich  die  erwähnte  Vor- 
schrift von  selbst.  Z.  B.  siebenunddreissig  =a  100101  muss  auf  den  Kärtchen 
I ,  III ,  VI  und  nur  auf  diesen  vorkommen.  Höchstens  lässt  sich  nun  zwei- 
feln, ob  mit  dieser  Regel  in  üebereinstimmung  sei,  was  vorher  über  das 
Zahlengesetz  der  einzelnen  Kärtchen  gesagt  war.  Aber  auch  dieses  ist 
leicht  erweislich.  Das  Kärtchen  A  z.  B.  beginnt  mit  2^^^,  d.  h.  mit  1  und 
A^l  darauf  folgenden  Nullen  in  djadischer  Schreibweise«  Ihm  müssen 
daher  alle  Zahlen  bis  zu  der  dyadisch  durch  A  Einer  geschriebenen  an- 
gehören, und  das  sind  eben  im  Ganzen  2^~~^  als  Anzahl  der  Variationen  aus 
i^— 1  Reihen  von^e  2  Elementen.  Genau  ebensoviele  Zahlen  werden  als- 
dann fehlen  müssen,  welche  links  10  heissen  mit  A — 1  sich  rechts  anschlies- 
senden Nullen  oder  Einem  u.  s.  w.  Cantor 
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420.  Questions  relatives  d  des  sMes  de  triangles  semblables  ossujetHs  d  phtsüurs  cmtditkmM 

communes.     Chasles.     Compt.  rend.  LXXVIII,  1373,  1599. 

421.  Sur  les  polygones  insn*its  et  droonsaiis  d  des  courbes.     Chasles.     Compt*  rend. 

LXXVIII,  922. 

422.  Zur  Geometrie  der  ebenen  Gurven  dritter  Ordnnng.    Milinowski.     Grelle 

LXXVIII,  17T. 

423.  Ueber  Gurven  dritter  Ordnung.     Milinowski.    Grelle  LXXVII ,  263.     [VergL 

Bd.  XUI,  Nr.  67.] 

424.  Zur  Erzeugung  von  Gurven  vierter  und  dritter  Ordnung  durch  zwei  eollineare 

Strahlsysteme.     Heger.    Zeitschr.  Math.  Phys.  xIX,  170.    [Vergl.  Bd. 
XIX,  Nr.  70.] 

425.  Ueber  Büschel  von  Raumourven  dritter  Ordnung  ia  Verbindung  nit  Strahlen- 

complexen,    S  ill  dor  f.    Zeitschr.  M*tlu  Phys.  XIX,  891. 
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426.  Zwei  Erzeugnisse  krnmm  -  geometrischer  Gebilde.     H  i  1  i  n  o  w  s  k  i«      Grelle 

LXXVni,  175. 

427.  Ditemdnation  des  tiombres  Fluckeriens  des  etweloppes,     Zeutken,     Compt  rend, 

LXXriII,  274,  330. 

428.  lieber  die  Steiner'scbe HTpocjcloide  mit  drei Rückkehrpunkten.   Milinowski. 

Zeitschr.  Matb.  Pbys.  XIX,  1 15.     [Vergl.  Bd,  XVIII,  Nr.  15.] 

429.  Die  8teiner*8cbe  Anflösung  der  Malfutti'scben  Aufgabe.     Schroeter.     Grelle 

LXXVn,  230. 
Yergl.  Gorrespoudenzprincip.    Evolute.    Homogene  Functionen.     Involatiou. 
Mecbanik  464,  465.     Singularitäten. 

Getohielite  der  Ibthamatik. 

430.  Das  angebliche  Werk  desEuklides  über  die  Waage.    Gurtze.    Zeitschr.  Math. 

Pbys.  XIX,  262. 

43 1 .  Sur  im  eadran  sotaire  grec  trouoi,  par  M,  0.  Ray  et,  ä  H&racUe  du  Lalmos.    G,  Ray  et. 

Compt.  rend.  LXXVHI,  840. 

432.  Star  lekestre  des  anciens,    A,  Bertrand.     Compt,  rend.  LXXFIJI,  756. 

433.  Einige  Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  Steinschneider^s:  „Thabit  ben  Korra". 

Gurtze.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  XIX,  95.     [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  75] 

434.  Zur  Algebra  der  Gbinesen.    Matthiessen.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  270. 

435.  Reliqidae  Copemicanae.    Curtze.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  76,  432. 
436w  Zur  Geschichte  der  Prosthaphäresis.     Wolf.    Astr.  Nachr.  LXXXI,  233. 

437.  Fünf  ungedruckte  Briefe  von  Gemma  Frisius.  Gurtze.    Grün.  Archiv LVI,  313. 

438.  Johann  Kepler's  Heirathsbrief  von  1597.    Peinlich.     Grün.  Archiv  LVI ,  Li- 

terar.  Bericht  GGXXII,  15. 

439.  Die  graphische  Statik.    J.  Weihrauch.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  3(51. 

440.  Sur  Venseignement  de  la  micanique  appliquie  donni  pur  Poncelet.     Morin,     Compt. 

rend.  LXXVIIl,  229. 

441.  Notices  nicrologiques  sur  Jacques  Adolphe  Lambert  Quelelef.  Bertrand,  Chasles, 

Sainte-Claire  Deville  et  Dumas.     Compt.  rend.  LXXVllI,  612. 

442.  Todesanzeige  von  Ghristopher  Hansteew,  Director  der  Sternwarte  in  Gbristiania 

t  15.  April  1873.    F  e  a  r  n  1  e  y .    Astr.  Nachr.  LXXXI,  273. 

443.  Nieroloyue  de  B.  A.  Hansen.     Bertrand.     Compt.  rend.  LXXVJII,  921. 

444.  Nekrolog  von  F.Kaiser,  Director  der  Sternwarte  in  Leyden,  f  28.  Juli  1872. 

Valentiner.    Astr.  Nachr.  LXXX,  33. 
Vergl.  Mechanik  486. 

Gleielnuigen. 

445.  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen.    Siebel.     Grün.  Archiv  LVI, 

422. 

446.  lieber  die  Auflösung  des  linearen  Systems  von  Gleichungen 

2  xr  sin  — -—,  =  kut  (n  =  1, 2,  ...  m). 

Unferdinger.    Grün.  Archiv  LVI,  105. 

447.  Gonstruotion  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  vierten  oder  dritten  Grades 

mittels  einer  festen  Parabel.     R.  Hoppe.     Grün.  Archiv  LVI,  HO. 

448.  Ueber  die  allgemeine  Auf lösung  der  Gleichungen  vierten  Grades.    Neil.    Grün. 

Archiv  LVI,  407. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  347.     Substitutionen. 


Homogene  Fn&otioxie&. 

449.  Sur  rapplicaiion  de  la  th^orie  des  formes  hinaires  ä  la  giomitrie  plane.     Laguerre. 

Compt.  rend.  LXXVIII,  744. 

450.  Darstellung  quaternärer  cnbischer  Formen  durch  fünf  Guben.    Reye.     Grelle 

LXXVIII,  114. 

451.  DarsicUung  quaternärer  biquadratis eher  Formen  als  Summen  von  zehn  Biqua- 

draten.    Reye.     Grelle  LXXVIII,  1 23. 
Vergl.  Quadratische  Formen. 

HjdrodyiLaiiiik. 

452.  Zur  Theorie  der  inneren  Reibung.    O.  E  Meyer.  Grelle  LXXVIII,  130.    [Vergl, 

Bd.  VII,  Nr.  815.] 

453.  Sur  la  tMorie  de  la  houle,    Resal.     Compt.  rend.  LXXVIII^  665. 


Historiscb-Iiterariscbe  Abtbe 


Abi.  Sia-  Ut  vagua  de  hatäenr  et  de  viteise  vaiiablet.     i 
LXXFIII,  676. 
Vergl.  Variationsrechnung  &36> 

1. 

btegratton  (nnbeitimmta;. 
455.  Sur  wie  formtUe  d'inligration  indifinie,     Cayte;/.     Co 
496.  Ueber  einige  unbestimmte  lategmtionen.     Stern. 

LiTolntioiL 
•157.  Zur  Theorie  der  cubiBchen   und   biqiiadratiHcheii 
ZeitBchr.  Math.  Ph;s.  XIX,  205. 


EegeUahnltU. 

458.  On  ike  caracteritlic  (eil,  focal)   eguation  of  conie  aei 

LXXX,  13. 

459.  Recherche  des  condiliom  pour  qu'une  conique  all,  tieec 

dordre  dileriaiaS.     Painviu.     Compt.  rend.  L. 
Vergl.  Determinanten  in  gaometriaclier  Aanendun 
mun^.    Parabel. 

Er«U. 
4<t0.  Eguation  du  cerele  en  valear  des  dirivtea  et  du  rayi 

LVl,  i03. 
461.  Bedingungsgleichang  dafür,  diias  vier  Punkte  in  ein 

nik.     Grün  Archi?  LVI,  15. 
4Ö2.  Sur  l'eniploi  dei  lamei  ßexiblei  pour  te  traci  d'arcs  i 
Reial.     Compt.  rend.  LXXFlll,  7Ü0. 
Tergl   Determinauteo  in  geometrischer  Anwendu 
439.     Planimetrie  51 1.     Gectitication. 


403.  Ueber  die  osciilntorischen  Kegetachuitte  ebener  Cm 
Math.  Phys.  XIX,  13Ö. 
Vergl.  Normalien.     Oberaäuheu  499.     Oborflitche 


Xeduuik. 
40-1.  Kinemalisuh-geometrische  Untersuchungen  derBew 
ebener  Systeme.     Burma  9  t  er,     Zeilschr.  M 

405.  Kinemutisvh-geometrisuhe  Untersnuhnngun   der  B( 

und  coli  incar- verändert  ich  er  ebener   Systemi 
Math.  Fhya.  XIX, '465. 

406.  Sar  le  prublime  des  troia  eorpt,     Siaeei.     Coinpl.  re. 
467.  lUimaire  lur  le  problime  dei  Iroii  carpi.     £   Mathi 

408.     [Vergl.  Nt.  205  ] 

408.  Uebur  einige  Probleme  aae  der  Theoria  der  Centralb 

Gran.  Archiv  LVI,  22Ö. 

409.  Ueber  den  U es chl e nn ig nngs zustand  des  ebenen,  un 

beweglichen  Systems.     Schell.     Zeitschr.  M 
470.  Sar  let  petit*  mouvemeatt   d'tai  si/iUme  atatiriel   f» 

Compt.Te»d.  LXXfll/.  IflS«. 
4M.  Sar  un  eat  spMal  du  Biriel .     Clautiut.     Compl.  reni 

472.  Ueber  die   Wechselwirkung  in  endlichen  Enlfcrn 

Math.  Phys.  XIX,  »7. 

473.  Sur  la  dieomposilion  du  tranml  dei  /vrrn.    Ledieu. 

474.  Eelativu  Bewegung  sii;h'be rührender  RotationxMchei 

Math    PhvB.  XIX,  242. 

475.  Sur  la  relatii/n  giomitrique  iguhiatente  d  la  co»diiion 

Durrande.     Cvmpl.  rend.  LXXfltl,  1550,  If 

476.  Surla  thinrie  de>  ehact.      Resal.      Compt.  rend.  /,XJ! 

477.  Da  momemeiit  ondulatoire  d'un  irain  de  aiagona  du  ii  u> 

LXXVlll,  521. 
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478.  Sur  le  choe  des  corps.    Darboux.  Compt,  rend.  LXXyill,  1421,  1550,  1045, 1767. 
470.  Theorie  du  ehoc  des  corps  en  ienant  rotnpte  des  vibrations  atomiques,  L  edieu.  Compt. 
rend.  LXXFlIIy  1733.  1783. 

480.  üeber  den  Einfluss,  welchen  auf  die  Bewegung  eines  Pendels  mit  einem  kugel- 

förmigen Hohlräume  eine  in  ihm  enthaltene  reibende  Flüssigkeit  ausübt. 
Lübeck.    Grelle  LXX VH,  l . 

481.  Svr  le  momement  du  pendiäe  covMque  en  ayunt  igard  d  la  r^sistance  de  l'air.    Resal, 

Compt,  rend.  LXXFIII,  1449. 

482.  Ueber  das  Drehungsmoment  eines  rotirenden  Seh  wungp^ades.  Finger.   Zeitschr, 

Math.  Phys.  XIX,  520. 

483.  Physiologie  duvol  des  oiseaux.    Marey,    Compt.  rend,  LXXFUI,  117.  —  Rapport 

sur  ce  mämoire,     Tresea  ihid*  4*10. 

484.  Sur  la  thiorie  du  vol  des  oiseaux,  H,  et  L,  Planaoergne,  Compt, rend.  LXXyill, 

262. 

485.  Prindpes  du  vol  des  oiseaux,     Bert  in.     Compt,  rend.  LXXf^JlI,  421. 

486.  Bistorique  de  la  quesiion  du  glissement  de  Voiseau  dans-Vair,    Pinaud,    Compt, 

rend.  LXXVlll,  320. 
Vergl.  Aerodynamik.    Analytische  Geometrie  der  Ebene  353.   Analytische  Geo- 
metrie des  Baumes  350,  360.    Elasticität.    Elektrodynamik.    Geschichte 
der  Mathematik  432,  430.  Hydrodynamik.  Molekularphysik.  Optik.  Poten- 
tial.    Wärmelehre. 

Methode  der  kleinstes  Quadrate. 

487.  Ueber  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers.   Zachariae.    Abtr.Nnchr.  LXXX, 

67;  LXXXI,  225.  -  Jordan  ibid.  LXXX,  189;  LXXXI,  51.  --  Helmert 
ibid.  LXXXI,  49.     [Vergl.  Bd.  XVIII,  Nr.  315.  316.] 

Molekalarphysik. 

488.  Grundzüge  einer  neuen  Moleculartheorie  unter  Voraussetzung  Einer  Materie  und 

Eines  Kraftprincipes.    Simon y.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  299.    [Vergl. 
Bd.  XIX,  Nr.  129.] 

489.  Sur  les  lots  de  la  distribuiiun  plane  des  pressions  ä  Cinteiieur  des  corps  isotropes  dans 

ntat  diquilibre  limite:    Roussinesq.     Compt.  rend,  LXXFIII,  757.  786. 

490.  Ueber    die   Bewegungsgleichunnfen    der  Energie   in    continuirlichen   Körpern. 

Um  0  w.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  418. 
Vergl.  Mechanik  479. 

M. 

Kormalen. 

491.  Sur  les  normales  abaissSes  d'un  point  donni  sur  vne  surface  du  second  ordre,     La- 

guerre.     Compt.  rend,  LXX F 111,  438. 

Kormalie. 

492.  Construction  directe  du  centre  de  cowbure  en  un  point  de  la  section  falle  dans  une  sur- 

face pnr  un  plan  quelconque.     Mannheim.     Compt,  rend.  LXXVUU  9f>9. 

493.  Construction  directe  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  de  contour  apparent  d^une  sur 

face  qu'on  proJette  orthogonal ement  sur  un  plan.     Mannheim,     Compt,  rend. 
LXXVIII,  1214. 


Oberflächen. 

494.  Zum  Problem  des  dreifach  orthogonalen  Flächensystems.     R,  Hoppe.     Grün. 

Archiv  LVI,  153,  250.     [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  355.] 

495.  Erweiterung  der  Polare ntheorie  algebraischerFlächen.  R  e  y  e.  CrelleLXXVni,07. 

496.  Ueber  die  Kugel  fläche  n ,  welche  den  Poltetraedern  einer  Fläche  zweiten  Grades 

umschrieben  werden  können.     Reye.     Grelle  LXXVIII,  345. 

497.  Zur  Theorie  der  Flächen  dritter  Ordnung.    A  f  f  olter.     Grün.  Archiv  LVI,  1 13. 

498.  Eine    Eigenschaft    der    Hesse'scben   Fläche    einer  Fläche    dritter  Ordnung. 

£  c k  a  r d  t.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  259. 

499.  Sur  les  Ugnes  de  courbure  des  surfaces  riglies,    E,  Weyr.    Compt.  rend.  LXXVIII, 

1649. 

500.  Deux  thiorkmes  nouveaux  sur  la  surface  de  tonde.      Mannheim     Compt,  rend. 

LXXVIl,  839. 
Vergl.  DilTerentialgleichungen    388.      Mechanik  474.     Normalie.     Vaviation- 
rechnung  537. 


i46  Historisch- literarische  Abtheilung. 


OberflUhea  iweittr  Ordnong. 

501.  Ueber  den  Axencomplex  der  Flächen  «weiter  Ordnung.     Schilke.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XIX,  550. 

502.  Sur  les  droües  ^  sonl  doublement  tangentes  d  la  svrfaee  Ueu  des  cemfrss  de  eourbrnre 

d'une  surface  du  second  ordre,     Laguerre.     Compt»  rend.  LXXVIH,  556. 
Vergl.  Cabatnr.    Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  383.     EUipsoid. 
Normalen.    Sphärik. 

Optik. 

503.  Elementarer  Beweis  zweier  bekannten  Theoreme  ans  der  Optik.  Matthiesse  n. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  176. 

504.  Sur  la  rifractkm  des  gau     Mascari.    Compt,  rend.  L XX VllI,  617. 

505.  Ster  la  dispersion  des  gat.     Maseart.    Campt,  rend,  LXXFIII,  670. 
506b  Eiudes  sttr  la  diffraetian.    A,  Cornu.    Compt.  rend.  LXXFIII,  113. 

P. 

Parabel. 

507.  Ueber  einen  Satz  von  der  Parabel.   Sllldorf.    Grnn.  Archiv  LVI,  107. 

Vergl.  Gleichangen  447. 

FhUoiophio  der  Matbematik. 

508.  Ueber  einige  Anwendungen  und  Erweiterungen   des  Hauher'schen  Theorems. 

S.  Günthe r.    Grün.  Archiv  LVI,  26. 

PUmimetria. 
500.  Zur  Lehre  der  Transversallinien.     L.  Külp.    Grün.  Archiv  LVI,  437. 

510.  Verschiedene  Sätze  über  Dreieckstranaversalen.    Hain.    Grün.  Archiv  LVI,  99. 

51 1.  Ueber  sechs  in  einein  Punkte  sich  schneidende  Kreise.    Augast.    Grün.  Archiv 

LVI,  327. 

Potential. 
612.  Zur  Theorie  der  Tangentenbonssole.    Oberbeck.     Grün.  Archiv  LVI,  387, 


Qoadratltelio  Pormen. 

513.  Ueber   einige  Euler*sche  Sätze   aus   der  Theorie   der   quadratischen  Formen. 

Grube.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XIX,  492. 

514.  Ueber  die  binären  und  ternären  quadratischen   Formen.      Selling.      Grelle 

LXXVn,  148. 

515.  Sur  la  transformation  des  f armes  quadratiques  temaires  en  elles-mime.     Her  mite. 

Grelle  LXXVIII,  325.     [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  384.] 

516.  Sur  la  riduciion  des  formes  büiniaires.     C,  Jordan,     Compt:  rend.  LXXVIII,  614. 

[Vergl.  Nr.  307.] 

517.  Sur  les  faisceaux  de  formes  quadratiques  et  büineaires.    Kronecker,   Compt.  rend. 

LXXVIII,  1181.     [Vergl.  Nr.  287.] 

518.  Sur  les  systimes  de  formes  quadratiques,    C.  Jordan,  Compt. rend.  LXXVIII,  1736. 

Quadratur. 
519^  Sur  le  degrid'exactitude  de  la  formale  de  Simpson  relative  d  V Evaluation  approch'iie  des 
atres.    Chevilliet.     Compt,  rend.  LXXVIII,  \^^\. 

Seotiflcatloa. 

520.  Bemerkung  zu  Herrn  Ligowski's  Kreisberechnungsformel.    D  i  c  k  s  t  e  i  n.   Grün. 

Archiv  LVI,  332.     [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  387.] 

Reihen., 

521.  Caletd  elhnentaire  du  nombre  des  boulets  contenus  dans  les  pües  des  arsenaux  d^artü" 

lerie.    Dostor.    Grün.  Archiv  LVI,  298. 

522.  Summirung  der  Reihe  ^-^  A-¥'A'\-.*.ininf.  auf  17 Decimalstellen.  Hertens. 

Grelle  LXXVH,  104. 

523.  Ueber  eine  gewisse  Classe  in  der  Trigonometrie  und  Astronomie  häufig  in  An- 

wendung kommender  unendlicher  Reihen.     Ligowski.     Grün,  Archiv 
LVI,  328. 
Vergl.  Differentialgleichungen  392.    Tajlor*8  Reihe« 


r 
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8. 

SiagiUarltAten. 

524.  Sur  les  poinis  singuHers  des  courbes  algäbriques  planet*    Halphen,     Compt.  rend, 

LXXVIII,  1105. 

Sphftiik. 

525.  üeber  sphärische  Curven.    S.  Günther.     Grün.  Archiv  LVI,  267. 

526.  Bestimmang   der  grössten  Anzahl  gleichgrosser  Kugeln,   welche  sich  anf  eine 

Kugel  von  demselben  Radius,  wie  die  übrigen,  auflegen  lassen.    Bender. 
Grün.  Archiv  LVI,  302. 
Vergl.  Cartographie. 

StSTOonetrio* 

527.  Neuer  Beweis  und  Erweiterung  eines  FufidamentftUatzes   über  Polyederober- 

flächen. Becken  Zeitsehr.  Math.  Phjs.  XIX,  459.  [Vergl.  Bd.  XIX, 
Nr.  156.] 

528.  Sur  des  executions  en  platte  des polyedres  send r^guliers  de  Mr,  Caiafan,     Tresca, 

CompL  rend,  LXXVIII,  83. 

8ubftitatioiie&. 
520.  Sttr  une  appficalion  de  la  Marie  des  substitutions  aux  iquaiions  diff'&entieiles  Unfaires, 
a  Jordan.     Compt.  rend,  LXXVIII^  741. 

530.  Sur  la  limite  du  degri  des  groupes  primitifs  gui  conHenneni  ime  Substitution  donnie. 

a  Jordan.     Compt.  reud.  LXXVlll,  1217. 

531.  Zur  Theorie  der  zusammengesetzten  Gruppen.    Netto.    Grelle  LXXVIII,  81. 

T. 

Tajlor'tohe  BaUia. 

532.  Sur  une  transformation  de  la  formule  de  Taylor,  Jourjon,   Compt.  rend*  L XX FI II, 

493. 

Tetraeder. 

533.  Einfacher  Beweis  eines  Satzes  vom  Tetraederinhalt.      S.  Günther.      Grün. 

Archiv  LVI,  17. 
Vergl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  378. 

Trigonometrie. 

534.  Zwei  Dreieckssätze.     B  ermann.    Grün.  Archiv  LVI,  109. 

Vergl.  Reihen  523. 

ü. 

mträelllptltohe  Transeendenten. 

535.  Sur  un  poini  de  la  thiorie  des  fonctions  abeliennes.      ffatphen.      Compt,  rend, 

LXXVIII,  1833. 

T. 

Variationirediinmg. 

536.  Reduction  der  Bewegung  eines  flüssigen  homogenen  Ellipsoids  auf  das  Varia- 

tionsproblem eines  einfachen  Integrals  und  Bestimmung  der  Bewegung  für 
den  Grenzfall  eines  unendlichen  elliptischen  Cylinders.  L ip sohlt z. 
Grelle  LXXVIII,  245. 

537.  Ausdehnung  der  Theorie  der  Minimalflächen.    Lipschitz.    Grelle  LXXVIII,  1. 

W. 

Wirmelehre. 

538.  Interpritation  micamque  des  lois  de  Dulong  et  Petit  et  de  Woestyn  sur  les  ckaleurs 

spicifiques aiomiques,    Ledieu.   Compt. rend.  LXXVIII,  30,   [Vergl. Nr. 3 19.] 
530.  Idies  gHi^ales  sur  V interpritation  micanique  des  proprütis  physiques  eichimifues  des 
Corps,     Ledieu.    Compt.  rend.  LXX VIII,  1345,  1 393. 

/dO 
—  =  0  pour  tout  eycle  fermi  et  reversible, 

Ledieu.     Compt,  rend.  LXXVIII,  221,  309,  537. 

Aq 

541.  Sur  une  iquation  micamque  qui  correspond  ä  l'iquathn    I  -~^  =  0.      ClsLUSius, 
Compt,  rend.  LXXVIII,  461. 
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H2.  Sur  tffl  ealcul  de  PouiUel  relatff  mi  refroidUttmaU  dt 

rend.  LXXVIII.  1073. 
643.  Sur  un  caleul  de  Poidllet  relaüf  aa  refroidiiteBtenl 

Compl.  rend.  LKXVIII,  1255. 
Vergl.  AttrsetiDD, 

■. 
Zahlantheoila. 
544.  Ueber    eine  Eigenschaft   des   lubegriffes   aller 

O.  C«Dtor.     Grelle  LXXYU,  258. 
C45.  Ueber  einige   asymptotische  QeseUe   der  Zahlf 

LXXVn,  2S9. 
541-  Beitr&g  zar  »nnlftUcben  ZHhIentheorie.     Merte 
M7.  Znr  Theorie  periodischer  Decimalbrüche.     Brod 
548.  Ueber   die   unbestimmten   Gleichangen   ersten 

Zeitschr.  Math.  Ph;B.  XIX,  2T2. 
540.  Ueber  die  Foraeo ,  in  denen  die  LSsnngen  einer 

ersten  Qnide   enthalten  sind.      K.  Weihr 

XIS,  53i 

650.  Thiorhnea  d'aHalyse  bidiiemdnie.     Pepin.     Coinpt 

65 1 ,  Sw  l'impouibiliti  de  quetguu  egaHtft  doublet.    Ge* 

433. 
552.  Die  rationalen  Dreiecke.     Eath,     Gron.  Archii 

223. 
E»53.  Ueber  die  Auflösung  der  Qleiolmng  (■  — Öii'=  + 

Zahl  and  kein  Quadrst  ist.  W.Schmidt. 
Vergl.  Geachicbte  dar  Mathematik  434.     Qoadi 
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Vetalon  des  mesures  Assyriennes,  fix(^  par  les  iexies  cunSiformes par 
M.  J.  OpperL  Extrait  du  Journal  AsiaHque  {Aoüt-Septembre  1872  et 
Octobre  -  Novembre  1874).  Paris,  Imprimerie  nationale  1875.    90  S. 

Der  Referent  hätte  doppelten  Grund,  sich  einer  Besprechang  der  in  der 
Ueberschrift  genannten  Abhandlung  zu  enthalten.  Es  handelt  sich  um  Deu* 
tung  von  Keilinschriften  und  da  sollte,  wem  die  Kande  der  assyrischen 
Sprache  und  Schrift  abgeht,  sich  begnügen  zu  lernen.  Es  handelt  sich  nm 
Metrologisches,  und  da  sollte  nur,  wer  mit  Metrologie  vollständig  vertraut 
ist,  sich  einmengen.  Aber  neben  diesen  Veranlassungen  zum  Schweigen 
sind  wir  doch  auch  im  Besitze  einer  doppelten  Mahnung  zum  Beden.  Wir 
meinen  die  freundliche  Aufforderung  des  Verfassers,  der  uns  um  einen 
Bericht  ersuchte;  wir  meinen  zugleich  auch  die  Thatsache,  dass  nicht  blos 
über  das  Maasssjstem  der  Assjrer,  sondern  auch  über  manche  mathema- 
tische Kenntniss  derselben  aus  dieser  Untersuchung  Schätzbares  hervorgeht, 
und  in  diesen  Fragen  glauben  wir  allerdings  auf  einige  Competenz  Anspruch 
machen  zu  dürfen.  Wir  werden  demgemäss  unser  Referat  so  einrichten, 
dass  wir  über  die  metrologischen  Dinge  nur  so  weit  uns  verbreiten,  als  mehr 
oder  weniger  Mathematisches  dabei  zur  Rede  kommt,  und  sodann  zum 
Schlüsse  zusammenstellen,  was  für  die  Geschichte  dör  ältesten  orientali- 
schen Mathematik  dabei  gewonnen  wurde. 

Oppert  hatte  sich  die  Aufgabe  gestellt,  die  Längen m aasse ,  Flächen- 
maasse  und  Hohlmaasse,  sowie  die  Gewichte  der  Assyrer  soviel  als  möglich 
aus  assyrischen  Quellen  abzuleiten  und  ohne  der  von  seinen  Vorgängern, 
z.  B.  von  J.  Brandis  (Das  Münz-,  Maass-  und  Gewichtswesen  in  Vorder- 
asien bis  auf  Alexander  den  Grossen.  Berlin  1866)  hauptsächlich  benutzten 
Identification  babylonischer  und  griechischer  Maasse  bei  Herodot  die  Ent- 
scheidung zuzuweisen.  Vielmehr  wurden  der  Hauptsache  nach  nur  drei 
Angaben    verwerthet:    der   Umfang    der  Stadt  Khorsabad    nach    König 

Uitt.-lit.  Abthla.  d.  ZelUohr.  t  Math.  u.  Phjt^  XX.  6.  12 
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Ssrgon  (S.  9^,  der  FIScheDraum  des  Palastes  diei 
bis  öO),  der  iDbalt  des  ebetnen  Meeres  im  salomoD 

Den  Umfang  von  Kborsabad  liest  Oppert:  „3] 
2  U",  nnd  vorausgeaetEt,  dasa  diese  Uebersetznng 
Aufgabe  sich  rerachoben :  ea  handelt  sich  noch  di 
seitigen  Verbaltnisses  der  einzelnen  LSngenname 
Ergebnisses  mit  dem  wirklich  geroessenen  Umfar 
endgiltige  Bestimmang  der  LäDgeneiobeit  U  tn  m 
jenes  gegenseitige  Verbftltniss  betriEFt,  so  erleicbt 
Wörter  Ner  und  Soss  die  Sache  ungemein.  Scbon 
im  Assyrischen  drei  Wörter  Soss,  Ner,  &ar  giel 
tnng  haben  and  enar  nicht  beim  Zahlen  sprechen  (lb< 
in  Verbindnng  mit  irgend  zu  zSblenden  OegenstX 
Dem  Dentscben  geben  die  Wärter  Datzead  » 12,  M 
Gross  =144  eine  vortreffliche  Verdeutlichung,  im 
mit  beliebigen  Dingwörtern  verbunden  werden  kan 
Dutzend  Jahre,  einem  Groas  Stahlfedern  spricht,  c 
fiele ,  darnm  eOlft  als  hundert  Schock  nnd  eine  Man 
Dutzend  and  ein  Gross  oder  dergleichen  zn  lesen.  ^ 
Wörtern  bedeutet  Soss  durch  einen  neckischen  Znf« 
selbe  wie  unser  lantverwandtes  Schock,  d.  fa.  60;  ( 
eO() ,  Sar  endlich  das  Quadrat  von  Sees  oder  3600. 
gezahlten  Dinge  hinter  jenen  Wörtern,  so  muss 
Grande  liegende  Einheit  hinzugedacht  werden,  und 
bei  der  Angabe  des  Umfanges  von  Khorsabad  die 
handle  sich  nm  Ner  nnd  Soss  der  n ach stge nannten 
Für  Kann  selbst  war  alsdann  in  dem  hebrftiscbe 
gegeben,  welches  z.  B.  aus  Hesekiel  40,  5  als  ein  H 
ist.  Das  U  wäre  sonach  zu  dem  Kanu  in  dassel 
setzen,  wie  die  hebräische  Elle  zu  dem  Kanu,  nnd 
Soss  als  60  Kani  oder  3M  U,  Ner  als  10  Soss  oder  l 
für  den  Umfang  von  Khorsabad  die  Länge  geget 
4-2.1  =  12380  U. 

Zwei  Einwürfe  sind  nun  zu  machen,  welche 
Zuerst  fragt  er,  wie  man  an  eine  Interpretation  gl« 
so  auffalleode  Zerlegung  der  angegebenen  Zahl  b 
gelesene,  mit  3^  Ner  beginnend?  Sollte  man 
12380  =  3.3600  +  4.360  +  23.6  +  2.1,  also  3  Ner,  ■ 
finden?  Gerade  der  Nachweis,  dass  dem  nicht  so 
Tbeil  der  0  p  per  fachen  Untersuchung,  welcher  ni 

*  Hei  Oppert  S.  13  Z.  2  v,  u.  steht  in  der  erwa 
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werden  kann.  Oppert  zeigt  (S.  11),  dass  die  Messungen,  welche  von 
unbefangenen  Architekten  auf  den  Trümmerstätten  von  Persepolis  vor- 
genommen worden  sind,  niemals  vollständig  richtige  Qüadratformen  der 
alten  Umrisse  ergeben  haben,  sondern  stets  Rechtecke,  deren  kür- 
zere Seite  eine  runde  Zahl  zum  Längenmaasse  hat.  In  zwei 
Fällen  verhalten  sich,  wie  Oppert  bemerkt,  die  beiden  Seiten  des  Recht- 
ecks wie  4:3;  für  die  übrigen  Fälle  haben  wir  die  Rechnung  angestellt  und 
finden  die  längere  Seite  durch  die  kürzere  ausgedrückt  als  1,00961,  1,02713, 
1,03571,  1,05002,  1,01030  durchschnittlich  als  1,02777  oder  fast  genau  als  |^. 
Wir  kommen  auf  dieses  Verhältniss  später  zurück.  Für  jetzt  begnügen  wir 
uns  mit  der  Thatsache  der  ungleichen  Seiten  und  ziehen  mit  Oppert  die 
Folgerung;  Auch  Khorsabad  wird  schon  in  einem  solchen  Rechtecke  erbaut 
gewesen  sein,  und  3^  Ner  b.edeute>t  die  Länge  der  vier  als  gleich 
angenommenen  Seiten,  iSoss3Kani2U  denüeberschussder 
beiden  längeren  Seiten.  Die  kürzeren  Seiten  würden  darnach  je  ^ 
Ner  oder,  in  U  ausgerechnet,  3000  ü  als  eine  runde  Maasszahl  besessen 
haben,  wie  jene  Baulichkeiten  zu  Persepolis;  die  längeren  Seiten  würden 
je  3190  U  Länge  besesnen  haben.  Nur  in  dem  Verhältnisse  1^^^  =  1,06333 
=  ie  etwa  ist  das  spätere  persische  Verhältniss  nicht  zu  erkennen,  doch 
scheint  uns  gerade  darin  eine  eingetretene  Veränderung  nicht  zu  den  un- 
annehmbaren Vermuthungen  zu  gehören. 

Der  erste  Einwurf  ist  somtt  erledigt,  keineswegs  aber  der  zweite.  Ein 
zu  Senkereh  aufgefundenes  Täfelchen  (S.2])  enthält  eine  vollständige  Maass» 
tabelle,  aus  welcher  zu  entnehmen  ist,  dass  ein  Soss  nicht  60  Kani,  sondern 
60  Sa  ist,  während  1  Sa  =^2  Kani  und  dann  wieder  1  Kanu  =  6  U  (S.  27). 
Gegenüber  von  U  verdoppeln  sich  demnach  die  Verhältnisszahlen  der  höhe- 
ren Einheiten  1  Soss  =  720  U,  1  Ner  =  7200  U  und  der  Umfang  von  Khor- 
sabad =  3i-. 7200+ l  .720+3.6+2.1  =24740  U  (S.  28),  wovon  auf  jede 
kürzere  Seite  des  Rechtecks  6000  U  mit  wieder  runder  Maasszahl,  auf  jede 
längere  Seite  6370  U  kommen,  und  das  Verhältniss  (^J^=  1,06166  unter 
scheidet  sich  kaum  von  dem  vorhin  berechneten. 

Freilich  könnten  auch  hier  wieder  Zweifel  erhoben  werden,  welchen 
die  Widerlegung  auf  dem  Fusse  folgt,  und  da  Oppert  sie  nicht  hervorhebt, 
so  mag  uns  diese  Ergänzung  gestattet  werden.  Zuerst  könnte  map  fragen,  ob 
Soss,  Ner  denn  wirklich  allgemeine  Zahlen  sein  können,  während  die  Tafel  von 
Senkereh  sie  ganz  genau  definirt?  Wir  antworten,  dass  dem  in  Wirklichkeit 
nicht  so  ist,  dass  auf  jener  Tabelle  vielmehr  das  Wort  Us  für  60  Sa,  dann 
Kasbu  für  30  Us  gebraucht  ist  und  nur  die  Wörter  U  und  Kanu  eine  Identifica- 
tion  der  Tabelle  mit  den  Maasszahlen  von  Khorsabad  in  den  unteren  Wer- 
then  erzwingen,  während  die  Gleichheit  des  Soss  mit  den  Us  erst  von  Oppert 
aus  dem  sogleich  zu  besprechenden  wirklichen  Umfange  von  Khorsabad 
errechnet  wurde.  Diesen  Zweifel  hat  also  nur  unser  Bericht  verschuldet,  der 
absichtlich  einen  Augenblick  Vorgriff.   Aber  ein  weiterer  Zweifel  ist  folgen- 
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der :  wenn  2  Kani  =  1  Sa^  so  ist  es  auffallend,  die  Angabe  1  Soss  3  Kani  2  ü 
zu  finden ;  es  sollte  heissen  i  Soss  i  Sa  1  Kanu  2  U.  Wir  antworten ,  es 
sollte  nicht  blos  so  heissen,  es  heisst  wirklich  beinahe  so  in  einer  Variante 
(S.  35),  indem  die  Länge  als  1  Soss  1^  Sa  2  U  benannt  wird,  wodurch  die 
Existenz  jener  Länge  Sa  und  ihr  Werth  Bestätigung  finden. 

Der  Umfang  von  Khorsabad,  sagten  wir,  ist  durch  die  Herren  Botta 
und  Fl  an  diu  gemessen  worden,  und  zwar  zu  6790",  wovon  je  1645  den 
beiden  kleineren,  je  1760  den  beiden  grösseren  Seiten  des  Rechtecks  zufielen 
(S.  10).  Khorsabad  war  also  wirklich  ein  Rechteck  mit  nicht  sehr  verschie- 
denen Seiten.  Mag  man  nun  irgend  eine  der  drei  Gleichungen  wählen 
6000  ü  =  1645 ,  6370  U  =  1750,  24740  ü  =  6790 ,  immer  bekommt  man  Werthe 
von  U,  welche  in  den  Millimetern  noch  Übereinstimmen,  so  dass  Oppert 
mit  Recht,  eine  Mittelzahl  wählend,  U  =  0,27425"  setzt.  Bereits  im  Jahre 
1853  hat  Oppert  aus  ganz  anderen  Materialien,  welche  er  bei  seinef  Ex- 
pedition nach  Mesopotamien  selbst  gemessen  hatte,  die  Ergebnisse  veröffent- 
licht, dass  die  assyrische  Elle  etwa  0,525"  gewesen  sein  müsse,  dass  360  der- 
selben ein  Stadion  ausmachten,  dass  3  Ellen  in  5  Fuss  zerfielen.  Damit 
vereinigt  sich  die  neueste  Entdeckung  zu  der  eine  Grundlage  bietenden 
Thatsache:  das  U  der  S arg on' sehen  Angaben  ist  eine  halbe  gewöhnliche 
assyrische  Elle  und  entspricht  etwa  der  griechischen  Spithame.  Die  Elle 
oder  2  U  erhält  die  Länge  von  0,5485"  und  weiter  wird  1  Kanu  =  1,6455", 
1  Sa  ==  3,291 ,  1  üs  oder  mit  dem  griechischen  Namen  1  Stadion  =  197,46" 
n.  s.  w.  Wir  kommen  auf  die  anderweitigen  Längenmaasse  in  ihrer  syste- 
matischen Verbindung  in  dem  letzten  Theile  dieses  Referats  noch  zurück. 
Hier  müssen  wir  nur  noch  einige  Namen  mit  ihren  Werthcn  zusammenstel- 
len ,  deren  wir  uns  im  Verlauf  der  Betrachtungen  fortwährend  zu  bedienen 
haben.  So  setzt  Oppert  (S.  38  —  39)  6  Sa  oder,  wie  er  sagt,  6  Toisen  = 
t  Hut  he  {perche)y  10  Sa  sa  1  PI  e  thron.  Von  kleineren  Längen  als  die 
Halbelle  U  findet  er  als  minimales  Maass  die  Haarbreite  =  j^^^^  U  >= 
0,000076"  beiläufig  s=  ^^  MiUimeter.  Wieder  aufsteigend  bilden  12  Haar- 
breiten al  Punkt,  5  Punkte  =  1  Nagelbreite,  6  Nagelbreiten  =  1  Dau- 
menbreite,  12  Daumenbreiten  =  1  Fuss,  20  Nagelbieiten  =  1  Hand- 
flächenbreite {paltne). 

Eine  Gattung  von  Längenmaassen  dürfen  wir  nicht  so  kurz  abmachen, 
deren  Verhältniss  zu  den  übrigen  so  auffallend  von  den  gewohnten  Zahlen, 
d.  h.  von  Vielfachen  oder  Theilern  von  10  und  60  abweicht,  dass  im  ersten 
Augenblick  ihre  ganze  Existenz  nur  Unglauben  hervorrufen  kann.  Oppert 
spricht  von  der  grossen  assyrischen  Elle  {aune,  während  er  die 
gewöhnliche  Elle  coudee  nennt)  von  37  paumenbreiten,  von  dem  Kalamus 
von  37  Handflächenbreiten ,  zu  dessen  Verglerch  an  den  Sa  von  36  Hand- 
flächenbreiten erinnert  sein  mag.  Sollte  wirklich  die  Primzahl  37  urplötzlich 
hier  auftreten? 
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Ganz  vereinzelt  stände  diese  Abnormität  allerdings  nicht.  Aach  eine 
andere,  weder  dem  Decimal-  noch  dem  Dnodecimalsystem,  also  auch  nicht 
dem  dieselbe  verbindenden  Sexagesimalsystem  angehörige  Zahl  spielt  in 
babylonischen  Messungen  eine  Rolle.  Nach  Herodot's  nicht  anzuzwei- 
felndem Zeugnisse  findet  die  Königs  eile  mit  7  Handflächenbreiten  neben 
der  gewöhnlichen  Elle  von  6  Handflächenbreiten  in  der  Maasstabelle 
ihren  Platz.  Aber  quod  licet  Jovi,  non  licet  bovi;  der  heiligen  Plane- 
tenzahl 7,  der  Zahl  der  Wochentage,  der  Zahl,  bei  welcher  geschworen 
wird,  konnte  man  fast  erwarten  irgendwie  zu  begegnen;  doch  wie  kam  man 
auf  den  Gedanken,  37  zu  benutzen? 

Oppert  hat  diese  Frage  nicht  aufgeworfen;  um  so  lauter  wollen  wir 
sie  betonen  in  der  Hoffnung,  doch  bei  irgend  einem  Fachmanne  ein  Echo 
hervorlocken  zu  können.  Wäre  das  37  ein  Flächenmaass ,  dann  wären  wir 
um  eine  Erklärung  nicht  verlegen.  Ist  doch  37  =  l'  +  O'»  oder  besser  noch 
3700  =  10* +60*  und  damit  die  Fläche  des  Quadrats  der  Hypotenuse  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  von  den  Katheten  10  und  60,  d.  h.  von  den  Kathe- 
ten, welche  durch  die  beiden  Grundzahlen  babylonischer  Metrologie  gemes- 
sen werden.  Aber  die  Maasse,  für  welche  die  Zahl  37  die  Grundlage  bildet, 
sind  eben  keine  Flächen ,  sondern  Längen ,'  und  somit  ist  unsere  Erklärung 
nicht  zu  gebrauchen,  ganz  abgesehen  von  der  Frage,  ob  man  die  Kenntniss 
irrationaler  Seiten  so  weit  hinaufschieben  dürfe ,  eine  Frage ,  welche  wir 
selbst  verneinen  möchten.  Wir  dachten  auch  an  eine  andere  Erklärung. 
War  vielleicht  die  Addition  mannigfacher  Reihen,  das  arithmetische  Ex- 
periment, wie  wir  es  in  unseren  mathematischen  Beiträgen  zum  Culturleben 
der  Völker  genannt  und  bei  den  Griechen  unanfechtbar  nachgewiesen  haben, 
bereits  babylonische  Gewohnheit?  Hat  man  dort  vielleicht  die  beiden 
Systeme  1,  10,  100  und  1,  60,  3600  zu  dem  neuen  System  2,  70,  3700  vereinigt 
und  so  gleichzeitig  eine  theoretische  Erklärung  für  die  Königselle  und  ein 
ganz  neues  Maass,  den  Kalamus,  gefunden,  aus  welchem  vielleicht  rück- 
wärts die  grosse  assyrische  Elle  abgeleitet  werden  mochte?  Ist  der  Punkt 
die  Einheit,  von  welcher  man  ausgeht,  so  heisst  die  eine  Reihe:  Punkt, 
doppelte  I^gelbreite,  Handflächenbreite;  die  andere  Reihe:  Punkt,  dop- 
pelte Daumenbreite,  Sa.  Die  Addition  ergiebt:  Doppelpunkt,  70  Punkte, 
Kalamus.  Es  hängt  also  unsere  Vermuthung  wesentlich  davon  ab,  ob  70 
Punkte  eine  Königselle  bilden.  Das  ist  aber  leider  nicht  der  Fall,  vielmehr 
ist  die  Königselle  700  Punkte  lang,  und  wenn  es  nicht  gelingt,  ihren  zehn- 
ten Theil  als  Maass  nachzuweisen,  schwebt  auch  unser  zweiter  Erklärungs- 
versuch haltlos  in  der  Luft.  Bei  solchen  Ausnahmefällen  kann  man  nämlich 
nicht  behutsam  genug  sein  und  darf  ganz  besonders  niemals  ein  Maass  als 
zur  Theorie  nothwendig  heraus-,  vielleicht  besser  gesagt  hineinrechnen, 
welches  nicht  ganz  bestimmte  Existenz  besitzt.  Bei  Maassen  dagegen,  die 
in  ein  ganzes  System  von  wohlbekannten  Einheiten  passen,  ist  eine  so 
strenge  Beschränkung  auf  das  traditionell  Gegebene  nicht  geboten. 
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Nehmen  wir  somit  zunächst  nur  die  Thatsache  für  erwiesen  an ,  dass 
die  Assyrer  eine  grosse  assyrische  Elle  von  37  Daumenbreiten,  einen  Kala- 
mus  von  37  Handflächenbreiten  besassen,  so  ist  immerhin  als  uns  auffallend 
erscheinende  Bemerkung  zu  Oppert*s  Betrachtungen  hinzuzusetzen,  dass 
das  Verhältniss  |^{-  der  Seiten  jener  Rechtecke  zu  Persepolis  verständlich  wird, 
sowie  man  die  Rechtecke  alsPseudoquadrate  sich  denkt,  d.  h.  um  dieses 
neue  Wort  für  einen  neuen  Begriff  zu  erläutern,  als  Rechtecke,  deren  Seiten 
sämmtlich  dieselbe,  und  zwar  dieselbe  runde  Maasszahl  besitzen,  wenn  man 
sie  mit  verschiedenen  Maassstäben  mass,  die  ktirzeren  mit  dem  Sa,  die  län- 
geren mit  dem  Kalamns  und  den  Unterabtheilungen  dieser  Messstangen. 

Oppert  unterstützt  die  Existenz  der  grossen  assyrischen  Elle,  auf  die 
es  hauptsächlich  ankommt,  durch  die  Bemerkung  (S.  38),  die  Juden  hätten 
gleichfalls  einen  Kalamus  von  37  Handfiächenbreiten  besessen,  und  er  beruft 
sich  dafür  auf  Hesekiel  42.  Offenbar  ist  dies  einer  von  den  wenigen  Irrthfi- 
mern,  welche  durch  die  Augenkrankheit  des  Verfassers,  der  zu  dictiren  ge- 
nöthigt  war,  sich  einschlichen*  Oppert  muss  Hesekiel  40, 5  in  Verbindung  mit 
43, 13  in  Gedanken  gehabt  haben.  Diese  beiden  Verse  lauten,  soweit  sie  uns 
interessiren :  „Und  der  Mann  hatte  dieMessruthe  in  der  Hand,  die  war  6 Ellen 
lang;  eine  jegliche  Elle  war  eine  Handbreit  länger  denn  eine  gemeine  Elle'* 
und  ,,dies  ist  aber  das  Maass  des  Altars  nach  der  Elle,  welche  eine  Hand- 
breit länger  ist,  denn  eine  gemeine  Elle/*  Wir  meinen,  das  könnte  sich  nur 
auf  die  Königselle  beziehen?  Die  Vulgata  freilich  übersetzt  „£'/  m  manu 
viri  calamiis  mensurae  sex  cubitorum  et  p(ümi^\  giebt  also  die  überschüssige 
Handbreite  zu  sämmtlichen  6  Ellen  statt  zu  jeder  einzelnen,  und  gelangt  so 
zu  dem  Kalamus  von  37  Handbreiten.  Ebenso  erklären  es  die  rabbinischen 
Commentatoren  des  betreffenden  Hesekiel verses*,  aber,  wie  es  scheint,  nur 
alter  Tradition  folgend,  dagegen  im  Widerspruch  zur  Textesstelle,  welche 
keine  andere  Uebersetzung  als  die  Luther*s  zulassen  soll.  Andererseits 
kommt  Fenuer  von  Fenneberg  durch  ihm  eigenthümliche  Berechnungen 
zu  der  jetzt  auch  von  Oppert  ohne  zweifelnden  Zusatz  ausgesprochenen 
Entscheidung,  so  dass  wir  solchen  Fachmännern  gegenüber  verstummen 
müssen. 

Ohnedies  kommt  es  auf  eine  bei  den  Juden  nachweisbare  oder  nicht 
nachweisbare  Analogie  wenig  an.  Oppert's  grosse  assyrische  Elle  von 
37  Daumenbreiten  hat  ihre  Bürgschaft  in  dem  Zusammenhange  mit  der 
Grundfläche  des  Palastes  .des  Königs  Sargen.  Wir  gelangen  damit  zugleich 
zu  dem  zweiten  Abschnitte  Oppert 's  von  den  Flächenmaassen  (S.  42  —  57).* 
Ein  solches  von  hervorragender  Bedeutung  nennt  Oppert  (S.  51)  bald  das 
grosse  Agrar-U,  bald  die  A r o u r a.  um  die  Vermischung  des  Längen-U 


*  L.  FenneryonFenneberg,  Untersuchungen  über  die  Längen-,  Feld-  und 
Wegemaasse  der  Völker  des  Alterthums,  insbesondere  der  Griechen  und  der  Jaden. 
Berlin  1859.    S.  108%. 
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mit  dein  Fläclien-D  aa  vermeiden,  welche  ans  beim  Lesen  oftmals  in  die 
Qnere  kam,  wollen  wir  uns  nor  des  sweitea  grieohiBchen  Namens  bedienen. 
10  Arouren  also  war  die  Fläcbe,  welche  nach  der  Inscfariß  einer  kleinen 
Silberplatte  (8.49 — ÖO)  Sargon's  Palast  bedeckte,  nnd  andererseits  wird  als 
erwiesen  angegeben,  dass  dieselbe.FUcbe  319680  Qnadratetlen  gleicb  war, 
oder  |!220  Quadraten,  deren  Seiten  jeweil  12  Ellen  =  3  8a  =a,5»2''  lang 
sind.  Folglich  mnss  eine  Aronra  222  solcher  Quadrate  enthalten,  beziehungs- 
weise sich  als  Kechteck  denken  lassen,  dessen  eine  Seite  2S2  Ellen,  die 
andere  144  Ellen  lang  ist.  Nan  ist  1  Elle  =  20  Daumenbreiten ,  somit  222 
Ellen  =a  222.20  Daumenbreiten  c=  120.37  Daumenbreiten  und  144  Ellen  = 
144.20  Daumenbreiten  ^120.24  Daumenbreiten  (S.  Bl).  Heisst  also  24  Dau- 
menbreiten =:  I  DoppelfusB  nnd  37  Daumenbreiten  =  1  grosse  assyrische 
Elle,  80  wird  die  Aronra  ein  Pseudoquadrat,  wie  wir  nns  vorhin  ausdrück- 
ten, mit  der  Maasszahl  120  für  jede  Seite,  das  eine  Hai  gemessen  nach  dem 
DoppelfnsB,  das  andere  Hai  nach  der  grossen  aseyriscben  Elle,  und  diese 
beiden  Ginbeiten  mttssen  folglich  Bestand  gehabt  haben. 

Die  grosse  assyriBcbe  Elle  von  37  Daumenbreiten  oder  222  Nagelbreiten 
ist,  wie  Oppert  binEUsetzt,  selbst  die  Summe  dreier  Längeneinheiten,  näm* 
lieh  =  140  +  72+10  Nagelbreiten  =  1  Königselle  + 1  Fuss  + 1  halbe  Hand- 
breite*. Ebenso  zerlegt  sich  die  Aronra  von  222  Quadratdoppelsa  in  drei 
Quadrate,  vermöge  223  =  14'  + 6'+ 1*,  d.h.  die  Aronra  besteht  aas  dem 
Quadrate  von  28  Sa,  aus  dem  von  10  Sa  nnd  dem  von  3  Sa,  oder  ans  den 
Quadraten  von  144  KSaigsellen ,  von  1  Plethron  und  yon  1  Doppelsa. 

Aber,  wird  mau  vielleicht  sagen ,  damit  fSllt  ja  die  ganze  Bestätigung 
der  grossen  assyrischen  Elle  wieder  weg!  Sie  selbst  enthüllt  sich  uns  als 
Summe  dreier  Längen.  Das  Bechteck ,  bei  welchem  sie  eine  Bolle  spielen 
sollte ,  enthSlU  sich  als  Summe  dreier  Quadrate  von  Längen ,  die  anderen 
Systemen  angehSren.  In  dem  Baupläne  des  Palastes  des  Sargon  kommt, 
wie  wir  noch  sehen  wollen,  jede  andere  Zahl  eher  vor,  als  37.  Wenn  keine 
anderen  Gründe  für  die  grosse  assyrische  Elle  anfsutreiben  sind ,  so  ist  sie 
eitel  Schwindel. 

Oppert,  welcher  sonst  mit  selbstgemachten  Einwürfen  nicht  sparsam 
ist,  hat  diesen  nicht  aufgenommen.  Eine  Entgegnung  wäre  ihm  sonst' leicht 
gefallen.  Er  hatte  nur  den  einen  Umstand  in  Erinnerung  zu  bringen ,  dass 
die  Aroura,  mag  sie  mit  anderen  Flächenmaasaen ,  von  denen  gleichfalls 
noch  die  Bede  sein  wird,  in  einer  Zusammensetzungsgleichung  irgendwel- 
cher Form  vorkommen,  vermSge  der  Angabe  des  Silberplättchens  ohne 
allen  Zweifel  zagleich  auch  eine  Flächeneinheit  war.  Wo  aber  finden 
wir  im  ganzen  Verlaufe  menschlicher  Oeschichte  jemals  eine  Flächeneinheit, 
die  eine  andere  Gestalt  hatte,  als  die  eines  Vierecks  mit  vier  rechten  Win- 
keln und  rationalen,  wenn  auch  nicht  nothwendig  gleichen  Seiten?  Alsdann 


*  Bai  Oppert  S.51  Z.4  steht  dafür  irrthümlich  1  Haudbreita. 
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ttber  tritt  für  die  Äroam  stets  id  der  einen  Seitenlange  der  Fiictor  37  hervor 
and  awingt  ans  zn  der  behaupteten  Annahme  eines  dieselbe  Primsabl 
irgendwie  zur  Geltung  bringenden  Längenmaassea,  Wir  bemerken  ferner, 
dass  unter  dieser  Voraasselzung  zwar  sehr  manoigfacfae  Verbindungen  von 
Seiten  sn  einem  Rechtecke  von  dem  Inhalte  der  Aronra  mSgltch  sind,  daas 
aber  die  von  Oppert  gewählte  den  grossen  Vorsag  besitzt,  in  jeder  Seite 
anch  den  Factor  60  zu  enthalten,  so  dass  es  von  ihr  aus  leicht  war,  ^g,  ^ j^^, 
nW  ^^'  Aronra  za  bilden,  and  diese  Brachtbeile  rnttssen  nach  aller  Wahr- 
Bcbeiulicbkeit  vorgekommen  sein. 

Wir  haben  gesagt,  bei  dem  Baupläne  des  Sargon'scbeu  Palastes  spiele 
die  Zahl  37  keine  Rolle.  Der  Grandriss  jenes  Palastes  (Taf.  VI,  Fig.  13) 
bestand  ans  einem  Achlecke  mit  A  Winkeln  von  90°  und  2  Winkelu  von  270" 
oder,  wie  man  die  Figur  vielleicht  deutlicher  beschreibt,  ans  awei  unglei- 
chen Rechtecken,  welche  mit  der  jeweil  gröseeren  Seite  aneinander  slieseen. 
Das  grössere  Rechteck  hatte  die  Dimensionen  48  und  29,  das  kleinere  36 
und  23,  ttberall  mit  dem  Doppeiaa  als  Einheit,  nnd  wirklich  ist  48.29 
-f- 30. 28  =  2220.  Jene  LSngen  mag  man  aber  additiv  oder  subtractiv  com- 
biniren  wie  man  will,  nie  wird  man  der  Zahl  37  begegnen.  Oppert  bat 
dagegen  der  Zahl  52  ==  29+23,  d.  h.  der  combinirten  Tiefe  beider  Rechtecke 
Ensamtnen,  beziehungsweise  der  Primzahl  13,  der  Zahl  der  assyrischen  Göt- 
ter (S.  5It),  als  viertem  Theile  von  52  eine  hervorragende  Rolle  zugewiesen. 
Wir  folgen  ihm  nicht  in  diesen  Vermuthnngen,  in  welchen  uns  der  geistvolle 
Forscher,  den  wir  bisher  mit  Vergnügen  begleitet  haben,  seiner  arithmeti- 
schen Phantasie  etwas  zDviel  Nachgiebigkeit  erwiesen  zu  haben  scheint. 
Wir  meinen,  der  Grundriss  des  Gebändes  werde  sich  nach  dem  znr  Ver- 
fügung stehenden  Gelände  gerichtet  haben,  und  es  werdu  nicht  umgekehrt 
erst  ein  Plan  mit  mystischen  Zahlen  Verhältnissen  aufgezeichnet  und  an 
diesem  Plane  der  Banplata  gesucht  worden  sein,  wie  wir  annehmen  mUss- 
ten,  wenn  Oppert  hier  das  Richtige  getroffen  hätte. 

Die  Aronra  war  also  ein  Flächen  maass,  aber  nicht  sie  allein.  Oppert 
nimmt  (S.  fiO)  noch  andere  FUchcnmaasse  an,  welche  aus  den  dem  Sexa- 
gesimalsjBtem  angehörigen  Längen  sich  ableiten.  Die Qnadratruthe  ist 
ein  solches,  deren  Seite  also  1  Ruthe  =  6  Sa  war.  Ihr  Hundertfaches,  das 
Qnadratstadion,  kommt  gleichfalls  vor.  Ein  anderes  System  geht  von 
6  Qnadratrnthen  als  Einheit  aus,  deren  Soss,  Nor  und  Sar,  d.  h.  also  360, 
8600  und  21600  Quadratruthen  wiederum  eiüstiren.  Wir  unterlassen  nicht,  dar- 
auf aufmerksam  zu  machen,  dass  fast  alle  diese  letzteren  PläcbenmaHsse 
nur  in  Gestalt  von  Rechtecken ,  nicht  mit  Quadraten  mit  rationalen  Seiten 
möglieh  sind. 

Die  Raummaasue  bilden  einen  dritten  Abschnitt  von  Oppert's  ünter- 
snchuDgeu  (S.  W — 08).  Das  gegeneeitige  Verhältniss  der  einzelnen  Haasse 
scheint  hier  ans  hebräischen  Analogien  ziemlich  gesichert.  Es  war  nur 
Dothweudig,  die  Seite  eines  einzigen  dieser  cubischen  Gefässe  zn  ermitteln. 
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um  auf  bekanntem  Boden  zu  stehen,  und  diese  Kenntniss  besitzt  man  gleich- 
falls schon  geraume  Zeit.  Man  nahm  schon  lange  an,  das  Bath  oder  Epha 
sei  der  Cubns  der  Halbelle«  Auch  0  p  p  e  r  t  sieht  in  diesem  Hohlmaasse  den 
Würfel  mit  der  Seite  U  und  bestätigt  diese  Ansicht  durch  Angaben  biblischer 
und  profaner  Schriftsteller  über  das  eherne  Meer  aus  dem  Tempel  Salomon's. 
Wir  kommen  nachher  auf  diese  Rechnung  zurück  und  wenden  uns  zuvor 
nur  noch  mit  wenigen  Worten  zu  den  Gewichten. 

Ihnen  ist  der  vierte  und  letzte  Abschnitt  der  uns  vorliegenden  Abhand- 
lung (S.  69  —  90)  gewidmet.  Die  Bestimmung  alter  Gewichte  ist  stets  von 
grossen  Schwierigkeiten  begleitet.  Wenn  aus  irgendwelchen  Schriftquellen 
eine  L&nge,  eine  Fläche  angegeben  ist,  so  besitzen  wir  heute  wenn  nicht 
mehr  das  gemessene  Object  selbst,  doch  vielleicht  dessen  Trümmer,  und  wir 
haben  gesehen,  wie  eine  geistreiche  Divination  solche  Trümmer  zu  benutzen 
versteht.  Ganz  anders  bei  Gewichten.  Zwar  sind  uns  hier  in  gar  nicht  sel- 
tenen Fällen  alte  Gewichte  erhalten,  auch  aus  der  hier  in  Betracht  kom- 
menden altassjrischen  Zeit;  aber  bedenken  wir  die  Feinheit  der  Technik, 
welche  nöthig  war,  damit  jene  Gewichte  überhaupt  jemals  ihrem  Nominal- 
werthe  genau  entsprachen,  rechnen  wir  dazu  die  chemischen  Einflüsse,  wel- 
chen die  Gewichte  durch  Jahrtausende  unterworfen  waren  und  welche, 
wenn  sie  auch  die  Form  weniger  beeinflussten ,  gerade  das  am  meisten  ver- 
änderten, was  man  vor  Allem  unberührt  wünschen  möchte:  seine  Substanz, 
seine  Dichtigkeit  und  dainit  sein  Gewicht,  so  wird  es  erklärlich,  wie  hier 
noch  immer  ein  gewisses  Dunkel  über  der  Lösung  des  Räthsels  schwebt. 
Wenigstens  ist  der  Mathematiker  als  solcher  kaum  in  der  Lage,  die  auf- 
gestellten Vermuthungen  zu  prüfen ,  zu  bestätigen  oder  zu  widerlegen ,  und 
somit  haben  wir  den  Schluss  unserer  Besprechung  im  engem  Sinne  des 
Wortes  erreicht. 

Wir  stellen  nur  noch  die  eine  Frage,  welche  freilich  für  uns  fast  die 
g^össte  Wichtigkeit  besitzt,  die  Frage:  Was  geht  aus  der  Opper tischen 
Abhandlung  unmittelbar  oder  mittelbar  für  die  Mathematik  der  Assyrer  her- 
vor? wobei  wir  diesen  Völkernamen  nicht  in  ethnographisch  bestimmtem 
Sinne  fassen,  sondern  allgemein  solche  Verfasser  meinen,  deren  Literatur 
in  den  Zeichen  der  Keilschrift  erhalten  ist. 

Wir  haben  am  Anfange  dieser  Besprechung  schon  die  Zahlenbedeutung 
der  Wörter  Soss,  Ner,Sar  hervorgehoben.  Wir  müssen  hier  noch  näher 
auf  diesen  Gegenstand  eingehen.  Brandis*  hat  gezeigt,  dass  Hincks 
der  Erste  war,  der  die  Anwendung  des  Sexagesimalsystems  bei  den  Keil- 


*  J.  Brandts,  Das  Münz-,  Maass-  and  Gewichtswesen  in  Vorderasien  bis  auf 
Alezander  den  Grossen.  Berlin  1866.  Die  Untersuchungen  von-Hincks  S.  595,  von 
Bawlinson  8.8;  Brandis*  eigene  Ansichten  8.  9und  15.  Von  mathematisch-histo- 
rischer Seite  ist  das  Buch  von  Brandis  zuerst  im  Drack  verwerthet  durch  Hankel, 
Zur  Geschichte  der  Mathematik,  8. 40  und  67. 
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BchriftvSIkern  entdeckte,  Bioe  astronomische  Tafe 
welcher  der  belenchtete  Theil  des  Mondes  fQr  jeden 
beginnenden  Mondscheine  bis  zum  Vollmonde  angeg 
Zahlen  geschrieben,  sind  von  den  140  Theilen  der  g 
Reihe  nach  belencbtet: 

6  ,10  ,20  ,40  ,  I  30,  1  M 
2  34,  2  40,  3  M,  3  13,  8  28,  3  4' 
Hiecks  erkannte,  dnss  die  vereinzelt  nach  links ge 
stets  Sechziger  bedeuten,  dass  die  beleuchteten  Tl 
Tagen  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  lOxpon 
arithmetische  Reihe  mit  der  Differena  16  bild 
vuUstSndigte  die  von  Hincks  begonnene Entdeckni 
selben.  Ihm  verdankt  man  die  Kenntniss  und  Ett 
derQuadrate  sämmtlicher  anreinanderfol 
I  bis  60,  alle  unter  Benutzung  des  Sexagesimalsysl 
54  9  Quadrat  57, 
welches  bedeutet  54. 00  +  9(=S340)  =  57*.  Ibm  rei 
Sosa,  Sar  in  ihrer  Zablenbedentiing.  An  diese  Entdecl 
wieder  eine  weitere  flieh  an  ,  welche ,  wenn  wir  0  p ) 
stehen,  das  Verdienst  von  QeorgeSmitb  ist.  i 
Senkereb,  welches  auf  der  einen  Seite  eine  verg 
«eigt,  von  welcher  ans  in  Verbindung  mit  dem  U 
Oppert  die  LHngenmaasse  erscbloss,  findet  sich 
mathematisch  noch  viel  merkwürdigere  Tabelle;  diel 
auf  dem  Fragmente,  das  leider  allein  erhalten  ist,  I 
0  B  0  Knbus  83 
d.  b.  fl,60'+6.fl0  +  8(^327e8)  =  S2'  reicht  (S.  23), 
Vermuthung  zur  Gewissbett  zu  erheben,  auch  die 
Ähnlich  wie  die  der  Quadrate,  bis  BUr  Fotenzerb 
haben.  Noch  ohne  Kenntniss  der  Kubnstafel  hat 
ScbSrfb  die  von  jeder  chronologischen  Nebenbedent 
eigenschaft  der  Wärter  Soss  nnd  Sar  hervorgehot 
Hesychios  aufgefunden,  in  welcher  ausdrücklich  de 
fio'c  rif  af^ii  Baßvliovlatq,  hat  ancb  darauf  hingewte 
malsystem  nicht  bei  Einem ,  Sossen  cnd  Saren  steh 
war,  sondern  nach  anfwärts  noch  höhere  Binbeitei 
abwSrts  Sexagesimalbrilche  gestattete,  welche  letzt 
inschiiften  nachgewiesen  sind,  als  sie  seit  der  Mitt 
vielleicht  durch  Hipparch  in  Griechenland  sich  e 
der  das  Verdienst  von  Brandis  um  das  VerstXndi 
Standes  etwas  zu  gering  zn  veranschlagen  scheint,  1 
den  reinen  Zahlenbegriff  des  Wortes  Ner  gesichert, 
man  lange  meinte,  in  Verbindung  mit  Jahr  eine  Zei 
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bedeutet,  sondern  ebenso,  wie  wir  früher  sahen,  als  ein  Ner  von  Sa  in 
Gebrauch  ist,  ebenso  von  Gewichten  gilt:  ein  Ner  von  Talenten,  ebenso  von 
Menschen,  wie  der  Titel  eines  Befehlshabers  des  Ner  des  Landes,  d.  h.  eines 
Hauptmannes  über  600  Leute  (oder  vielleicht  Herr  über  600  Flächeneinhei- 
ten?) verbürgt  (8.  7  und  9).  Ebendazu  stimmt  auch  der  üebergang  des  Ner 
zu  den  Körnern  als  sexcenH  =  sehr  viel,  auf  welcher  wir  schon  vor  zwölf 
Jahren  in  einer  von  Assjrologen  leicht  begreiflicher  Weise  unbeachtet 
gebliebenen  Notiz  aufmerksam  gemacht  haben*. 

An  der  Zahleneigenschaft  der  drei  Wörter  Soss,  Ner,  Sar  ist  also  nicht 
zu  zweifeln,  und  zwar  in  dem  Sinne,  den  wir  früher  hervorhoben,  dass  die- 
selben zur  zusammenfassenden  Bezeichnung  einer  Anzahl  von  Gegenstän- 
den, dann,  wie  wir  jetzt  gelernt  haben,  zum  Rechnen  benutzt  wurden, 
während  neben  ihnen  die  allgemeinere  Zahlenbezeichuung  einherlief,  welche 
das  dekadische  System  in  ziemlich  consequenter  Weise  festhielt**.  Ob  bis- 
her eine  Zahlenangabe  gefunden  worden  ist,  in  welcher  alle  drei  Wörter 
Soss,  Ner  und  Sar  vorkommen,  ist  uns  unbekannt.  Oppert  führt  in  der 
uns  vorliegenden  Abhandlung  kein  solches  Beispiel  an.  Wir  selbst,  ohne 
jegliche  Kenntniss  von  Keiltexten,  möchten  an  ein  eigenthümliches  gemein- 
sames Auftreten  von  Soss,  Hundert  und  Ner  in  einer  verwandten  Literatur 
hinweiaen.  Wir  meinen  Genesis  6, 15,  wo  die  Vorschrift  zum  Bau  der  Arche 
Noah*s  in  die  Worte  gekleidet  ist:  „300  Bllen  sei  die  Länge,  50  Ellen  die 
Weite  und  30  Ellen  die  Höhe."  Nun  haben  wir  oben  gesehen,  dass  nicht  die 
Elle,  sondern  die  Halbelle  U  die  eigentliche  Einheit  ist;  alle  Zahlen  sind 
darum  zu  verdoppeln  und  sofort  erscheinen  die  von  uns  angekündigten  Ein- 
heiten höherer  Art.  Wir  wissen  nicht,  ob  diese  Stelle  schon  nach  dieser 
Richtung  geprüft  worden  ist,  wir  wissen  noch  weniger,  ob  in  der  babyloni- 
schen Sündfluthserzählung  die  gleichen  Zahlen  auftreten ;  wir  machen  nur 
diese  Bemerkung,  um  Sachverständige  zur  Beachtung  dieses  Umstandes 
anzuregen. 

Bei  den  Maassen ,  und  besonders  bei  den  Längenmaassen  treten  ver- 
schiedene Systeme  von  nach  Potenzen  von  00  fortschreitenden  Reihen  auf, 
welche  sich  zwischen  einander  einschieben.  Allerdings  erscheinen  dabei 
mitunter  Verdoppelungen,  einmal  eine  Halbirnng  einer  bei  Oppert  uns 
bekannt  gewordenen  Länge ;  allerdings  sind  die  Einer  auch  noch  mit  dem 
Coefficienten  6  versehen,  doch  wollen  wir  dieser  Mängel  ungeachtet  um- 
stehend eine  kleine  Tabelle  einschalten,  welche  vielleicht  deutlicher,  als 
dieses  in  der  Darstellung  Oppert 's  möglich  ist,  den  Zusammenhang  der 
Maasse  veranschaulicht. 

Selbstverständlich  wollen  wir  mit  unseren  Bezeichnungen  nicht  den 
Begriff  verbunden  wissen,  auch  den  Keilschriftvölkern  sei  Einheit  gewesen, 


*  Math.  Beitr.  z.  (3ultarl.  d.  Völker.    Halle  1863.    S.%62. 
**  Math.  Beitr.  z.  Culturl.  d.  Völker.    Halle  1863.    8.  28  flgg. 
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was  wir  nls  solche  darstellen.  Wissen  wir  doch,  dass  der 
das  Stadion  sein  Soss  war,  dass  also  sicherlich  die  doppel 
als  j'^  Sa,  der  Punkt  als  ywjsjs  ^^  '"fBafosGen  ist,  nnd  ähnli 
anderen  Systemen  sich  verhalten  haben. 


60*. 

eo«. 

eo*. 

60. 

lü. 

t  Nagelbr. 

IH 

1  Dekastadion. 

1  FlettaroD. 

lElle(=2ü). 

3  Nagelbr. 

2  Hl 

1  Ptu-asaEge. 

\  Stadion. 

1  Kanu. 

1  Daumenbr. 

8H; 

1  Schoiniot. 

1  Stadion. 

iSa. 

2  Daumenbr. 

iPi 

1  Ruthe. 

IFUSE. 

6Pi 

Dessenungeachtet  können  wir  ans  nicht  enthalten,  anf  < 
liehen,  wenn  ancti  vielleicht  dnrchans  znfSlIigeti  Umata 
Wir  haben  iu  den  drei  voltständigeren  Systemen  nnserer 
Einheiten  von  fünf  anfeinnnderfolgendeDRaugordnnngen  vi 
dischen  Rangordnungen  der  Einer,  Zehner,  Hunderter,  T 
lausender  entsprechend.  Wir  haben  aber  früher  einmal* 
hingewiesen,  welche,  anter  dem  Einflasse  des  babylonlschf 
den,  eine  Beschränkung  des  einfachen  Zahle nbegriffea  mit 
Zehntansender  sehr  wahrscheinlich  machen.  Wir  meinen  B 
„Tausend  mal  tausend  dieneten  ihm  nnd  Zehntausend  mal  z 

den  vor  ihm;"  Buch  Samuel  I,  18,  7:  „Saul  hat  Tausend  ge „-_, 

aber  Zehntausend,"  and  Psalm  S8, 18:  „Der  Wagen  Gottes  ist  zehntausend 
mal  tausend."** 

Eine  höchst  interessante  Frage  gebt  dahin ,  wie  man  daea  gekommen 
sein  mag,  zwischen  dem  Soss  und  Sar  noch  ein  Ner  an  erGnden?  Da  unsers 
Wissens  diese  Frage  noch  nie  gestellt  wurde,  so  darf  ein  Versuch  der  Be- 
antwortnng  wohl  auch  dann  auf  Entschuldigung  hoffen,  wenn  man  ihn  nicht 


*  Math.  Beitr.  i.  Caltuil.  d.  Volker,  B.  SO  a.  148, 
**  Die  höchst  anrfalleade  Form  der  Vervielfachung  der  kleinem  Einheit,  dnrch 

den  gröeaeni  Coeffictenten  hat  sehr  apäte  NachahmnDg-en  erfahren.  So  heiast  es  in 
Milton'a  Paradise  lost  V,  58S:  Ten  Ihoiaand  Ihousand  miigiu  high  aduanetd,  und  fl, 
'08:  Mimäed  milh  lenlbousand  Ihotaand  saitiU ,  nnd  Wie  Und  läset  iu  ■einem  I.Qöt- 
terg^espräche  Jupiter  za  Herliules  sagen :  „Und  doch  war  dieses  uSmliche  Königreich 
Thespin  vielleicht  ein  sehn  tan  send  mal  tausendmal  grösserer  Theil  vom  Erdboden,  als 
der  Plane teakreia,  den  ich  regiere,  von  dem  Ganzen  ist,  welches  wii  in  unserer  Oot- 
terapracfae  die  Welt  nennen."  Bezüglich  der  Beschränkmig  dea  einfachen  Zahlen* 
hegriffes  bei  10000  krollen  wir  nicht  unterlassen,  auch  anf  eins  nnserer  Ansicht  ent- 
'  gegenstebenda  Bibelatelle  aufmerksam  zu  machen.  1.  Chronik  23,  14:  „Siehe  ich  habe 
in  muiner  Armutb  versuhatTt  zum  Hause  des  Herrn  bunderttansend  Centner  QoU 
des  and  tausend  mal  tausend  Ceatner  Silbers." 
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annehmbar  finden  sollte.  Wir  wiederholen  nur  unsere  langjährige  These, 
wenn  wir  für  alle  Völker  des  Alterthums,  namentlich  aber  für  das  Handels- 
volk der  Babylonier,  Bechenbretter  in  Anspruch  nehmen ,  auf  welchen  mit 
festen  oder  losen  Marken  —  auf  diesen  sonst  wesentlichen  Unterschied 
kommt  es  uns  gegenwärtig  nicht  an  —  gerechnet  wurde.  Ja  wir  glauben 
sogar,  dass  dieses  Beehenbrett,  der  spätere  Abacus,  von  Babjlon  aus  seine 
Wanderungen  nach  Osten  wie  nach  Westen  antrat.  Der  Abacus  mnss  sich 
dem  herrschenden  Zahlensystem  angeschlossen  haben,  und  wo  es  zwei  Zah- 
lensysteme gab,  ein  Decimal-  und  ein  Sezagesimalsystem,  müssen  auch  zwei 
Bretter  ezistirt  haben,  oder  es  muss  auf  demselben  Brette,  nur  mit  Hilfe  von 
mehr  oder  weniger  Marken,  die  Bechnung  möglich  gewesen  sein.  Der  Aba- 
cus des  Decimalsystems  forderte  für  jede  Bangordnung  höchstens  9  Marken, 
derjenige  des  Sexagesimalsystems  59  Marken.  Mit  einer  solchen  Anzahl 
war  instrumental  nicht  zu  rechnen.  Alle  Uebersichtlichkeit  ging  dabei  ver- 
loren, wenn  nicht  innerhalb  des  Abacus  das  Decimalsystem  selbst  wieder 
zu  Hilfe  gezogen  wurde.  Das  hatte  aber  keine  Schwierigkeit.  Wir  haben 
uns  nur  in  jeder  Columne  oder  an  jedem  Drahte  des  Bechenbrettes  zwei 
Abtheilungen,  eine  obere  und  eine  untere,  zu  denken.  Jene  ist  für  die  Einer, 
diese  für  die  Zehner  der  betreffenden  Ordnung  bestimmt;  jene  bedurfte  zur 
Bezeichnung  aller  vorkommenden  Zahlen  9,  diese  5  Marken.  Um  die  obere 
Abtheilung  der  ersten  Columne  von  der  untern  zu  unterscheiden,  hatte  man 
die  althergebrachten  Namen  der  Einer  und  Zehner.  In  der  folgenden  Co- 
lumne dagegen  war  neben  dem  Namen  Soss  für  jede  Marke  der  obern  Ab- 
theilnng  ein  zweiter  Name  für  eine  Marke  der  untern  Abtheilang  nothwen- 
dig,  und  zu  diesem  Zwecke  entstand  das  Ner.  Freilich  würde  diese  unsere 
Vermuthnng  voraussetzen ,  daes  auch  für  die  untere  Abtheilang  der  dritten 
Columne  ein  Name  existirt  haben  werde,  dem  man  indessen  soviel  selteifcr 
begegnen  dürfte,  als  in  Bechnungsoperationen  grauer  Vorzeit  die  Zahl  36000 
seltener  vorkam  als  600. 

Neben  den  Sexagesimalbrüchen  besassen  die  Keilschriftvölker  auch 
noch  andere.  So  hat  Oppert  (S.  35)  die  Zeichen  und  Namen  von  j,  ^,  ^, 
f ,  ^  vereinigt;  er  durfte  für  nicht-mathematische  Leser  wohl  deutlicher,  als 
er  es  gethan  hat,  hervorheben,  dass  diese  Brüche  sämmtliche  aufeinander- 
folgende Sechstel  sind.  Auch  in  der  Sargon^schen  Angabe  des  Umfanges 
von  Khorsabad  (S.  9)  liest  Oppert,  wie  wir  am  Anfange  unsers  Berichtes 
sagten ,  einen  Bruch :  „3^  Ner",  und  die  gezogenen  Folgerungen  in  ihrer 
sich  gegenseitig  stützenden  Beweiskraft  möchten  wir  als  Bürgen  für  die 
richtige  Lesart  anerkennen.  Trotzdem  fällt  es  schwer  zu  begreifen,  wie  die 
dort  vereinigte  Zeichengruppe  3^  Ner  bedeuten  kann.  Das  Wort  Ner 
besteht  gewöhnlich  aus  zwei  Zeichen  r  und  «,  die  neben  einander  sich 
befinden;  r  ist  einem  aus  4  geneigten  Keilen  gebilJetcn  unregelmässigcn 
Viereck  ähnlich,  s  besteht  aus  einem  Verticalkeile  und  einem  kleineren,  au 
dessen  rechtes  oberes  Ende  sich  anlehnenden  und  schräg  nach  rechts  und 
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anten  verlaufenden  Keile.  Nun  fand  Oppert  die  Gruppe  rrrrsss  und 
las  sie  Z^  Ner.  Er  sagt  selbst  (S.  13),  es  bleibe  eine  offene  Frage,  wieso 
diese  Zahl  durch  die  angegebenen  Zeichen  dargestellt  sein  könne.  Er  macht 
indessen  dazu  einen  doppelten,  leider  recht  unglücklichen  Vorschlag.  Erst- 
lich meint  er,  der  Ueberschnss  der  r  über  die  s  solle  Zähler  eines  Bruches 
sein,  dessen  Nenn«r  die  Anzahl  der  s  bedeute,  während -diese  selbe  Anzahl 
der  s  doch  auch  für  die  Ganzen  der  gemischten  Zahl  in  Anspruch  genom- 
men ist.  Mag  Oppert  immerhin  r5=:l,  rr$$=s2j  rrrss  =  2^^  rrrsss 
S33,  rrrrssssss:^  nach  seiner  Hypothese  bilden,  wir  wollen  ihn  nicht 
fragen,  ob  er  irgendwo  solche  Gruppen  vorgefunden  hat,  die  der  Analogie 
jeglicheti  uns  bekannten  Princips  von  Bruehbezeichnnngen  spotten,  wir  wol- 
len ihn  nur  bitten,  nach  seinem  Grundgedanken  einmal  2^  oder  3^  zu  schrei* 
ben,  so  wird  er  sich  alsbald  von  der  Unhahbarkeit  seines  Vorschlagesüber- 
zeugen.  Etwas  weniger  unmöglich  ist  seine  zweite  Vermuthung,  von  ihm 
selbst  freilich  weniger  betont.  Vielleicht,  sagt  er,  heisst  r  soviel  als  ^  Ner, 
s  soviel  als  }  Ner.  Immerhin  ist  es  unter  dieser  Voraussetzung  auffallend, 
dass  noch  keines  jener  Zeichen  allein ,  r  für  200,  s  für  400  aufgefunden  wor* 
den  ist,  und  so  bleibt  hier  ein  ebenso  wichtiges,  wie  schwieriges  Problem 
für  weitere  Forschung  übrig. 

Zu  solchen  Erörterungen  wesentlich  arithmetischer  Natur  führten  uns 
allmälig  die  Wörter  Soss,  Ner,  Sar.  Eine  ganz  kurze  geometrische  Betrach* 
tung  knüpft  sich  an  das  eherne  Meer  Salomon*s  und  das  Hohlmaass  Bath. 
Ueber  das  eherne  Meer  sind  drei  einander  theilweise  widersprechende  An- 
gaben bekannt.  II.  Chronik  4,  2  und  5  heisst  es  von  ihm:  „Und  er  machte 
ein  gegossen  Meer,  10  Ellen  weit  von  einem  Rande  ap  den  andern  rund 
umher  und  5  Ellen  hoch,  und  ein  Maass  von  30  Ellen  mocht's  umher  begrei- 
f(Ai  ...  und  es  fasste  3000  Bath/'  I.  Könige*  7,  23  und  26  lauten:  „Und  er 
machte  ein  Meer,  gegossen ,  10  Ellen  weit  von  einem  Rande  zum  andern, 
rund  umher  und  5  Ellen  hoch,  und  eine  Schnur  30  Ellen  lang  war  das  Maass 
ringsum  . . .  und  ging  drein  2000  Bath.*'  Endlich  der  bekannte  Schriftsteller 
der  jüdischen  Antiquitäten,  der  nach  der  Zerstörung  Jerusalems  Titns  nach 
Rom  begleitete,  FlaviusJosephus  schildert  das  eherne  Meer,  welehes 
um  seiner  Grösse  willen  diesen  Namen  geführt  habe ,  als  halbkugelförmig 
mit  einem  Durchmesser  von  10  Ellen  und  einer  Fassungskraft  von  3000 
Bath **.  Trotz  der  Uebereinstimmung  von  Chronik  und  Josephus nehmen 
die  meisten  Commentatoren  an,  der  Inhalt  des  ehernen  Meeres  sei  nur  2000 
Bath  gewesen ,  wie  die  ausführlichste  und  darum  wohl  znverlfissigste  Be- 


*  Nicht  IT.  Könige,'  wie  irrthümlich  bei  Oppert  steht. 

**  Josephus  An tiqii.  VlII,  3,  5:  'Ex(ovtü€8  8h  xal  ^dluccav  xahiiiv  ilgi^fii- 
acpul^iov  iaxrjfitttiCfAivfjv.  'EtiXti^tj  dh  t6  x«X%oi^Qyrj(ia  $dXaaaa  did  z6  fiiyi  og  *  ^v  ya^ 
6  XovxTJQ  trjv  SidfiBTQOV  nj^x^'"  ^^^^  ^^^  ^^  naXaiCtiäiov  ndxog  xE;|r<D9fv/»€tros  . . . 
*Ed£xBto  Sh  ij  QdXaaaa  ßddovg  tiftgx^Xlovg. 
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Schreibung  angiebt ;  die  Veränderung  von  2000  in  3000  beruhe  auf  leicht 
erklärlicher  Verwechslung  zweier  Buchstaben:  2000  wird  nämlich  durch  den 
mit  zwei  Punkten  bedeckten  Buchstaben  Beth  geschrieben,  und  fallen  die 
Schriftzüge  einigermassen  klein  aus,  so  kann  der  Buchstabe  sehr  leicht  für 
ein  Gimmel  angesehen  und  als  3000  gelesen  werden.  Oppert  folgt  gleich- 
falls dieser  Ansicht  und  nimmt  von  Joseph us  nur  die  halbkugelförmige 
Gestalt  des  ehernen  Meeres  an.  Der  Inhalt  der  Halbkugel,  f  Tsr',  ist  als- 
dann bei  5£llen  Halbmesser  =  |.3,i4i6926. 5' =  201,8 KubikeHen*r=  2094,4 
Kubikhalbellen  oder  Kubik  •  U  (8.  60).  Das  stimmt  nahe  genug  mit  den 
2000  Bath  der  einen  biblischen  Angabe  ttberein,  um  sie  selbst  und  zugleich 
die  altrabbinische  Behauptung  zu  rechtfertigen,  das  Bath  sei  ein  kubisches 
Hohlmaass  von  der  Seite  U  gewesen. 

Die  Rechnung,  sowie  die  Folgerung,  welche  Oppert  daraus  zieht, 
erscheinen  unanfechtbar.  Wenn  wir  noch  einen  Zusatz  beifügen ,  so  ist  es 
der,  dass  wir  glauben,  dieselben  Zahlen  noch  etwas  anders  verwerthen  zu 
können  unter  Berücksichtigung  der  Angabe  über  den  Umfang  des  ehernen 
Meeres,  welche  Oppert  als  für  seine  Zwecke  höchst  gleichgiltig  unbeach- 
tet lassen  durfte.  Wir  wollen  nämlich  n  als  die  Unbekannte  der  beiden 
durch  den  Bibeltext  gegebenen  Gleichungen  29sr  =  a0  und  f7cr'  =  2000 
betrachten.  In  der  ersten  ist  r  =  5  und  daraus  ^(==3.  In  der  zweiten  sind, 
wie  wir  gesehen  haben ,  die  ^2000  nicht  Kubikellen,  sundern  Kubikhalbellen, 
demnach  muss  hier  rs=10  gesetzt  werden,  und  wieder  erscheint  7r=:3! 

Au  sich  ist  nun  freilich  nicht  unmöglich ,  dass  ein  neckischer  Zufall 
hier  sein  Spiel  hätte.  Unsere  TextessteDe  giebt  zu  verstehen,  der  Umfang 
des  Beckens  sei  mit  Hilfe  einer  Schnur  wirklich  gemessen  worden.  Auch 
den  Inhalt  könnte  man  thatsächlich  durch  Einfüllen  von  Flüssigkeit  aus 
kleineren  Gefässen  von  bekannter  Fassungskraft  gefunden  und  alsdann  die 
beiden  überlieferten  Zahlen  abgerundet  haben.  Allein  wenn  auch  nicht  un- 
möglich, so  bliebe  es  immer  eine  überaus  auffallende  Erscheinung,  dass 
zwei  Versuchen  entstammende  Zahlen,  durch  Messungen  ganz  verschiede- 
ner Gattung  erhalten,  jede  für  sich  abgerundet,  genau  denselben  gleichfalls 
runden  Werth  von  it  ergeben  haben  sollten.  So  gewinnt  die  Vermuthnng 
an  Wahrscheinlichkeit,  die  Verhältnisszahl  n=^^  habe  altorien* 
talischer  Messkunde  angehört.  Ist  dem  aber  so,  und  ist  diese  Zahl, 
so  alt  wie  Chronik  und  Buch  der  Könige,  dann  müssen  wir  mit  Nothwen- 
digkeit  für  eben  jene  Zeit  und  Gegend  die  Kenntniss  der  Formeln 
2nr  für  den  Kreisumfang,  ^nr^  für  den  Kugelinhalt  in  Anspruch 
nehmen.    Dazu  zwingen  uns  alle  Folgerungen. 

Dieser  für  die  Geschichte  der  ältesten  Mathematik  hochwichtige  erste 
Einblick  in  eine  babylonische  Geometrie  neben  einer  wohlverbürgten  baby- 
lonischen Arithmetik  verdient^  wie  uns  scheint,  die  Aufmerksamkeit  von 


•     1 , 


^^^^ ^^ ^ _  ,.,^,^^»^»^>^, ^ £j 


.     »T'. 
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*  Bei  Oppert  irrthnmlicli  QnHdratellen. 


164  Historisch -literarische  Abtheilung. 

Gelehrten  der  verschiedensten  Fachrichtung.  Zunächst  wird  es  sich  fragen, 
ob  noch  anderweitige  Spuren  des  Werthes  » =8  gefunden  werden  können 
und  ob  diese  nach  Babylon  als  Wiege  hinverweisen? 

Wir  heben  einige  ziemlich  unbekannte  Thatsachen  in  dieser  Beziehung 
hervor.  Erstens  tritt  die  Annahme  »eaS  bei  einem  griechischen 
Mathematiker  auf,  in  dem  MBxqi^asig  oder  Mensurae  überschriebenen 
Buche,  welches  zu  den  heionischen  Sammlungen  gehört*.  Mögen  die  be- 
treffenden Stellen  herrühren  von  wem  sie  wollen,  soviel  ist  durch  dieselben 
gesichert,  dass  wirklich  zu  irgend  einer  Zeit  von  griechisch  schreibenden 
Geometern  3  als  die  Verhältnisszahl  des  Rreisumfanges  zum  Durehmesser 
angesehen  wurde«  Zweitens  findet  sich  dieselbe  Annahme  9c  =  3  in 
China,  wie  Ed.  Biet  1841  bemerkt  hat.  Man  vergl.  dessen  Aufsatz:  Tra- 
duciion  ei  examen  dtm  ancien  ouvrage  chinois  intüule:  Tckeou-Peij  liUeralemeni 
Style  ou  Signal  dans  une  circonference  im  Jnniheft  1841  des  Journal  Asiatique, 
iroisieme  Serie,  Tome  XI,  S.  503—680,  wo  sich  S.  608  in  der  Note  findet:  Le 
texte  calcule  les  circonferences  en  mulHpliant  le  diameire  par  trois,  wälirend 
mannigfache  Beispiele  auf  den  Seiten  608,  600,  613,  623,  625  und  ganz  vor- 
zugsweise 617  abgedruckt  sind.  Wir  dürfen  vielleicht  hervorheben,  dass 
von  einem  astronomischen  Werke  die  Eede  ist  und  dass,  wie  Prof.  A.  Weber 
in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  vom  10.  April  1862  S.  223 
gezeigt  hat,  die  chinesische  Astronomie  unabweisbare  Verbindungen  mit 
Babylon  darbietet.  Wir  dürfen  weiter  daran  erinnern,  dass  wir  in  unseren 
Mathem.  Beitr.  z.  Culturl.  d.  Völker,  S.  101  flgg.,  noch  andere  in  China  wie 
in  Griechenland  auftretende,  muthmasslich  von  einander  abhängige  Zahlen- 
spielereien erwähnt  haben,  für  welche  wir  ein  verbindendes  Mittelglied  in 
Babylon  annahmen,  ohne  uns  darüber  auszusprechen,  ob  dort  die  gemein- 
same Heimath  oder  nur  eine  Zwischenstation  zu  suchen  sei ;  lauter  Ver- 
muthungen ,  welche  sich  gegenseitig  ergänzen  und  stützen. 

Eine  letzte  Bemerkung  verdanken  wir  zwei  verehrten  Collegen,  den 
Ilcrren  Prof.  Fuchs  und  Lefmann,  deren  Einer  sie  als  Reminiscenz  zu- 
fälliger  Unterhaltung  mit  einem  Schriftgelehrten  im  Gedächtniss  bewahrt 
hatte,  deren  Anderer  die  grosse  Güte  hatte,  die  Stelle  selbst  nach  unseren 
Andeutungen  aufzusuchen  und  für  uns  zu  übersetzen.  In  dem  babyloni- 
.sehen  Talmude,  und  zwar  in  dem  Succha  überschriebenen  Theile,  wel- 
cher von  der  Einrichtung  und  Gestalt  der  Laubhütte  handelt,  foL  7  verso  ist 
nämlich  die  Grösse  besprochen,  welche  eine -in  .Ofenform  (oder  in  Thurm- 
form)  gebaute  Succha ,  d.  h.  Laubhütte,  haben  soll ;  24  im  Umkreis  auf  8  im 
Durchmesser,  so  lautet  die  Vorschrift,  welche  begründet  wird  mit  den  Wor- 
ten: „jedes  Kreisrund,  das  im  Umfange  3  Spannen  hat,  hat  in  der  Breite 
1  Spanne**  und  mit  dem  Hinweis  auf  die  von  uns  abgedruckte  Stelle  der 
Chronik.     Dann  folgen  noch  weitere  sehr  schwer  verständliche  Anseinan- 


*  Vergl.  unsere  Monographie:  Die  römischen  Agrimensoren ,  S.  46  —  47. 
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dersetzungen  über  Flächeninhalte  des  Kreises ,  des  umschriebenen  nnd  des 
eingeschriebenen  Quadrates,  für  deren  Erläuterung  wir  sehr  dankbar 
wären.  Mögen  Gelehrte,  deren  Sprachkenntnisse  von  mathematischem 
Wissen  unterstützt  ihnen  die  Fähigkeit  verleihen,  jenes  Material  zu  über- 
schauen und  zu  sichten,  sich  der  fWr  sie  wohl  nicht  übermässigen  Mühe 
unterziehen.  Eine  Frage,  welche  gleichfalls  von  solcher  Seite  her  beant- 
wortet werden  müsste,  ist  die  nach  dem  Alter  der  betreffenden  Talmudstelle. 
Es  ist  ja  bekannt,  dass  von  den  beiden  Bestandtheilen  des  babylonischen 
Talmuds  die  Mischnah  erst  200  nach  Chr. ,  die  Oemara  gar  erst  500  ihren 
Abschluss  fand,  so  dass  im  Allgemeinen  ein  dort  erhaltener  Satz  verhält - 
nissmässig  sehr  späten  Ursprungs  sein  könnte,  wenn  auch  die  Möglichkeit 
alter  üeberliefernng  keineswegs  ausgeschlossen  ist« 

So  lassen  wir  uns  für*s  Erste  auch  an  der  blossen  Möglichkeit  genügen, 
dass  der  Werth  n;  s=  8  aus  babylonischer  Uebung  sich  weiter  vererbt  habe. 
Die  Schlussentscheidung  werden  diejenigen  Assyriologen  zu  geben  haben, 
welche  ihr  Studium  den   astronomischen  und  mathematischen  Keiltexten 

^'^^«»^«° Cantor. 

Die  graphische  Statik,  von  C.  Culmann  ,  Professor  am  eidgen.  Polytech- 
nikum in  Zürich.  2.  neu  bearbeitete  Auflage.  1.  Bd.,  mit  210  Holz- 
schnitten und  17  Tafeln.    Zürich,  Meyer  &  Zeller.    1875. 

Nachdem  nun  die  graphische  Statik  von  Zürich  aus  ihren  Weg  an  alle 
polytechnischen  Schulen  Deutschlands  und  Oesterreichs  gefunden,  nachdem 
sie  an  den  technischen  Lehranstalten  Italiens  eingeführt  ist  (vergl.  Favaro, 
La  siatica  grafica  nelT  insegnamenio  tecnico  superiore,  Venezia^  Grimaldo,  1873) 
und  man  sie  in  Frankreich  als  Ganzes  auffasst  {Levyy  La  statique  graphique, 
Paris,  GauiMer  Villars,  1874),  nachdem  auch  England,  Russland,  Ungarn, 
Schweden  Beiträge  und  Aufsätze  geliefert  haben ,  muss  man  die  genannte 
Disciplin  wohl  als  definitiv  begründet  ansehen.  Das  Werk,  durch  welches 
diese  Begründung  erfolgte,  war  „Die  graphische  Statik  von  Culmann, 
Zürich  1866**.  Von  demselben  liegt  uns  heute  der  erste  Band  der  zweiten 
Auflage  vor. 

Dass  überhaupt  schon  eine  neue  Auflage  nöthig  wurde,  ist  in  mehr- 
facher Hinsicht  ein  gutes  Zeichen.  Denn  das  Buch  war  von  vornherein 
nicht  für  Bauhandwerker  oder  Techniker  mit  ähnlicher  Vorbildung  geschrie- 
ben, sondern  für  mathematisch  gebildete  Ingenieure.  Es  setzte  die  Kennt- 
niss  der  Geometrie  der  Lage  voraus,  wenn  auch  kein  sehr  umfangreicher 
Gebrauch  davon  gemacht  wurde.  Dass  die  neuere  Geometrie  nicht  in  höhe- 
rem Maasse  zur  Verwendung  kam,  ist  dem  Werke  von  manchen  Seiten  als 
ein  entschiedener  Mangel  angerechnet  worden  (siehe  z«  B.  Grunert's 
Archiv,  Lit.-Ber.  CLXXXXVI,  S.  10).  Die  neue  Auflage  dürfte  in  dieser 
Hinsieht  jedenfalls  mehr  befriedigen. 

Hiit.-lit.  Abthlg.  d.  Z«lteohr.  £  Math.  u.  Phyi.,  XX,  6.  13 
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Herk würdigerweise  wurde  von  anderer  Seite  der  graph 
gerade  das  Oegentheil  rorgeworfen.  Herr  ProfeBSor  Mohr 
sieht:  „die  interessanten  und  für  die  Praxis  branchbareo  Resn 
die  graphische  Statik  enth&lt,  würden  bereits  allgemein  Eingi 
haben,  wenn  nicht  der  gelahrte  Apparat  der  neneren 
viele  Fugenienre  vom  Stadiam  dieses  Gegenstandes  abgeacl 
(Zeitschr,  d.  Arch.-  n.  Ing.-Vereins  eu  Hannover  1868,  8.19 
wohl  erwarten,  dass  die  Meianng,  es  sei  fOr  technische  Hoi 
gelehrter  Apparat  zn  betrachten,  was  nan  schon  in  Ret 
geführt  za  werden  beginnt,  keine  weitere  Verbreitnng  erlange. 
1871  in  Italien  das  Ministerinm  eine  radicale  Reform  der  techn 
schnieu  berieth,  wnrde  die  neuere  Geometrie  ohne  Bedenken  ii 
plane  des  eweiten  Oursns  eingefülirt  {Ordinamenio  degli  h 
Firente,  Tip.  Claudiana,  IBTl,  oder  Favaro  a.  a.  0.  S.  &7).  So 
freilich  noch  nicht. 

Diejenigen,  welche  sich  gegen  die  nenere  Geometrie  anss; 
tlherhanpt  dafür,  „den  Vorrath  von  wissenschaftlichen  Hilfsmit 
jeder  Techniker  nothwendig  sich  ananeignen  hat,  anf  das 
Minimam  zn  beschrSnkeu"  (siehe  die  Literarische  Revue  v 
„Civilingenienr"  1875,  8.  S2,  worin  ancb  mehrere  miasverstSnd 
snngen  ans  der  Abbandlnng  „Die  graphische  Statik",  Jahrg.  I 
sctirift  f.  Math.  u.  Phfs.,  vorgetragen  werden).  Wir  halten  die 
richtiger,  in  Bezug  anf  wissenschaftliche  Hilfsmittel  nach  dem 
Maximum  zn  trachten.  Allerdings  könnten  [sich  ^bierdarch  ei 
beHthigte  abschrecken  lassen;  aber  wXre  dies  ein  so  grosses  W 

Jeder  Ingenieur  hat  wohl  die  Erfahrung  gemacht,  dasa  di< 
Fächer,  welche  er  am  Polytechnikum  bfirte,  ihm  verbSltnl 
wenigsten  genfltzt  haben;  Mangel  an  wissenschaftlicher  Ans 
ISsst  sich  nach  dem  Verlassen  der  Schulen  nicht  leicht  nac 
praktischen  Kenntnisse  kommen,  wo  Bildnng  vorbanden,  m 
grösstentheils  von  selbst,  und  ein  Ingenieur  mit  gehSrigeo  wisse 
Hilfsmitteln  bat  seine  praktischen  Collegen  bald  überflügelt 
Mangel  an  üi athematischen  Kenntnissen,  welcher  die  i, alten  Fr 
stehen  Usst,  die  bekanntlich  nach  dem  Gefühl  constmiren  nn 
wissen  wamm. 

Wir  sind  weit  davon  entfernt,  mit  diesen  Bemerkungen 
phischo  Statik  ansscbliesslich  plaidiren  zn  wollen,  Referent 
sogar  hei  seinen  Untersuchungen  mit  Vorliebe  analytischer  Hilf 
dafQr  müssen  wir  ans  erküren,  dass  der  Stndirende  nicht  nur 
ten  Hrheiteni  sondern  wenigstens  anf  einem  Wege  selbststäm 
lerne.  Hierzu  reichen  dann  eine  Anzahl  specieller  Lösungen  oi 
es  müssen  umfassende  mathematische  Grundlagen  vorhanden  s« 
können  nur  dnrch  recht  bSufigen  Gebtanch  befestigt  wßrdei 
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muss  68  auch  Mittel  geben,  sich  die  einfacheren  Constructionen  der  graphi- 
schen Statik  möglichst  schnei)  anzueignen,  gewiss  sind  auch  auf  analyti- 
schen Untersuchungen  beruhende  graphische  Methoden  berechtigt,  gewiss 
haben  auch  Lehrbticher  der  graphischen  Statik  ohne  neuere  Geometrie  einen 
Zweck;  aber  andererseits  ist  es  doch  ebenso  unmotivirt,  als  fruchtlos,. der 
graphischen  Statik  das  Recht  absusprechen  (wie  es  geschehen  ist) ,  sich  als 
selbstständige  Disciplin  zu  entwickeln,  Alles  von  ihrem  Standpunkte  und 
auf  systematische  Weise  in  Angriff  zu  nehmen,  selbst  wenn  es  nicht  gerade 
praktisch  nothwendig  ist.  Hat  doch  Niemand  dies  Recht  der  darstellenden 
Geometrie  abgesprochen,  die  in  vieler  Beziehung  ähnlich  gestellt  ist  wie 
die  graphische  Statik«  Wir  können  hier  viele  Worte  sparen  und  einfach 
auf  die  Vorrede  zu  i, Fiedler,  Die  darstellende  Geometrie.  Leipzig, 
Teubner,  1871'^  verweisen.  Oas  meiste  dort  Gesagte  gilt  direct  auch  fUr 
die  graphische  Statik.  Uebrigens  kann  die  Concurrenz  der  verschiedenen 
Methoden  der  Ingenieurmechanik  nur  Nutzen  bringen;  dem  praktischen 
Ingenieur  steht  es  frei,  welche  der  ersteren  er  im  gegebenen  Falle  verwen- 
den will,  Niemand  denkt  daran,  ihm  Beschränkungen  aufzuerlegen. 

Nach  allem  Gesagten  gereicht  es  uns  zur  Freude,  von  vornherein 
berichten  zu  können,  dass  die  zweite  Auflage  der  graphischen  Statik  nicht 
nur  auf  keiner  tieferen,  sondernentschiedenauf  einer  höheren  wissenschaft- 
lichen Stufe  steht  wie  die  erste.  Nicht  allein  ist  die  Geometrie  der  Lage 
mehr  verwendet  worden,  sondern  es  hat  auch  Culmann  den  graphischen 
Lösungen  analytische,  grossentheils  mittels  neuerer  analytischer  Geometrie 
erhaltene  beigefügt.  Hierdurch  ist  vor  Allem  erreicht,  dass  auch  die  all- 
gemein-metrischen Beziehungen  hervortreten  und  behandelt  werden  konn- 
ten. Da  nun  die  neuere  analytische  Geometrie  und  selbst  die  Geometrie 
der  Lage  bisher  nur  wenig  Anwendung  auf  statische  Probleme  gefunden 
hat,  so  wird  der  vorliegende  theoretische  Theil  der  neuen  Auflage  auch  für 
Mathematiker  von  Interesse  sein,  denen  technische  Fragen  fern  liegen.  Nur 
muss  man  dabei  im  Auge  behalten,  zu  welchem  Zwecke  das  Buch  geschrie- 
ben wurde,  und  dass  in  Rücksicht  darauf  eine  andere  Auswahl  des  Stoffes 
zu  treffen  war,  wie  in  der  reinen  Statik.  Es  ist  nicht  überflüssig,  dies  gelinde 
anzudeuten,  indem  ein  Recensent  der  ersten  Auflage  sich  durch  die  auf- 
genommenen Einzelprobleme  enttäuscht  fand;  er  glaubte  ein  Lehrbuch  der 
reinen  Statik  in  der  Hand  zu  haben« 

Hier  sind  die  Ueberschriften  der  Hauptabtheilungen  des  erschienenen 
ersten  Bandes.  —  Das  graphische  Rechnen :  Die  Operationen  mit  Linien ; 
Logarithmen  und  Rechenschieber;  Verwandlung  der  Flächen;  Verwandlung 
der  Körper«  —  Die  Zusammensetzung  der  Kräfte :  Zusammensetzung  der 
Kräfte,  die  auf  einen  Punkt  wirken  oder  in  einer  Ebene  liegen;  das  Moment 
der  Kräfte  und  unendlich  ferne  Kräfte  in  der  Ebene;  die  Kräfte  im  Raum; 
die  projectivische  Verwandtschaft  zwischen  dem  Kräfte-  und  dem  Seilpoly- 
gon. —  Momente  paralleler  Kräfte:  Parallele  Kräfte;  der  Schwerpunkt; 

18* 
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das  Trägheitsmoment;  Constraction  der  Centralellipse  and  des  Kernes  von 
ebenen  Figuren;  Trägheitsmomente,  Centralellipsoide  und  Kerne  einiger 
Körper.  —  Elemente  der  Elasticitätstheorie :  Kräfte,  welche  Linien  propor- 
tional sind;  die  elastige  Linie;  der  elastige  Bogen;  die  elastige  Parabel  bei 
constantem  @;  der  gerade  elastige  Balken.  —  Eine  Probe  der  Behandlungs* 
weise  mittels  Plücker'scher  Geometrie  findet  man  in  der  „Vierteljahrs- 
Schrift  der  naturf.  Oes.  zu  Zürich**  1870,  S.  i  („Ueber  das  Parallelogramm 
und  über  die  Zusammensetzung  der  Kräfte.**  Vergl.  auch  Darboux  et 
Hoüely  Bull,  d,  sciencesmath,  et  astron.  1873.) 

Was  die  Aenderungen  bezüglich  des  Stoffes  gegen  die  erste  Auflage 
betrifft,  so  erlaubt  uns  der  beschränkte  Raum  nur  Andeutungen. 

Der  Abschnitt  Über  graphisches  Rechnen  hat  viele  Zugaben  erhalten. 
Die  Construction  rein  analytischer  Ausdrücke  wie  Polynome ,  die  Integra- 
tion mittels  des  Seilpolygons,  Einiges  über  graphische  Darstellungen  bei 
drei  Dimensionen  im  Anschluss  an  Laianne  {Arm,  d.  ponis  et  chauss*, 
IL  Sdr.  1840,  1850),  ein  Capitel  über  Mazimalflächen  bei  gegebenem  Um- 
fange und  gegebener  Richtung  der  Seiten,  wie  es  bei  Canalprofilen 
vorkommt,  mit  directem  Beweis,  dass  die  Seiten  des  Polygons  einen 
Halbkreis  berühren  müssen,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Oberfläche  des 
Wassers  liegt  (den  Beweis  von  Steiner  siehe  Crelle*s  Journal  XXIV) 
wurden  aufgenommen.  Im  Vorbeigehen  wird  eine  Lanze  für  die  P armen* 
tierische  Formel  (^Nouv.  Ann.  de  math.  Od,  1855)  gegenüber  der  Simpson- 
schen  gebrochen,  bei  welch  letzterer  sich  jeder  Anfänger  fragt,  warum  die 
Ordinaten  theils  einfaches,  theils  doppeltes  Gewicht  haben  sollen.  Als  sehr 
willkommen  ist  zu  erwähnen  eine  vom  Begriff  des  Logarithmus  ausgehende 
Theorie  der  Rechenschieber,  bei  welcher  Gelegenheit  auch  mehrere  verbes- 
serte und  zu  speciellen  Zwecken  dienende  Instrumente  dieser  Art  vorgeführt 
werden.  Weggelassen  ist  Nichts  gegen  die  erste  Auflage,  obwohl  vielleicht 
Manches  dafür  reif  gewesen  wäre,  z.  B.  die  Parabeltafel,  die  doch  nur  etwa 
als  Beispiel  beim  Studium  dienen  könnte;  es  sind  aber  genügend  andere 
vorhanden. 

Die  erwähnten  neuen  Capitel ,  wie  noch  weiter  folgende  lassen  darauf 
schliessen,  dass  das  Cul  mann 'sehe  Buch  zu  einem  Compendinm  der  gra- 
phischen Methoden  des  Ingenieurs  überhaupt  werden  soll.  Für  die  gra- 
phische Statik  selbst  ist  se  ziemlich  alles  im  ersten  Abschnitt  Enthaltene 
entbehrlich.  Um  diese  zu  studiren,  könnte  man  ganz  gut  auf  S.  155  mit  dem 
Capitel  „Kräfte  im  Allgemeinen**  beginnen.  Andererseits  werden  die  nicht- 
statischen  graphischen  Methoden  von  Vielen  angewandt,  die  mit  der  gra- 
phischen Statik  wenig  zu  thun  haben.  Es  wäre  deshalb  ganz  gut  möglich, 
die  erwähnten  graphischen  Methoden,  denen  sich  noch  manche  andere 
anreihen  Hessen,  unter  Vorausschickung  einer  ganz  gedrängten  Darstellung 
des  graphischen  Rechnens,  als  selbstständiges  Werkchen  erscheinen  zu 
lassen.  C  r e  m  o  n  a  hat  zwar  das  graphische  Rechnen  für  sich  herausgegeben 
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(ßlemmti  di  calcolo  grafico,  TorinOy  Paravia,  1874,  auch  übers,  von  Curtze), 
aber  ohne  alle  Anwendungen. 

Die  graphische  Statik  selbst  beginnt  mit  einem  geometrischen  Beweise 
des  Parallelogramms  der  Kräfte.  Es  wird  angedeutet,  dass  die  Statik  eben 
deshalb  eine  geometrische  Wissenschaft  sei  und  die  projectivische  Geo- 
metrie in  jeder  Form  auf  sie  Anwendung  finden  müsse ,  weil  das  Grössen- 
verhältniss  zweier  in  bestimmten  Richtungen  wirkender  Kräfte  und  die 
Mittelkraftsrichtung  projectivisch  sind.  Die  Erweiterungen  im  Abschnitte 
über  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  betreffen  zunächst  die  Behandlung 
mittels  neuerer  analytischer  Geometrie.  Die  Symbolik  derselben  gestattet, 
die  Zusammensetzung  beliebiger  Kräfte  im  Strahlenbündel  durch  eine  ein- 
fache Bummenformel  als  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Mit- 
telkraft auszudrücken.  Durch  eine  ähnliche  Summenformel  als  Gleichung 
der  Mittelkraftlinie  lässt  sich  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  in  der  Ebene 
geben.  Aus  der  Erweiterung  und  Verbindung  beider  folgt  die  analytische 
Zusammensetzung  der  Kräfte  im  Baume.  Die  aus  den  gegebenen  Haupt- 
formeln hervorgehenden  Lösungen  specieller  Probleme  werden  im  Weitern 
am  Schlüsse  der  Capitel  in  kleinem  Drucke  kurz  aufgeführt  und  gestalten 
sich  oft  überraschend  einfach.  Auch  manche  schon  aus  der  ersten  Auflage 
bekannten  Untersuchungen  sind  vervollständigt,  so  die  Zusammensetzung 
der  Kräfte  mit  Hilfe  der  unendlich  fernen  Kräfte  (Kräftepaaren  entspre- 
chend); beigefügt  ist  noch  die  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  und  drei  Sei- 
tenkräfte  mit  besonderer  Beziehung  auf  das  Fachwerk. 

Die  Zusammensetzung  der  Kräfte  im  Räume  ist  in  vollständiger  und 
vielfach  neuer  Weise  behandelt  worden.  Seit  Möbius  war  hier  wenig 
Neues  zu  verzeichnen.  Culmann  knüpft  direct  an  ihn  an,  stützt  sich  aber 
bei  seinen  Beweisen  auf  die  Staudt'sche  Geometrie  der  Lage,  besonders 
auf  das  dort  rein  geometrisch  und  am  Ausführlichsten  behandelte  Nullsystem 
Es  sind  dies  Entwickelungen ,  die  mehr  Interesse  für  den  Mathematiker 
als  für  den  Techniker  haben  und  mit  vielen  anderen  gutes  Material  für 
ein  dem  jetzigen  Standpunkte  der  Geometrie  entsprechendes  Lehrbuch  der 
reinen  Statik  abgeben.  Den  Untersuchungen  über  projectivische  Verwandt- 
schaft zwischen  Kräfte-  und  Seilpolygon  sind  die  diesbezüglichen  Arbeiten 
von  Clerk  Maxwell  (On  reciprocal  figures  and  diagramms  of  forces ,  Phil. 
Mag.  1864;  S.250)  und  Cremona  (Le  figure  reciproche  nella  stalica  graficay 
Müano,  Laengery  1872)  eingefügt,  welche  in  der  Folge  besonders  bei  Bestim- 
mung des  Einflusses  des  Eigengewichts  von  Brückenconstructionen  Verwen- 
dung finden  sollen. 

Die  Lehre  von  den  parallelen  Kräften  ist  ebenfalls  sehr  reich  vermehrt 
worden.  *Die  Zusammensetzung  der  Kräfte  mit  Kräftepaaren,  wie  sie  beim 
continuirlichen  Träger  vorkommt,  kann  als  Anwendung  des  Vorhergehenden 
schon  hier  angedeutet  werden.  Die  Untersuchungen,  welche  zur  ungünstig- 
sten Belastung  einfacher  gerader  Träger  durch  Systeme  von  concentrirten 
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Lasten  führen,  haben  ErgSnzangen  erfahren,  ebenso  das  Capitel  vom 
Schwerpunkte  and  in  ausgedehntem  Maasse  die  Lehre  vom  Trägheits- 
moment. Auch  eine  kurze  Beschreibung  und  sehr  einfache  Theorie  eines 
Amsl er' sehen  Momentenplanimeters  ist  beigegeben. 

Vollständig  neu  eingeführt  und  von  hervorragender  Wichtigkeit  ist  der 
letzte  Abschnitt  des  ersten  Theiles,  die  Elemente  der  Elasticitätstheorie, 
wozu  die  Anregung  wie  die  ersten  wichtigen  Gesichtspunkte  und  Anwen* 
düngen  Herrn  Mohr  zu  verdanken  sind  (Zeitschr.  d.  Arch«*  u.  Ing.-V.  Han- 
nover 1868,  S.  19).  Was  speciell  die  Auffassung  der  elastigen  Linie  als 
Seilpolygon  betrifft,  so  findet  sich  dieselbe  auch  bei  Poisson  (Lehrb.  d, 
Mechanik,  übers,  v.  Schmidt,  Stuttgart,  Cotta,  1825,  Vol.  I  Cap.  6).  Cul- 
mann  leitet  zunächst  auf  rein  geometrischem  Wege  ganz  allgemeine  Sätze 
über  Kräfte  ab,  welche  Linien  proportional  sind,  wie  solche  bei  der  Biegung 
im  Innern  der  Körper  auftreten ;  daran  schliessen  sich  Untersuchungen  über 
die  elastige  Linie,  soweit  sie  sich  ohne  Voraussetzung  specieller  Probleme 
durchführen  lassen ;  und  endlich  wird  in  ausführlicher  Weise  der  elastige 
Bogen  und  zum  Zwecke  der  Bestimmung  der  Auf lagendrücke  auch  der  ein- 
fache eingespannte  oder  überragende  Balken  behandelt.  Auf  die  äusserst 
sinnreiche  und  neue  Anwendung  der  Trägheitsmomente  in  dieser  Theorie, 
sowie  auf  einige  durch  gewisse  vereinfachende  Annahmen  (Cap.  4)  erhal- 
tene Resultate  ist  noch  besonders  aufmerksam  zu  machen. 

Culmann  hat  auch  in  dieser  Auflage  die  systematische  Bezeichnungs- 
weise beibehalten ,  welche  er  in  die  Statik  eingeführt  hat.  Es  besteht  die- 
selbe in  der  Wahl  bestimmter  Alphabete  für  Grössen  von  bestimmter  Di- 
mensionszahl. So  werden  beispielsweise  Grössen  der  ersten  Dimension, 
Linien,  immer  durch  kleine  lateinische  Buchstaben,  Flächen  durch  grosse 
lateinische ,  Volumina  durch  grosse  deutsche  Buchstaben  bezeichnet.  Für 
Coefficienten  als  Grössen  uuUter  Dimension  ist  das  kleine  griechische 
Alphabet  vorbehalten,  Kräfte  sind  den  Flächen  coordinirt,  also  statische 
Momente  dien  Körpern  u.  s.  w.  Man  erkennt,  dass  hierdurch  die  in  der 
Statik  immer  nothwendige  Homogenität  der  Gleichungen  auf  den  ersten 
Blick  hervortreten  muss,  und  dass  die  Prüfung  neuer  Gleichuugen,  sowie 
Umrechnungen  bei  verschiedenen  Maasssystemen  ganz  bedeutend  erleich- 
tert werden.  Der  Verband  deutscher  Ingenieur-  und  Architektenvereine 
befasst  sich  denn  auch  gerade  in  diesem  Jahre  mit  der  Frage,  ob  das  Cul- 
mann'scbe  Bezeicbnungssystem  mit  geringen  Modificationen  in  der  In- 
genieurmechanik allgemein  einzuführen  sei. 

Aus  unseren  Andeutungen  wird  man  ersehen  haben,  dass  sich  die 
zweite  Auflage  der  graphischen  Statik  mit  Recht  auf  dem  Titel  eine  Neu- 
bearbeitung nennt.  Fast  zwei  Drittel  des  im  vorliegenden  ersten  Bande 
Enthaltenen  ist  neu  hinzugekommen ,  worunter  sehr  interessante  und  wich^ 
tige  Capitel.  Wer  in  allen  Theilen  der  graphischen  Statik  auf  der  Höhe 
bleiben  will,  wird  die  neue  Auflage  nicht  entbehren  können. 
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Freilich  bat  der  beträchtliche  Zuwachs  auch  seine  Schattenseiten.  Den 
Stofif  vollständig  sa  bewältigen ,  erfordert  viel  Eifer  und  Zeit,  nicht  Jeder 
kann  sich  fttr  alles  Gegebene  interessiren ;  der  Preis  entspricht  aber  in  ziem- 
lich fühlbarer  Weise  dem  Ganzen.  Das  Werk  würde  ein  bei  Weitem  grösseres 
Pablikum  finden  nnd  dadurch  an  directem  Einflnss  gewinnen,  wenn  es  in 
einzeln  für  sich  erhältlichen  and  passend  begrenzten  Lieferungen  erschienen 
wäre ,  wie  dies  in  ähnlichen  Fällen  mehr  geschieht  und  worauf  wir  schon 
oben  beim  graphischen  Rechnen  hingewiesen  haben. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Ausstattung  der  neuen  Auflage 
sowohl  in  Bezug  auf  den  Text,  als  auf  die  theilweise  sehr  schwierigen  Tafeln 
eine  vorzügliche  genannt  werden  muss. 

Stuttgart,  Weyrauch. 


Modelle  von  Flächen  zweiter  Ordnung»  constrnirt  nach  Angabe  von  Dr. 
A.  Brill,  ord.  Professor  am  Polytechnikum  zu  Darmstadt.  Verlag 
von  L.  Brill  in  Darmstadt.    1874. 

So  wttnschenswerth  es  beim  Unterrichte  in  der  analytischen  Geometrie 
ist,  die  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  Modelle  zur  unmittelbaren  Anschau- 
ung bringen  zu  können,  so  wenig  hat  sich  bisher  die  pädagogische  Industrie 
mit  der  Herstellung  des  genannten  Lehrmittels  beschäftigt ;  man  findet  in  den 
Modellsammlungen  gewöhnlich  nur  einige  Holzmodelle  für  Rotationsflächen 
und  allenfalls  einige,  nach  Olivier's  Vorgange  aus  Fäden  zusammen- 
gesetzte Modelle  für  das  einfache  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Para- 
boloid.  Die  Lehrer  werden  es  daher  Herrn  Prof.  Brill  Dank  wissen,  dass 
er  eine  Reihe  von  Modellen  construirt  hat,  die  sich  durch  vollkommene 
Anscbaulichkeit|  geringen  Raum  (alle  sechs  Modelle  stecken  in  einem  Etui 
von  der  Grösse  eines  kleihen  Octavbandes)  und  durch  Wohlfeilheit  (0  Mark) 
auszeichnen.  Die  Vortheile  sind  dadurch  erreicht,  dass  die  parallelen 
Kreisschnitte  des  dreiaiigen  Ellipsoids,  der  beiden  Hyperboloide,  des 
Kegels  und  des  elliptischen  Paraboloids  aus  Carton  hergestellt  und  auf  sehr 
sinnreiche  Weise  zusammengefügt  wurden.  Die  Verbindung  ist  aber  keine 
starre,  vielmehr  lässt  sich  der  Neigungswinkel  zwischen  den  beiden  Syste- 
men der  Kreissohnitte  durch  leisen  Druck  oder  Zug  ändern ;  bei  der  Ver- 
packung im  Etui  ist  dieser  Neigungswinkel  eaO,  mithin  jede  der  Flächen 
eine  Ebene,  beim  Auspacken  vergrössert  man  nach  und  nach  den  Winkel 
und  hat  dann  an  jedem  einzelnen  Modelle  eine  Schaar  von  Flächen  der- 
selben Art  mit  verschiedenen  Axenverhältnissen.  Die  umstehend  bei- 
gedruckte Figur  giebt  ein  deutliches  Bild  von  drei  solchen  Modellen. 
Selbstverständlich  fehlt  das  hyperbolische  Paraboloid ,  weil  dasselbe  keine 
reellen  Kreisschuitte  hat;  da  aber  gerade  diese  Fläche  dem  Verständnisse 
des  Anfängers  die  meiste  Schwierigkeit  bereitet,  so  möchten  wir  Herrn 
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holung  der  beiden  ersten  Capitel  folgt?  Das  mag  für  einen  ersten  Rechen- 
anterricht  bei  der  Wahl  der  Uebnngsbeispiele  zweckmässig  sein;  für  die 
Schüler,  welche  bereits  f&hig  sind,  das  Bach  des  Herrn  Henrici  zu  ver- 
stehen, das  elementarste  Rechnen  also  hinter  sich  haben*,  ist  es  sicherlich 
überflüssig.  Wissenschaftliche  Berechtigung  vollends  besitzt  es  gewiss  nicht, 
in  irgend  einem  Stadium  des  Unterrichts  bei  der  zweiziffrigen  Zahl  stehen 
zu  bleiben  oder  gar  innerhalb  der  zweizifi&igen  Zahl  noch  eine  Grenze  zu 
ziehen,  deren  Ueberschreitung  man  sich  untersagt.  Das  ist  freilich  der 
Hauptmangel ,  den  wir  zu  rügen  haben ,  indem  die  Wahl  mancher  uns  nicht 
zusagender  Ausdrücke  und  Redewendungen  (formelle  und  reelle  Summe  S.O 
u.  dgl.)  bei  anderen  Lesern  vielleicht  keinen  Anstoss  erregen  mögen. 

Zu  dem  entschieden  Guten  gehören  die  mannigfachen  aus  dem  Leben 
gegriffenen  Erläuterungen,  welche  dazu  dienen,  dem  Schüler  Über  manche 
begriffliche  Schwierigkeit  hinwegzuhelfen.  Ebendazu  gehört  die  Lehre  von 
der  Subtraction,  welche  wir  an  einem  Beispiele  darstellen  wollen.  Um  etwa 
54  von  82  abzuziehen,  sagt  der  Verfasser  wie  folgt:  4  und  8  ist  12  mit  der 
Randziffer  2.  Ich  schreibe  8  als  Facit  und  merke  1  für  die  künftige  Addition. 
Das  gemerkte  1  und  5  und  2  giebt  das  verlangte  8  sur  Summe.  Ich  schreibe 
2  hin.  Die  ganze  Bedeutsamkeit  des  Unterschiedes  dieses  Verfahrens  von 
den  älteren  Methoden  zeigt  sich  bei  der  Division ,  wo  das  neue  Verfahren 
auch  dem  weniger  geübten  Rechner  verstattet,  die  Multiplication  einer  Quo- 
tientenziffer mit  dem  Divisor  'und  die  vorzunehmende  Subtraction  vom  Divi- 
denden in  einen  Act  zu  verbinden,  so  dass  stets  nur  die  Reste,  d.  h.  also 
jetzt  die  Ergänzungen  zur  Summe  mit  voraus  bestimmter  Randziffer,  hin- 
geschrieben werden.  Sehr  wohl  hat  uns  ferner  ein  Kennzeichen  der  Theil- 
barkeit  durch  7  gefallen :  „Eine  Zahl  ist  durch  7  theilbar,  wenn  die  doppelte 
letzte  Ziffer  von  den  vorhergehenden  Ziffern  als  Zahl  abgezählt  einen  Rest 
ergiebt,  der  durch  7  theilbar  ist**  (S.  72).  Wir  wissen  nicht,  ob  dieses  Kri- 
terium neu  ist;  uns  wenigstens  ist  es  noch  nicht  begegnet. 

Vielleicht  dürfen  wir  uns  gestatten,  diesem  Referate  eiue  kurze  Notiz 

über  eine  Darstellung  zweier  sehr  elementarer  Dinge  beizufügen,  welche 

wir  dem  Urtheile,  vielleicht  der  Benutzung  von  Schulmännern  empfehlen 

möchten.  Vielen  Knaben  bereitet  das  Subtrahiren  algebraischer  Zahlen  und 

das  Dividiren   mit  Brüchen  Schwierigkeit.     Wir  schlagen  folgende   Her- 

leitang  vor,  die  wir  schon  als  zweckmässig  erprobt  haben. 

1.  Man  kann  Nichts  abziehen,  was  nicht  vorbanden  ist.    Soll  also  von  dem 

Minuenden  M  der  Subtrahend  a  —  b  abgezogen  werden,  so  verwandle 

ich  den  Minuenden  erst  in  Jlf-|-a-~a  +  6  — 6,  lasse  dann  a — b  weg  und 

bekomme  den  Rest  ilf— a-(-6. 
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*  In  dem  Jahresberichte  der  böbern  Bürg^erscbole  za  Heidelberg,  August  1875, 
ist  unter  den  Bedingungen  zur  Anfnabme  in  die  unterste  Classe  ,, Fertigkeit  im  Reeb- 
nen der  vier  Rechnungsarten  in  nnbenannten  Zahlen,  im  Kopf  und  auf  der  Tafel*'  aus-         ißMM 
drücklich  vorgescbrieben.  Jt 
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2.  Man  kann  nur  Zahlen  gleicher  Benennung  durch  einander  dividiren, 

o  c 

wobei  die  Benennung  von  selbst  wegfällt.    Soll  also  —  durch  •—  dividirt 

werden,  so  bringe  ich  beide  Brüche  auf  gleichen  Nenner  bä^  d.  h.  ich 

habe  dann  7-;  durch  t— .  oder  ad  durch  6c  zu  dividiren.  ^ 

bd  bd  Cantob. 
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